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Глава Х1. Воздушные колебания . . еее 13 


Воздушные колебания. Одинаковость давления во всех напра- 
влениях. Уравнения движения. Уравнение непрерывности. Спе- 
циальная форма для несжимаемой жидкости. Движение в двух 
измерениях. Функция тока. Симметрия относительно оси. Потен- 
циал скорости. Теорема Лагранжа. Доказательство Стокса. Фн- 
зическое истолкование. Исследование Томсона. Циркуляция. 
Уравнение непрерывности для потенциала скорости. Выражение 
в полярных координатах. Движение несжимаемой жидкости в 
односвязном пространстве определяется граничными условиямн. 
Распространение на многосвязные пространства. Сферический 
участок жидкости, совершающий безвихревое движение, вне- 
запно отвердев, не обладал бы вращением. Безвихревое дви- 
жение обладает наименьшей возможной энергией. Аналогия с 
теориями теплоты и электричества. Уравнение давления. Об- 
щее уравнение звукового движения. Движение в одном изме- 
рении. Положительная и отрицательная бегущие волны. Соот- 
ношение между скоростью и сжатием. Гармонический тии. 
Распространяющаяся энергия. Половина энергии — потенциаль- 
ная и половина — кинетическая. Ньютоновское вычисление 
скорости звука. Поправка Лапласа. Выражение скорости через 
отношение теплоемкостей. Опыт Клемана и Дезорма. Вычисле- 
ние Рэнкина по джаулевскому эквиваленту. Возможный эф- 
фект излучения. Исследование Стокса. Быстрое затухание 
звука. Теплопроводность практически не дает заметного эф- 
фекта. Зависимость скорости от температуры. Изменение 
высоты звука органных труб. Скорость звука в воде. Точное 
диференциальное уравнение для плоских волн. Приложение к 
волнам теорин установившегося движения. Только в одном 
предположении относительно закона, связывающего давление 
и плотность, волна может сохранять свою форму в отсутствии 
внешней силы. Объяснение изменения типа. Уравнение Пуас- 
сона. Соотношение между скоростью и сжатием в прогрессив- 
ной волне конечной амплитуды. Трудности, представляемые 
конечным разрывом. Интегралы Эрншоу. Исследование Рима- 
на. Ограниченное начальное возмущение. [Явления второго по- 
рядка. Отталкивание резонаторов. Вращательная сила, дей- 
ствующая на подвешенный диск и обусловленная колебаниями. 
Ребристость в трубках Кундта. Теория Кенига.] Экснеримеи- 
тальные определения скорости звука. 
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Глава ХПИ. Колебания в трубах... еее 58 


Колебания в трубах. Общая форма для простого гармониче- 
ского типа. Узлы и пучности. Условие для открытого конца. В 
стоячих колебаниях узлы должны повторяться через проме- 


1 
жутки - ). Отражение импульсов у открытого и закрытого 


концов. Проблема сложных колебаний. Колебание в трубе, обя- 
занное внешнему источнику. Два открытых конца. Бегущая 
волна, обязанная возмущению у открытого конца. Движение, 
возникающее в самой трубе. Вынужденные колебания поршня. 
Опыты Кундта. Резюме результатов. Колебания столба воз- 
духа в органной трубе. Соотношение между длиной волны и 
длиной трубы. Обертоны. Частота органной трубы зависит 
от природы газа. Сравнение скоростей звука в различных 
газах. Изучение колеблющегося столба воздуха с помошью 
мембран и песка. С помощью пламен Кенига. Кривые трубы. 
Разветвленные трубы. .Условия, которые должны быть удов- 
летворены в местах соединения труб. Переменное сечение. 
Приближениое вычисление высоты для труб переменного се- 
чения. Влияние изменения сечения на бегущие волны. Изме- 
нение плотности. 


Глава Х1Ш. Специальные проблемы. Отражение и преломление 7 
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Воздушные колебания в прямоугольной камере. Кубический 
ящик. Резонанс комнат. Прямоугольная труба. Сложение двух 
одинаковых цугов волн. Отражение от твердой плоской стены. 
{Узлы и пучности.] Исследование отражения и преломления 
плоских волн на плоской поверхности (Грин). Закон синусов. 
Случай воздуха и воды. Обе среды газообразные. Формулы 
Френеля. Отражение на поверхностн раздела воздуха и во- 
дорода. Отражение от теплого воздуха. Эксперименты Тин- 
даля. Полное отражение. Отражение от пластины конечной 
толщины. [Отражение от волнистой поверхности. Случай, 
‘когда вторая среда непроницаемая.] 


Глава ХГУ. Общие уравнения... еее 194 


‘ 


Произвольное начальное возмущение в неограниченной ат- 
мосфере. Решение Пуассона. Проверка. Ограниченное началь- 
ное возмущение. Случай двух измерений. Вывод решения для 
непрерывного возобновляемого возмущения. Источники звука. 
Гармонический тип. Проверка решения. Источники, респреде- 
ленные по поверхности. Бесконечная плоская стена. Слой 
двойных источников. Волны в трех измерениях, симметричные 
относительно точки. Гармонический тип. Волна сжатия или 
волна разрежения не могут существовать отдельно. Непрерыв- 
ность у полюса. Начальные условия. Потенциал скорости дан- 
ного источника. Вычисление испускаемой энергии. Рупор. 
Теория конических труб. Положение узлов. Сложение колеба- 
ний от двух простых источников одинаковой высоты. Интер- 
ференция звуков электрически возбуждаемых камертонов. 
Места молчания. О существовании их часто можно заключить 
‘из соображений симметрии. Случай звонка. Эксперименталь- 
ные методы. Эксперименты Мейера. Звуковые тени. Отверстие 
в плоском экране. Зоны Френеля. Общее объяснение теней. 
Наклонный экран. Условия приблизительно полного отраже- 
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ния. Расходящиеся волны. Изменение интенсивности. Фокусы. 
Отражение от кривых поверхностей. Эллиптические и пара- 
болические рефлекторы. Принцип Ферма. Шепчущие галлерен. 
Наблюдения в соборе св. Павла. Вероятное объяснение. Резо- 
ианс в зданиях. Атмосферное преломление звука. Конвектив- 
ное температурное равновесие. Диференциальное уравнение 
пути луча. Преломление звука ветром. Объяснение Стокса. 
Закон преломления. Полное отражение от ветра наверху. 
В случае преломления ветром ход звукового луча необратим. 
Наблюдения Рейнольдса. Наблюдения Тиндаля над сигналами 
в тумане. Закон расхождения звука. Рупор. Диффракция 
звука, проходящего через малые отверстия в бесконечном 
экране. [Опыты по диффракции. Круговая решетка. Тень 
круглого диска.] Расширение теоремы Грина на потенциалы 
скорости. Теорема взаимности (обратимости) Гельмгольца. 
Приложение к двойным источникам. Изменение полной энер- 
гии внутри замкнутого пространства. 


Гяава ХУ. Дальнейшие приложения общих уравнений ‚ + + . 152 


Вторичные волны, обязанные изменению в среде. Относи- 
тельное значение вторичных волн зависит от длины волны. 
Область измененной сжимаемости действует подобно простому 
источнику, область измененной плотности — подобно двойному 
источнику. О законе обратной пропорциональности четвертой 
степени можно заключить методом размерностей. Объясне- 
ние гармонических эхо. Изменение характера сложного звука. 
Вторичные источники, обязанные значительной амплитуде. 
Изменение высоты вследствие относительного движения 
источника и приемника. Экспериментальные иллюстрацин 
принципа Допплера. Движение простого источника. Колеба- 
ния в прямоугольной камере, обусловленные внутренними 
источниками. Простой источник, расположенный в безгранич- 
ной трубе. Испускаемая энергия. Сравнение с конической 
трубой. Дальнейшее рассмотрение движения. Вычисление 
реакции воздуха на колеблющуюся круглую пластинку, плос- 
кость которой завершена неподвижным фланцем. Уравнение 
движения для пластины. Случай совпадения собственного и 
вынужденного периодов. 


Глава ХУГ. Теория резонаторов ке еее а 172 


Теория резонаторов. Резонатор, состоящий из поршня и воз- 
душного резервуара. Потенциальная энергия сжатия. Период. В, 
большом классе воздушных резонаторов сжатие практически 
одинаково всюду внутри резервуара, а кинетическая энергия 
ограничена в основном соседством с воздушными каналами. Вы- 
ражение кинетической энергии движения в каналах через элек- 
трическую проводимость. Вычисление собственнойвысоты.Слу- 
чай нескольких каналов. Верхний,и нижний пределы для прово- 
димости каналов.Простые отверстия. Эллиптическое отверстие. 
Сравнение с круглым отверстием равной площади. Во многих 
случаях достаточным является вычисление, основанное только 
на площади. Верхний и нижний пределы для проводимости 
гора. Поправка к длине канала, обусловленная открытым кон- 
жом. Проводимость каналов, ограниченных приблизительно 
цилиндрическими поверхностями вращения. Сравнение вы- 
численной и наблюденной высоты. Многократный резонанс. 
Вычисление периодов для двойного резонатора. Передача 
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энергии внешней атмосфере. Скорость диссипации. Численный 
нример. Вынужденные колебания, обусловленные внешним 
источииком. Теория открытых труб Гельмгольца. Поправка к 
длине. Скорость диссипации. Влияние фланца. Эксперименталь- 
ные методы определения высоты резонаторов. Рассмотрение 
движения, возникающего внутри открытой трубы. ‚Движение, 
обязанное внешним источникам. Эффект расширения у закры- 
того конца. Поглощение звука резонаторами. Трубка Квин- 
ке. Действие резонатора вблизи источника звука. Усиле- 
ние звука резонаторами. Идеальный резонатер. Действие 
резонатора вблизи двойного источника. Опыт Савара. Два 
или большее число резонаторов. Вопрос о возникнове- 
нии струй при звуковом движении. [Возбужденные свобод- 
ные колебания. Влияние струи воздуха на высоту орган- 
ных труб. Поддерживающая сила струи воздуха. Обертоны. 
Взаимное влияние соседних органных труб. Свист. Поддержи- 
вание колебаний нагреванием. Прибор Тревельяна. Передача 
тепла и воздушные колебания. Поющие пламена. Наблюдения 
Зондхаусса. Звуки, открытые Рийке и Босша. Теория язычко- 
вых инструментов Гельмгольца. | 


Глава ХУП. Приложения функций Лапласа. ......... 


Применения функций Лапласа к акустическим задачам: Об- 
щее решение, содержащее член п-го порядка. Выражение для 
радиальной скорости. Расходящиеся волны. Начало координат на 
поверхности сферы. Образование звуковых волн требует вообще 
известной площади движущейся поверхности; в противном 
случае механические условия будут удовлетворены при мест- 
ном переносе воздуха без заметных сгущений и разрежений. 
Исследование эффекта бокового движения (Стокс). Опыт 
Лесли. Вычисление численных результатов. Член нулевого по- 
рядка обычно отсутствует, если звук создается колебаниями 
твердого тела. Реакция окружающего воздуха на совершаю- 
щую колебания жесткую сферу. Увеличение эффективной 
инерции. Когда сфера мала по сравнению с длиной волны, то 
энергия передается лишь в небольшом количестве. Колебания 
эллипсоида. Кратные источники. В симметричных случаях функ- 
ции Лапласа приводятся к функциям Лежандра. [Таблица 
зональных функций.]| Вычисление энергии, испускаемой колеб- 
лющейся сферической поверхностью. Случай, когда возмуще- 
ние ограничено малой частью сферической поверхности. Чис- 
ленные результаты. Влияние малой сферы, расположенной 
вблизи источника звука. Аналитические преобразования. Слу- 
чай непрерывности в полюсе. Аналитические выражения для 
потенциала скоростей. Выражения через функции Бесселя 
дробного порядка. Частные случаи. Колебания газа, заключен- 
ного внутри жесткой сферической оболочки. Радиальные ко- 
лебания. Диаметральные колебания. Колебания, выражаемые 
функциёй Лапласа второго порядка. Таблица длин волн. Отно- 
сительная высота различных тонов. Возможность выражения 
общего движения через простые колебания. Случай равномер- 
ной начальной скорости. Колебания газа, заключенного между 
концентрическими сферическими поверхностями. Сферический 
слой газа. Исследование возмущения, создаваемого при ‘стеак- 
новений плоских звуковых волн со сферическим препятствием. 
Разложение в ряд потенциала скоростей плоских волн. Не- 
подвижная жесткая сфера. Интенсивность вторичных волв. 
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Первичные волны, возникающие в источнике, расположенном 
на конечном расстоянии. Симметричное выражение для вторич- 
ных волн. Случай газообразного препятствия. Одинаковая 
сжимаемость. Максимальное возмущение, создаваемое беско- 
нечно малым резонатором. 


Глава ХУПП. Сферические слои воздуха. Движение в двух 


измерениях . ........оодохоо ео» о. 


Задача о сферическом слое воздуха. Разложение потенциала 
скоростей в ряд Фурье. Диференциальное уравнение удовлетво- 
яется каждым отдельным членом. Выражение его через ц и у. 
ешение для случая симметрии. Условие, которому нужно 
удовлетворить в случае, когда полюсы не являются источни- 
ками. Приведение к функциям Лежандра: Свойство сопряжен- 
ности. Переход от сферического слоя к плоскому. Функция 
Бесселя нулевого порядка. Сферический слой, ограниченный 
широтными лараллелями. Решение. для сферического. слоя, 
ограниченного малой окружностью. Частные случаи, разреши- 
мые при помощи функций Лежандра. Общая задача несим- 
метричного движения. Переход к двум измерениям. Полное 
решение для полной сферы, выраженное в функциях Лапласа. 
азложение в ряд произвольных функций. Рекуррентная фор- 
мула. Соответствующая формула для функций Бесселя двух 
измерений. Независимое исследование плоской задачи. По- 
перечные колебания внутри цилиндрической оболочки. Случай 
равномерной начальной скорости. Сектор, ограниченный ра- 
диальными стенками. Применение к водяным волнам. Колеба- 
ния (необязательно поперечные) внутри кругового цилиндра с 
плоскими основаниями. Полное решение диференциального 
Уравнения без ‘ограничения, накладываемого требованием от- 
сутствия источника в полюсе. Рекуррентная формула. Выраже- 
ние потенциала скоростей через нисходящий полусходящийся 
ряд. Случай чисто расходящейся волны. Применение к виб- 
рирующим струнам (Стокс). Важность деки. Предотвращение 
бокового движения. Потенциал скоростей для линейного источ- 


1 
ника. Значение запаздывания на 8 ^ Задача о плоских вол- 


нах, наталкивающихся на цилиндрическое препятствие. Не- 
подвижный жесткий цилиндр. Математически аналогичная за- 
дача, относящаяся к поперечным колебаниям упругого твердс- 
го тела. Применение к теории света. Эксперименты Тиндаля, 
свидетельствующие о малости препятствия, создаваемого для 
звука материалами с открытыми отверстиями. [Отражение от 
ряда слоев, расположенных параллельно и на одинаковом рас- 
стоянии друг от друга.] 


Глава ХМХ. Трение и теплопроводность .. „ее... 


Трение в жидкости. Природа вязкости. Коэфициент вязкости. 
Независимость коэфициента вязкости от плотности газа. Опыты 
Максвелла. Сравнение уравнений движения вязкой жидкости 
с уравнениями, применимыми к упругому телу. Предположе- 
ние, что силы вязкости не препятствуют движению, заключаю- 
щемуся в равномерном растяжении и сжатии. Выражение 
Стокса для диссипативной функции. Применение к теорик 
плоских волн. Постепенное затухание гармонических волн, под- 


о 
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держиваемых в начале. В первом приближении вязкость не 
влияет на скорость распространения. Численное определение 
коэфициента затухания. Действие вязкости при атмосфер- 
ном давлении ощутимо только для очень высоких нот. Свист 
становится неслышным на небольшом расбтоянии от источ- 
ника. В разреженном воздухе действие вязкости значительно 
усиливается. Поперечные колебания, образующиеся благодаря 
вязкости. Применение к вычислению влияния вязкости на кб- 
лебания в узких трубках. Результаты Гельмгольца и Кирх: 
гоффа. [Исследование Кирхгоффа. Плоские волны. Симметрия 
относительно оси вращения. Малая вязкость.] Наблюдения 
Шнеебели и Зеебека. [Исключительно тонкие трубки. Пори- 
етая стенка. Резонанс зданий. Наблюдение Дворжака нах 
циркуляцией, получающейся в результате колебания в трубках 
Кундта. Теоретическое исследование.] 


Глава ХХ. Капиллярность ‚....ььуььонхоюичьь — 335 


[Волны, двужущиеся под действием тяжести и сцеплен им. 
Формула Кельвина. Минимальная скорость распространения. 
Численные значения для воды. Определение капиллярного 
матяжения при помощи ряби. Значения для чистой и загрязнен- 
ной воды. Рябь Фарадея. Период волн ряби вдвое больше 
нериода подставки. Явление Лиссажу. Стоячие волны на те- 
кхущей воде. Волновая картина Скотта Ресселя. Равновесие 
жидкого цилиндра. Потенциальная энергия малой деформа- 
ции. Теорема Плато. Кинетическая энергия. Уравнение часто- 
ты. Эксперименты Бидона и Магнуса. Поперечные колебания. 
Применение для определения Г для свежеобразованной по- 
верхности. Неустойчивость. Максимум при )—=4,51 Х 2а. 
Числовые оценки. Приложение теории к струе. Законы Савара. 
Теория Плато. Эксперименты с колебаниями низкой частоты. 
Влияние обертонов. Эксперименты Бэлла. Столкновения ка- 
пель. Влияние электричества. Наклонные струи. Колебания 
разрозненных капель. Теоретический расчет. Устойчивость, соз- 
даваемую сцеплением, можно уравновесить неустойчивостью, 
создаваемой электризацией. Неустойчивость очень вязких 
нитей, приводящая к иному закону распадения.]| 


Глава ХХ. Вихревое движение и чувствительные пламена., 366 


[Плоский вихревой слой. Тяжесть и капиллярность. Беско- 
нечная толщина. Равные и противоположно направленные ско- 
‚рости. Тенденция вязкости. Общее уравнение малого возму- 
щения стратифицированного движения. Случай устойчивости. 
Слои однородной завихренности. Неподвижные стенки. Устой- 
чивость и неустойчивость. Различные случаи бесконечно 
протяженной жидкости. Бесконечность, появляющаяся при 
п-- РО =0. Чувствительные пламена. Первые наблюдения, 
над ними. Является ли по характеру разрыв узловатым или 
извилистым? Узлы и пучности. Места максимального дейст- 
вия являются пучностями. Зависимость от азимута звука. 
Вредное влияние препятствий в подающих трубках. Различ- 
ные объяснения. Рассмотрение с точки зрения периодичности 
распадения струй дыма. Струи жидкости в жидкости. Влияние 
зязкости. Теплая вода. Смесь воды со спиртом. Опыт Бэлла. 
Нтичьи манки. Законы управления частотой Зондхаусса. Тоны, 
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исследуемые при помощи пламени. Эоловы тоны. Наблюдения 
Струхаля. Колебания эоловой арфы направлены поперек ина- 
правлению ветра. Формула размерности.] 


Глава ХХИ. Колебания твердых тел ‚„  .ъъоъфььььно 493 


[Колебания твердых тел. Общие уравнения. Плоские волны 
растяжения и сдвига. Стационарные волны. Начальное возму- 
щение, ограниченное конечной областью. Теория Пуассона и 
Стокса. Волны, исходящие из одного центра. Вторичные волны, 
расходящнеся от малого препятствия. Линейный источник. 
Линейное препятствие. Полное решение для периодической 
силы, действующей в единственной точке бесконечного твер- 
ого тела. Сравнение с результатами Стокса и Герца. Отраже- 
ние плоских волн при нормальном падении.] Принцип дина- 
мического подобия. Теория моделей кораблей. Приложение 
принципа подобия к упругим пластинкам. 


Глава ХХ]. Факты и теории слуха „............. 419 


[Факты и теории слуха. Диапазон частот, в предемхах кото- 
рого ухо способно воспринимать звук. Оценка высоты тона. 
Наблюдения Прейера. Амплитуда, необходимая для слышимо- 
сти. Оценка Теплера и Больцмана. Наблюдения автора при по- 
мощи свистка и камертонов. Бинауральный слух. Локализация 
звуков. Закон Ома для слуха. Необходимые исключения. Два про- 
стых колебания приблизительно одинаковой частоты. Наблю- 
дения Бозанке. Низкий звук может заглушить высокий, не”не 
обратно. (Наблюдения Майера.) Эффект усталости. Как лучше 
всего услышать обертоны? Теория слуха Гельмгольца. Резуль- 
таты Майера. Сколько импульсов необходимо, чтобы опре- 
делить высоту тона. Результаты Кольрауша. Биения оберто- 
нов. Консонирующие интервалы в значительной степени опре- 
деляются ими. Комбинационные тоны. По Гельмгольцу они 
создаются вследствие нарушения суперпозиции. В некоторых 
случаях комбинационные тоны существуют вне уха. Разност- 
ные тоны на фисгармонии. Теория Гельмгольца. Суммовые тоны. 
Трудность слышимости их, объясняемая, пожалуй, наблюде- 
ниями Майера. Необходимы ли сильные производящие тоны 
для слышимости разностных тонов? Могут ли биения пере-° 
ходиль в разностный тон? Периодические изменения соответ- 
ствующей частоты не всегда воспринимаются как звук. Раз- 
ностный тон содержит колебания определенной амплитуды и 
фазы. Слышимые разностные тоны от неслышимых производя- 
щих. Консонирующие интервалы чистых тонов. Взгляды Гельм- 
гольца. Определение квинты разностными тонами второго по- 
рядка. Порядок величины различных разностных тонов. При 
добавлении октавы достаточно первого разностного тона для 
определения квинты. Воспринимает ли ухо разности фаз? На- 
блюдения Гельмгольца над камертонами. Довод, основанный 
на расстройстве консонансов. Лорд Кельвин находит, что бие- 
ния неточных гармонических интервалов воспринимаются, даже 
когда звуки слабы. Наблюдения и теории Кенига. Тоны, созда- 
ваемые биениями. Волновая сирена. Тембр музыкальных зву- 
ков в зависимости от верхних составляющих. Теория гласных 
звуков Виллиса. Искусственные подражания. Теория в форые, 
приданной ей Гельмгольцем. Нет несовместимости в действи- 
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тельности. Относительная характеристика частоты ‹против не- 
изменной характеристики частоты. Результаты Ауэрбаха. 
Свидетельство фонографа. Заключение Германна. Его анализ 
гласной А. Сравнение результатов различными авторами. 
С точки зрения Ллойда основное значение имеет двойной 
резонанс. Присутствует ли основной тон? Имитация гласных 
звуков при помощи камертонов (Гельмгольц). Эксперимент 
Германна. Гласные, произносимые шопотом.] 


Примечание к 65 86. .. („еее еее еее 


Добавление к главе У... еее еее 
О колебаниях сложных систем в случае, когда амплитуды не 
бесконечно малы. 

Примечание к $ 273. „еее еее еее 


Добавление А ($ 307.......... 
О поправке для открытого ‚конца. 


Указатель ® $ о ® Ф ® ® > ® . ® Ф ® ® . ® ® ® ® > Ф ® ® ® ® ® ® 


461 
461 


468 
469 


475 


ГЛАВА Х!1) 
ВОЗДУШНЫЕ КСЛЕБАНИЯ 


236. Так как атмосфера является почти универсальной средой, 
в которой протекают звуковые явления, то исследование колебаний 
газообразной среды всегда рассматривалось как основная проблема 
физической акустики; однако, за исключением нескольких особенно 
простых вопросов, относящихся, главным образом, к распространению 
звука в одном измерении, математические трудности здесь таковы, 
что развитие теории было очень медленным. Даже, когда теоретиче- 
ский результат уже получен, его часто нельзя подвергнуть экспери- 
ментальной проверке из-за отсутствия точных методов измерения 
интенсивности колебаний. В ряде вопросов все, что мы можем сде- 
лать, сводится к решению задач, математически достаточно простых, 
чтобы допустить решение. На эти решения и на общие принципы 
мы должны положиться, чтобы не остаться в полном неведении отно- 
сительно других интересующих нас вопросов. 

В настоящей главе мы будем рассматривать жидкости как иде- 
альные, т. е. будем принимать, что взаимодействие любых двух ча- 
стиц, разделенных некоторой воображаемой поверхностью, происходит 
нармально к этой поверхности. В дальнейшем мы сделаем некото- 
рые замечания относительно трения в жидкостях, но вообще акусти- 
ческие явления не нарушаются существенным образом отклоне- 
ниями от свойств идеальной жидкости, имеющими место в воздухе 
и других газах. 

Равенство давления во всех направлениях вокруг данной точки 
является необходимым следствием идеальности жидкости, независимо 
от того, имеет ли место покой или движение. Это можно доказать, 
рассматривая равновесие малого тетраэдра под действием давлений 
самой жидкости, внешних сил и сил инерции. В пределе, когда 
тетраэдр взят бесконечно малым, давления, оказываемые жидкостью 
на его грани, становятся преобладающими, и для равновесия необхо- 
димо, чтобы величины давлений были пропорциональны площадям 
граней, на которые они действуют. Давление в точке х, у, 2 будет 
обозначаться через р. 


1) Главы Х!—ХУГ переведены П. Н. Успенским, главы ХУИ—ХХШ 
и добавления — С. А. Каменецким. 
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237. Если через оХ @У, рУа\ и р7 4У обозначить внешние силы, 
действующие на элемент массы ра У, то уравнение равновесия имеет вид 


ар =о(Хах-- Уау- 2аг), 


гле р обозначает изменение давления в нскоторой точке х, у, 2, 
соответствующее изменениям 4х, Фу, 42 координат этой точки. Это 
уравнение легко вывести, рассматривая равновесие малого цилиндра 
с плоскими основаниями, проекции оси которого на оси координат 
равны, соответственно, 4х, Чу, 42. Чтобы получить уравнения дви- 


жения, мы должны только, в согласии с принципом Даламбера, за- 


Ри Ди 
менить Х,..: на Х — Бр» **-» ГДЕ фр, +. обозначают компоненты 


ускорения рассматриваемой частицы жидкости. Таким образом, 


-(Х—в). | 
=(У— 1). ( 
2 =р(2 5:).) 


В гидродинамических исследованиях принято выражать скорости 
жидкости и, 9, ® в функции х, у, и Ё, причем и, 9, 12 обозначают 
тогда компоненты скорости частицы какой бы то ни было природы, 
находящейся в момент времени Ё в точке х, у, г. Спустя некоторый 
малый промежуток времени 4 точки х, у, 2 достигает новая частица; 


ди 
Е 4 выражает избыток ее скорости над скоростью первой частицы, 


Ри 
между тем, как ТЕ 4, напротив того, выражает изменение скорости 


первоначальной частицы за то же время или изменение скорости 
в точке, которая не закреплена неподвижно в пространстве, но дви- 
жется вместе с жидкостью. Мы будем придерживаться этих обозна- 
д 

—. , положе- 
д» ПОЛОЖ 

ние в пространстве (определенное значениями х, у, 2) сохраняется 


чений. При изменении, которое выражается символом 


неизменным, тогда как символ Пр аправляет внимание на некоторую 


определенную частицу жидкости. Связь между этими двумя видами 
диференцирования по времени выражается следующим образом: 


р д д д д 


Эту связь необходимо отчетливо уяснить себе, хотя в целом ряде 
весьма важных проблем, которыми мы будем заниматься в даль- 
нейшем, данное различие практически исчезает. Если скорости 


338] _ ФУНКЦИЯ ТОКА 15 


д 
движения очень малы, члены и 5_,... становятся все более и более 


9 . 


р 
незначительными сравнительно с и, в конечном счете, БЕ 9 - 


д 
ОЕ’ 
238. Мы должны теперь выразить математически то условие, что 
внутри жидкости не происходит ни возникновения, ни уничтожения 
вещества. Если а, В, ‘] — ребра малого прямоугольного параллелепи- 
педа, параллельные осям координат, то избыгок Количества жидкости, 
вытекающего из параллелепипеда за время 42, над, количеством 
жидкости, втекающим в параллелепипед, выражается в виде 


а - (20) 7) } 8-Е 


эта величина должна быть равна действительной убыли жидкости, илн: 


Отсюда 


9 д 
0. (и) 


Это — так называемое уравнение непрерывности. Если р постоянно 
(как в пространстве, так и во времени), то уравнение принимает 


простую форму 


=. (2) 


В задачах, связанных со звуком, скорости и изменение плотности 
могут обычно рассматриваться как малые величины. Попагая 
р = б% (1--5), аде $--так называемое сжатие, мало, и пренебрегая. 


$ . 
произведениями и дх’*^*? мы находим 


НН (8) 


В частных случаях эти уравнения принимают даже более простую 
форму. В случае несжимаемой жидкости, движение которой полностью 
параллельно плоскости ху, 


эЕ-—а,==0 (4) 


— уравнение, Из которого мы заключаем, что выражение и4у — эах 
является полным диференциалом. Обозначая его через 4Ф, мы имеем, 
в качестве эквивалента (4), 

д д 

4% (5) 


дх 


где Ф — функция координат, пока еще совершенно произвольная. 
Функция Ф называется функцией тока, так как движение жидкости 
проиёходит всюду в направлении кривых % == соп${. Когда движение 


—- 
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установившееся, т. е., когда оно остается все время одинаковым 
в олной и той же точке пространства, кривые Ф = соп$Ё намечают 
систему трубок или каналов; можно представить себе, что течение 
жидкости происходит именно по ним. Аналитически замена двух 
функций й и о одной функцией Ф часто является чрезвычайно важной, 

Другой важный случай — это, когда имеется симметрия. относи- 
тельно некоторой оси, например относительно оси х-ов. Все величины 


можно выразить тогда через х и г, где г=Иу- 27; движение 
происходит здесь в плоскостях, проходящих через ось симметрии. Если 
компоненты скорости, соответственно, параллельные и. перпендикуляр- 
ные оси симметрии, суть ий и 4, то уравнение непрерывности имеет вид: 


д (ги) / 9(74) _ 
дх -- дг —0, (6) 
что, как и прежде, эквивалентно равенствам 
__ 9$ _ __ 9 
Ш==5,, 74 == — 95» (7) 


где ф — функция тока. 

239. Почти во всех случаях, с которыми мы будем иметь дело, 
уравнения гидродинамики допускают замечательное упрощение в силу 
следующего предложения, впервые высказанного Лагранжем. Если 
для некоторой части жидкой массы выражение и 4х - оду-- м 42 
будет в какой-либо момент времени полным диференциалом, то оно 
останется таковым в течение всего последующего времени. В част- 
ности, если жидкость первоначально находилась в покое, а затем была 
приведена в движение консервативными силами и давлениями, передан- 
ными извне, то величины 


д0__д0 0900 0 900 
92 ду ? дх 02? ду 9дх 
которые мы будем обозначать через &, п, &) никогда не могут стать 
р у р [ 


отличными от нуля. 
Мы принимаем, что р есть функция р, и будем писать для краткости 


= |2 (0 


Уравнения движения, получаемые из (1), (2) $ 237, имеют вид: 


до ди ди ди ди 
—— а И —®  — 2 
дх -х д “ох дг ? (2) 
и еще два других той же самой формы, относящиеся ку и 2. 
Согласно предположению 

дх 07 

ду 0х’ 
так что путем диференцирования первого из приведенных выше урав- 
нений по уи второго по х и.последующего вычитания, мы ислючаем ® 
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и внешние силы, получая уравнения, которым может быть придана 
такая форма: 


ОЕ о0и до ди 09° 
ИЕ 20 —(-5- 5%) 
ВЕ" Г 0 (дд Году 8 
Г О» 
и еще два других той же самой формы, определяющие ` „и р. 
5 В суучае несжимаемой жидкости мы можем заменить выражение 
и о ди 
9х ду его эквивалентом —^— и, таким образом, получаем 
Ру. ди ду ди 
—=—=—& — — &. 
реа" Нда" " д. () 


Это — те уравнения, которые Гельмгольц положил в основу своего 
вывода теорем о вихрях. 

Если движение имеет непрерывный характер, то коэфициенты 
при Ё м, С в полученных выше уравнениях все Конечны. Обозначим 
через Д их наибольшее численное значение и через {2 — сумму числен- 
ных значений &, т, 6. Согласно предположению, © вначале равно 
нулю; спрашивается, может ли О с течением времени сделаться конеч- 
ным? Предыдущие уравнения показывают, что этого произойти не 
может; действительно, скорость увеличения 3 для некоторой данной 
частицы всегда меньше 319. Но если бы даже эта скорость достигала 
значения 31, все же О никогда не сделалось бы конечным, как 
это видно из решения уравнения 


2о 
——-3/0. (5) 


А ГогНоц, в действительном случае ® не может отличаться от нуля, 
и то же самое должно иметь место в отношенин &, \, Е. 
Заслуживает быть отмеченным, что это заключение не было бы 
нарушено и в том случае, если бы налицо имелись силы трения, 
действующие на каждую частицу и пропорциональные ее скорости; 
это можно видеть, если подставить в уравнение (2)!) вместо Х, У, 7 
величины -Х— хи, ’У—х9, /—х\щ. Иначе, однако, обстоит дело 
с теми силами трения, которые действительно существуют в жидко- 
стях и которые зависят от относительных скоростей их частиц. 
Первое удовлетворительное доказательство рассматриваемого сей- 
час важного предложения было дано Коши, а то, которое приведено 
выше, принадлежит Стоксу?). Недостаточно, однако, показать только; 


что всякий раз, когда & 1, 6 обращаются в нуль, то обращаются 
ОЕ Ра 
в нуль и их производные т,› т,, р; хотя это обстоятельство часто 


и упускают из виду. Когда тело, находившееся в покое, падает под 


1) Вводя такие силы и пренебрегая членами, зависящими от инерции, 
мы получили бы уравнения, приложимые к движению электричества через 
однородные проводники. 

2) {оке Сати аве Тгап5., том УШ, стр. 307, 1845; В. А. Керо оц 
Нудгодупаписз, 1847. 

2 Рэлей 
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1 
действием силы тяжести, то $—52; отсюда, однако, не следует, что 
$ никогда не сделается конечным. Чтобы оправдать это заключение, 
необходимо было бы показать, что $ обращается в*нуль в пределе 
не только для первого порядка, но и для всех более высоких поряд- 
ков малой величины, 1, что, без сомнения, нельзя сделать в случае 


падающего тела. Если, однако, уравнение имеет вид 5—5, то все 
производные от $ по { обращаются в нуль вместе с &, если само $ 
обладает таким свойством, и тогда законно заключение, что $ никогда 
не может отличаться от нуля. 

Согласно теореме, принадлежащей Стоксу, моменты количества 
движения относительно фсей координат некоторого бесконечно малого 
сферического участка жидкости равны соответственно величинам 
&, п, &; умноженным на момент инерции данной массы жидкости; таким 
образом, эти величины (&, 1, &) можно рассматривать как компоненты 
угловой скорости жидкости в той точке, к которой они относятся.’ 

Если & 1, С равны нулю во всем пространстве, занятом движу- 
щейся жидкостью, то внезапно отвердевший малый сферический 
участок жидкости сохранил бы единственно поступательное движение. 
Доказательство этого предложения в общей форме будет дано не- 
много позднее. ‘Теорема Лагранжа заключается, таким образом, 
в утверждении, что частицы жидкости, лишенные в какой-либо момент 
времени вращения, никогда не могут его приобрести. 

240. Несколько иной прием исследования был избран Томсоном, 
который дал в высшей степени поучительный обзор всего предмета '). 

В силу основных уравнений 


р р 
45 = Хах-|- Уау-- 24: — рах — Ре — БЕ 42 


Но Хах -- Уау-Р 242 =аЮ, если силы консерьаеаьньым, а 
Ри, 00 Ри 


__ ВБ рах рау раг 
=; (и 4х т оду-|- м 42) иги, 

где 
рах 
"РЕ 


Таким образом, если [Л ==? -- о? .: 2, та 


Рая —4и,... 


46=4К — © шах оду шаг) | ТИ (1) 


ИЛИ 


(пах оду-- шаг) 4-10" — &). (2) 


1) Трошзоп, „Уоцех МоНоп“, Е@тьигей Тгапзасйоп$, 1869. 
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Интегрируя это уравнение вдоль некоторой конечной дуги кривой 
Р.Р., движущейся вместе с жидкостью, мы имеем 


г шах оду шаг) = (+1 тв), — 


— (ва), (3) 


где индексы (внизу) служат для указания того, что значения функции, 
заключенной в скобки, берутся в точках Р, и Р;, соответственно 
Если кривая является замкнутым контуром, то 


р 
2 [ шак-роду-- о, (Я, 


или, выражая это словами, 

Криволинейный интеграл тангенциальной компоненты скорость 
вдоль любого замкнутого контура, принадлежащего движущейся 
жидкости, остается постоянной величиной в течение всего, вре- 
мени движения. 

Данный криволинейный интеграл называется циркуляцией ско- 
рости; предыдущее предложение может быть формулировано так: 
циркуляция скорости в любом замкнутом контуре, движущемся 
вместе с жидкостью, остается постоянной. 

В состоянии покоя циркуляция скорости, конечно, равна нулю, 
так что если жидкость приведена в движение давлениями, передан- 
ными извне, или консервативными силами, то циркуляция по лю- 
бому замкнутому контуру должна всегда оставаться равной нулю, 
а для этого необходимо, чтобы выражение их оду-- шаг было 
полным диференциалом. Но отсюда еще не следует, что, обратно, 
в безвихревом движении никогда не может быть циркуляции, если 
` только не известно наперед, что ф — однозначная функция; в про- 


тивном случае действительно не требовалось бы, чтобы \ 4ф обра- 


щался в нуль для замкнутого контура. Все, что можно было бы 
сказать в таком случае, это, что циркуляция по любому замкнутому 
контуру, который можно свести в одну точку, не выходя из про- 
странства, занятого жидкостью, совершающей безвихревое движение, 
‚ равна нулю, или, более обще, что циркуляция одинакова для всех 
сводимых друг к другу замкнутых контуров. Два контура называют 
сводимыми друг к другу, если один из них можно получить из 
другого непрерывной деформацией, не выходя из пространства, заня- 
того жидкостью, совершающей безвихревое движение. 

В овальном пространстве, подобном тому, которое заключено 
внутри эллипсоида, все контуры сводимы друг к другу; поэтому, 
если некоторая масса жидкости этой формы совершает безвихревое 
движение, циркуляция по любому замкнутому контуру, проведен- 
ному внутри ее, не может отличаться от нуля. Такие пространства 
2* 
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называются односвязными. Напротив, в кольцеобразном , простран- 
стве, подобном тому, которое ограничено поверхностью якорного 
кольца, замкнутый контур, идущий вокруг кольца, нельзя свести 
непрерывным образом к точке, и поэтому вдоль него может суще- 
ствовать циркуляция, хотя бы движение во всем объеме и было без- 
вихревым. Однако, циркуляция равна нулю для всякого замкнутого 
контура, который не обходит вокруг кольца; для всех же контуров, 
охватывающих кольцо, она имеет одно и то же постоянное зна- 
чение. 

[В предыдущих теоремах „циркуляция“ определяется независимо 
от массы. Если плотность жидкости всюду одинакова, то количе- 
ство движения вдоль замкнутого контура пропорционально цирку- 
ляции, в случае же ‚сжимаемой жидкости должна быть учтена непро- 
порциональность этих величин. Существование потенциала скоростей 
не позволяет в этом случае заключить, что интеграл количества дви- 
жения вдоль замкнутого контура обращается в нуль. | 

241. Если иах - о4у-|- 42 является точным диференциалом @ф, 
то скорость в любом направлении выражается соответствующей ско- 
ростью изменения функции ф, которая называется потенциалом ско- 


рости, и выражение 
о 


может быть заменено следующим: 
д% | 0% | 9% 
дх? -- я-а 922 * 
Если 5 обозначает некоторую замкнутую поверхность, то скорость, 
с какою жидкость вытекает наружу через элемент 45, выражается 
0% 


д 
через У. 45, где — есть скорость изменения в направлении наруж- 
р дп дп У 


ной нормали. В случае постоянной плотности цоцава уосыль жидко- 
сти за время 4 равна, таким образом, 


д 
И Эр 4$ а 


где интегрирование распространяется по всей моверхности $. Если 
пространство 5 заполнено целиком как в.начале, так и в конце 
промежутка времени 4, то эта убыль должна обращаться в нуль; та- 


ким образом, 
0% уе _— 
(| Эи 49 =0. (1) 


Применение этого уравнения к элементу 4х 4у 42 дает в качестве 
уравнения непрерывности несжимаемой жидкости 


с 0% | 0% _ 
Но ду? -- 922 _ (2) 
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или, как обычно пишется, 


Уф —=0. (3) 


Если желательно работать с полярными координатами, то преобра- 
зованное уравнение легче получить непосредственным применением (1) 
к соответствующему элементу объема, нежели путем преобразова- 
ния (2) по правилам замены независимых переменных. 
Таким образом, если мы возьмем полярные координаты в пло- 
скости ху, так что 
х==7с0$0, у==г$ш0, 


100 | 10% | 0% 
Уф = ет г дет 72 002 -- 028 (3) 


или, если взять полярные координаты в пространстве, 


мы найлем 


сою, у==гзш 0 зто, 2==гс0$0, 
2 0% 1 90/. 99 1 0% 
2 |- ел г: о 
Уф = 5 тег Рыще 5 (510% ) -- зав ди (5) 


В специальных случаях, например, когда имеется симметрия относи- 
тельно оси 2 в (5), уравнение принимает более простую форму. 

Если жидкость сжимаема и движение таково, что квадратами 
малых величин можно пренебречь, уравнение непрерывности в силу (3), 
$ 238, имеет вид 


се Нур ==0; (6) 


У в этом уравнении можно взять в той форме, которая окажется 
более удобной для рассматриваемой задачи. 

242. Безвихревое движение несжимаемой жидкости внутри не- 
которого односвязного замкнутого пространства < полностью опре- 
деляется нормальными скоростями на поверхности 5. Если 5 есть не- 
которая материальная оболочка, то очевидно, что ее поверхности 
можно сообщить произвольную нормальную скорость; эта нормаль- 
ная скорость должна быть воспринята непосредственно соприкасаю- 
щейся с оболочкой жидкостью, при условии, что весь заключенный 
в оболочке объем остается неизменным. Если жидкость ранее нахо- 
дилась в покое, то ее частицы не могут приобрести под действием 
давлений вращательного движения, а это показывает, что возможно 
так определить функцию ф, чтобы всюду в пространстве, охваты- 


д 
ваемом 5, было Уф ==0, между тем как на поверхности р имело 


бы предписанные значения, ограниченные единственным условием 


|[9ав=0. (1) 


Аналитическое доказательство этого важного предложения дается 
в Миг! РАЙозорву Томсона и Тэта, 5 317. 


- 
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Нетрудно показать, что возможно только одно решение задачи. 
По теореме 1 если У2ф —=0, то 


(С [(2: ++ (2+ (2: ] ву= (ах 


причем интегрирование в левой части производится по всему объему, 
а в правой части — по поверхности 5$. Если теперь ф и ф-- Аф — 
две функции, удовлетворяющие ургвнению Лапласа и дающие пред- 


д 
писанные поверхностные значения > ‚ то их разность Аф есть функ- 


ция, также удовлетворяющая уравнению Лапласа и удовлетвоояющая 

на поверхности $ условию 
98$ __ 
‘бп ^_ 


При этих условиях двойной интеграл в (2) обращается в нуль, и 
045 О\ 045 
`дх * ду ’9д: 
должны быть равны нулю. Другими словами, Аф должна быть 
постоянной величиной, и оба движения тождественны. Как частный 
случай, в объеме 5’не может существовать движения безвихревого 
характера, независимо от движения повёрхности. Ограничение одно- 
связными пространствами оказывается необходимым в силу ограни- 
ченной применимости теоремы Грина, которая, как впервые было 
указано Гельмгольцем, только и может иметь место в этом случае. 
Когда пространство 5. многосвязно, то безвихревое движение 
является определенным, если кроме нормальной скорости в каждой 
точке $ заданы значения постоянных цир-, 
В куляций вдоль каждого из возможных не- 
сводимых контуров. За ‘полным рассмотре: 
р нием этого вопроса читатель отсылается 
к оригинальному мемуару. Томсона, здесь 
же мы удовлетворимся случаем двухсвяз- 
ного пространства, которого будет доста- 

точно для иллюстрации. 


== 0. 


мы заключаем, что во всякой точке $ величины 


С Пусть АВСР — бесконечная замкнутая 
на себя труба, внутри которой происхо-. 
Фиг. 54. дит  безвихревое движение жидкости. 


Для этого движения должен существовать 
потенциал скорости, частные. производные от которого, выражаю- 
щие, как это и должно быть, компоненты скорости, необходимо 
однозначны, но который может сам по себе и не быть однознач- 
ным. Проще всего преодолеть трудность, обусловленную неопределен- 
ностью ф, вообразив, что поперек кольца помещен барьер АВ так, 
чтобы проход был закрыт. Пространство АВСОВАЕР будет тогда 
односвязным, и теорема Грина прилагается к нему без всяких изме- 
нений, если только учесть возможную конечную разность значений $ф 
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по обе стороны барьера. Эта разность, если она существует, 

необходимо одна ин та же во всех точках АВ и в гидродинамических 

приложениях выражает диркуляцию скорости вокруг кольца. 
Применяя ние 


УС) + (3+ (аи Дея, 


мы должны вычислить двойной интеграл, как по поверхности обеих 
сторон барьера, так и по первоначальной поверхности кольца; но 


д 
поскольку Е имеет одинаковое значение по обе стороны, 


| | фт 45 (по обеим поверхностям ав) [[% Эт х45 = || 45, 


где х— постоянная разность ф. Таким образом, если хХ обращается 
в нуль, или циркуляция вокруг кольца отсутствует, мы заключаем, 
совершенно так же, как и для односвязного пространства, что ф 
полностью определяется значениями с на поверхности. Если имеется 
циркуляция, то ф еще определяется, если дана величина циркуля- 
ции. Действительно, если ф и ф--Аф — две функции, удовлетво- 
ряющие уравнению Лапласа и дающие одинаковую величину цирку- 
ляции и одинаковые нормальные скорости на $5,`то их разность Аф 
также удовлетворяет уравнению Лапласа и условию, что и циркуля- 
ция н нормальные скорости должны быть равны нулю. Но, как мы 
только что видели, при этих условиях Аф во всякой точке равно 
нулю. 

Несмотря на то, что’ в двусвязном пространстве безвихревое 
движение возможно независимо от нормальных скоростей на поверх- 
ности, такое движение нельзя получить ни с помощью консерватив- 
ных сил, ни с помощью движения, сообщенного извне (в какое-либо 
предшествующее время) поверхностн, ограничивающей жидкость; 
действительно, мы доказали, что если жидкость находилась вначале 
в покое, то в ней никогда не может быть циркуляций вдоль какой- 
яибо замкнутой кривой. Отсюда — это справедливо как для много- 
связных, так и для односвязных пространств, — еслн жидкость при- 
водится в движение произвольной деформацией границы, то вся 
масса приходит в состояние покоя, как только движение границы 
прекращается. 

Еслн в жидкости, движущейся без циркуляции, вся жидкость, 
находящаяся вне замкнутой трубчатой поверхности постоянного сече- 
ния, мгновенно отвердеет, то в этот же самый момент временн 
придет в состояние покоя и вся жидкость, заключенная внутри 
трубки. Это механическое толкование, как бы оно ни было искус- 
ственно, поможет читателю яснее понять, что разумеется под жидко- 
стью, не имеющей циркуляции, и приведет к расширению теоремы 
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Стокса по отношению к молекулярному вращению. Действительно, 
если вся жидкость (движущаяся с потенциалом скорости) вне сферн- 
ческой полости некоторого радиуса внезапно отвердеет, то жидкость 
внутри полости не может сохранить движения; или, как мы можем 
это еще. формулировать, всякая сферическая часть (несжимаемой) 
жидкости, совершающей безвихревое движение, внезапно отвердов, 
обладала бы одним поступательным движением, без врищения!). 


Аналогичное предложение будет справедливо для цилиндриче- 
ского диска, или цилиндра с плоскими основаниями, в случае жидко- 
сти, обладающей безвихревым движением только в двух измере- 
ниях. Движение несжимаемой жидкости, которая в некоторый момент 
находилась в покое, отличается замечательным свойством ($ 79), 
общим всем тем системам, которые приводятся в движение с пред- 
писанными скоростями, именно, их энергия является наименьшей воз- 
можной. Если предположить, что уравнению непрерывности и гра- 
ничным условиям удовлетворяет некоторое другое движение, то его 
энергия будет необходимо больше энергии движения, получённо го 
из состояния покоя?). 


243. Тот факт, что безвихревое движение несжимаемой жидкости 
определяется потенциалом скоростей, удовлетворяющим уравнению 
Лапласа, является основой далеко идущей аналогии между движе- 
нием такой жидкости и движением электричества или теплоты 
в однородном проводнике; эту аналогию часто полезно иметь в виду. 
То же самое можно сказать о связи между всеми областями физаки, 
которые связаны в математическом отношении с понятием потен- 
циала, так как часто бывает, что аналогичные теоремы далеко неоди- 
наково очевидны. Так, например, теорема, согласно которой 


9% < 
\\ 51450 


для замкнутой поверхности, если \у3Ф==0, всего нагляднее при 
интерпретации ее для жидкости, но, будучи однажды получена, она 
может быть применена и к электрическим или магнитным силам. 


Наоборот, в теории теплопроводности или теории электриче- 
ства очевидно, что внутри поверхности 5 не может быть устано- 
вившегося движения, которое не сопровождалось бы переходом 
через некоторую часть граничной поверхности: если перенести этот 
результат на несжимаемые жидкости, то мы получаем важный, но 
сам по себе не очевидный закон. 

244. Если потенциал скоростей существует, уравнение для опре- 
деления давления можно написать в более простой форме. Мы 


:) Твотзоп, Уоех Моноп, 1ос. сИ. 
2) [Читателя, который пожелает продолжить изучение общей гидро- 
динамики, мы должны отослать к трактатам Лэмба и Бассета.) 
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имеем из (1), $ 240, 


_ р 1 
46 = 4К— 1,4% ---. 40°, (1) 
откуда в результате интегрирования получим 
5 — | ЧР — 2% Тур 
Но 
Пе. д 
ии -- 0 -|- 40, 
так что 
ар __ 0 —__ 1 о 
и = А — а 5 (2, (2) 


что представляет собой обычно даваемое выражение. 


а 
Если р постоянно, то | заменяется, конечно, через 5 . 


Соотношение между р и $ в случае движения, возникшего под 
действием импульса из состояния покоя, можно получить из (2) 
путем интегрирования. Мы видим, что в конечном счете 


1 
— ЯЕ—= — ® 
г] ? 


К этому же самому заключению можно притти непосредственным 
применением принципов механики к случаю импульсивного движения. 
Если р==хр, то уравнение (2) принимает форму 


д 1 
хбр ==А— 5—5 0°. (3) 


Если движение таково, что компоненты скорости в одной и той 
же точке* пространства всегда остаются одними и теми же, то оно 
называется установившимся, и Ф оказывается независимым от вре- 
мени. Уравнение давления тогда имеет вид 


ар __ 1 


или в случае, если внешние силы отсутствуют, 
ар 1 
‚В большинстве акустических приложений уравнения (2) скорости и 


сжатие малы; мы можем поэтому пренебречь членом 5 0? и заме- 


бр 


а 
НИТЬ |: через «., если др обозначает малую переменную часть р; 
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таким образом, 


бр _ д? 

Р=Ю—9&, (6) 
что вместе с 

9 

эв-НУф==0 (7) 


представляет собой систему уравнений, посредством которых должны 
исследоваться малые колебания упругой жидкости. 
др 


Если =, ‚ так что бр —= а?ру$, то (6) принимает вид # 
д 
475 — ю— г. , (8) 
и мы получаем, исключая 5, 
02 
р 489. (9) 


245. Простейший вид волнового движения — тот, в котором 
отклонения каждой частицы параллельны некоторой неподвижной 
линии и одинаковы во всех плоскостях, перпендикулярных к этой 
линин. Предположим (принимая А =0) поэтому, что ф есть функ- 
ция только х (и #). Наше уравнение (9) 5 244 принимает тогда 
форму 


ео _ дх? ’ (1) 


одинаковую с уравнением, рассмотренным уже в главе о струнах. 
Мы нашли там, что общее решение уравнения (1) есть 


ф==/(х — а -- Р(х-- ай) (2) 
оно описывает распространение независимых волн в положительном 
и в отрицательном направлениях с одинаковой скоростью а. 

В тех пределах, в каких допустимо пользоваться приближенным 
‘уравнением (1), скорость звука совершенно не зависит от формы 
волны; она, например, одна и та же для простых волн 


ф== А с0$ т (х — 28) 


какова бы ни была длина волны. Условие, которое удовлетворяется 
положительной волной, а следовательно, и начальным возмущением, 
если возбуждена одна’ положительная волна, есть 


0 | № __ 
“д; =0, 
или, в силу (8) $ 244, | 
и — 4$ =0. (3) 


Аналогично для отрицательной волны 
и-- аз ==0. (4) 
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Каково бы ни было начальное возмущение (и и $ произвольны), его 
‘всегда можно разделить на две части, удовлетворяющие соответ- 
ственно (3) и (4) и распространяющиеся без всякого изменения. 
В каждой составляющей волне направление распространения совпа- 
дает с направлением движения сжатых частей жидкости. 

Скорость, с которой переносится энергия через единицу пло- 
щади плоскости, параллельной фронту бегущей волны, может рас- 
сматриваться как механическая мера интенсивностн излучения. В слу- 
чае простой волны, для которой 


ф=А соз 2 т (х — а), (5) 


9 
скорость & частицы в точке х ( равная т ) дается выражением 


: 2 2 
5=— 5 Ази- (х — @4), (6) 
а смещение & — выражением 
А 2 
6=— 5 с0$ 7 (х — 48. (7) 
Давление р==р.--6р, где, согласно (6) $ 244, 
2 2 
др = — -_ Ро@А зш 5. (х — а. (8) 
Отсюда, если \ обозначает работу, переданную через единицу пло- 
[А 4 : 1 
щади плоскости х’за время В =; ==(ро —- 6р)& =- 5 Ро@ (5 =) А? -- 
периодические члены. 
Если интегрирование по времени распространяется на некоторое 


число полных периодов или, практически, если область интегрирования 
достаточно велика, то периодические члены можно опустить и взять 


и 1 2х \2 
== Во (>=) А, (9) 


или, в силу (3) и (6), если под & подразумевать максимальное значение 
скорости, а под $ — максимальное значение сжатия, 


1 1 
= роЁ?аЁ == - роа8594. (10) 


Таким образом, работа, затраченная на образование волн гармони- 
ческого типа, та же самая, какая потребовалась бы для того, чтобы 


сообщить максимальную скорость & всей массе воздуха, через которую 
распространяются волны !). 


1) Самая ранняя по моим сведениям формулировка принципа, заключен- 
ного в уравнении (10), находится в статье В. Томсона „О возможной плот- 
ности передающей свет среды и о механическом эквиваленте кубической 
мили солнечного света“, РЯИ. Маг., том [Х, стр. 36, 1885, 
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Если выразить этот результат через максимальное отклонение &, 
то, в силу (Т) и (9), 


потерь © В Опрай т, (11) 1) 


А ” 
где т ( — =) — период. В данной среде механическая мера интенсив- 


ности прямо пропорциональна квадрату амплитуды и обратно пропор- 
циональна квадрату периода. Читатель должен, однако, остерегаться 
сделать предположение, что механическая мера интенсивности колебаний 
различных длин волн является правильной мерой громкости соответ- 
ствующих звуков, как они воспринимаются ухом. 

Во всякой плоской бегущей волне, будет ли она гармонического 
типа или нет, полная энергия распределяется поровну между потен- 
циальной и кинетической. Наиболее просто получить этот результат 
можно, вербятно, рассматривая, как образуются положительная и отри- 
цательная волны из начального возмущения, энергия которого полностью 
потенциальная 2). Полная энергия для каждой из двух образовавшихся 
бегущих волн, очевидно, одна и та же, и вместе энергия этих волн. 
дает энергию первоначального возмущения. Кроме того, в каждой 
бегущей волне сжатие (или разрежение) составляет половину того, 
которое существовало в соответствующей точке вначале; таким образом, 
потенциальная энергия каждой бегущей волны составляет одну 
четверть энергии первоначального возмущения. Атак как, — мы 
это только видели, — полная энергия каждой волны’ равна половине 
того же количества, то мы заключаем, что в бегущей волне любого 
типа половину энергии составляет/потенциальная энергия и половину — 
кинетическая. 

Это же заключение можно вывести также из общих выраже- 
ний для потенциальной. и кинетической энергии и из соотношений 
между скоростью и сжатием, выраженных уравнениями (3) и (4). Потен- 
циальная энергия элемента объема 4У есть та работа, которая 
была бы получена при расширении соответствующего количества 
газа от его действительного до его нормального объема; расши- 
рение происходит при этом всюду против нормального давле- 
ния ро- | 

В какой-либо фазе расширения, когда сжатие равно 5', действую- 
щее давление др, согласно $ 244, есть а?0,5’; это давление должно 
быть умножено на соответствующее увеличение объема 4 У 45'. Полная 
работа, приобретенная при расширении от У до 4У(1-|-$), равна 


поэтому 420.4 У | 5'45' или 5 ар У. 52. Следовательно, общие выра- 
С. 


1) Возапаие+, РЁИ. Маг., том ХИ, стр. 173, 18173. 
2) РАИ. Маг. (5) Т, стр. 260, 1876. 
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жения для потенциальной и кинетической энергии таковы: 

потенциальная энергия == 5. а? бе | | | 52А\, (12) 

кинетическая энергия == ро (О и?4У; (13) 


в случае плоской бегущей волны, для которой 


и=—-- а$, 
эти величины равны. 

Если плоские бегущие волны — гармонического типа, то й и $ во 
всякий момент времени являются круговыми функциями одной из 
пространственных координат (х), и поэтому среднее значение квадратов 
их равно половине максимального значения. Отсюда полная энергия 
волн равна кинетической энергии всей данной массы воздуха, движущейся 
с максимальной скоростью, какую можно найти у волн, или потен- 
циальной энергии той же самой массы воздуха, сжатой до максимальной 
плотности, встречающейся у волн. 

(Следует отметить, что если удержать члены второго порядка, 
то чисто периодическое значение и уже не соответствует чисто перио- 
дическому движению. Количество жидкости, которое проходит через 
единицу площади в точке х за время 4, есть ри 4 или ру (1 -|- $) и 4. 
Таким. образом, в положительной бегущей волне 


| ви ФЕ =—а \ 524, 


и внаправлении распространения волны происходит перенос жидкости. | 

246. Первое теоретическое исследование скорости звука было 
выполнено Ньютоном, предположившим, что между давлением и плот- 
ностью существует соотношение, которое формулировано в законе 
Бойля. Если. мы принимаем р==уо, мы видим, что скорость звука 


Р. 


выражается через Ух или ‚ где размерность р ( == сила[площадь) 


есть МГ-1ТТ-?, а размерность р (== масса/объем) есть МГ-3. Ньютон 
выразил результат через „высоту однородной атмосферы“, опреде- 
ляемую уравнением 


Вой == р, (1) 


гле р и р обозначают давление и плотность на земной поверх- 


ности. Скорость звука равна, таким образом, У ‚ или скорости, 
которую приобрело бы тело, свободно падающее под” действием 
силы тяжести с высоты, равной половине высоты однородной атмо- 
сферы. / 

Чтобы получить численный результат, нам нужно знать два одно- 
временных значения р и р. 
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[Экспериментальным путем найдено!), что при 08С и давлении, 
создаваемом (в Париже) 760 им Не при 08С, плотность сухого 
воздуха равна 0,0012933 2г-см-3. Если мы примем плотность ртути 
при 0° равной 13,59532) и в==980,939, то мы имеем в абсолют- 
ных единицах: 


р==1760.13,5953-980,939;. р=0,0012933, 


а = И- —27994,5; 


таким образом, скорость звука при 0°С должна была бы составлять 
279,945 м-сек-1, что приблизительно на одну шестую меньше резуль- 
татов непосредственных наблюдений. | 

Исследование Ньютона установило, что скорость звука должна 
быть независимой от амплитуды колебания, а также от высоты; однако, 
расхождение между вычисленным им значением (опубликованным 
в 1687 г.) и экспериментальным значением оставалось необъясненным, 
пока Лаплас не указал на то, что применение закона Бойля предпео- 
лагает, что при сжатиях и разрежениях, сопровождающих звук, 
температура остается. постоянной, в противоречии с известным фактом, 
что при внезапном сжатии воздуха его температура повышается. Законы 
Бойля и Шарля дают только одно соотношение между тремя величи- 
нами — давлением, объемом и температурой газа, именно, 


р9==Е8, (2) 


где температура @ измеряется от нуля газового термометра; без 
какого-либо вспомогательного предположения поэтому невозможно 
определить связь между р ит (или р). Лаплас считал, что сжатия 
и разрежения, связанные с распространением звука, происходят с такой 
скоростью, что возникающие нагревание и охлаждение не успевают 
проникать вглубь окружающей воздушной массы, и что поэтому 
соотношение между объемом и давлением в основном таково, как 
если бы воздух был заключен в сосуд, абсолютно непроводящий 
теплоту. При этих условиях изменение давления, соответствую- 
щее данному сжатию или расширению, больше, чем при гипотезе 
постоянной температуры, и скорость звука, таким образом, воз- 
растает. 

Пусть в уравнении (2) о обозначает объем, а р — давление еди- 
ницы массы, и пусть 9 выражается в градусах Цельсия, отсчитываемык 
от абсолютного нуля 3). Состояние газа (если он однородный) опреде- 
ляется кавими-либо двумя из трех величин р, 9, 0, третья же может 


откуда 


1) „Оп Ше Пепе ог е Рипра! Сазез“, Ргос. Юоу. $0е., том ПТ 
стр. 147, 1893. : 
2) УоКктапп, ей. Апп., том ХИ стр. 221, 1881. 


з) На обычной шкале Цельсия абсолютный нуль расположен около 
— 273 ® 
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быть выражена через них. Соотношение между одновременными изме- 
нениями этих‘ трех величин следующее: 


948 а ат 
=. (3) 
Чтобы осуществить изменение, определяемое 4р и 4, необходимо 


вообще сообщать газу тепло. Обозначая соответствующее количество 
тепла через 4@, мы можем написать 


д д 
49= (5 ее -| ( г) ар. (4) 
Предположим (а) теперь, что @р==0. Уравнения (3) и (4) дают 


(«иво я (%) О 


д 
где (7 р ‚ Выражает удельную теплоемкость газа при постоянном 
—С01п$ 
давлении. Обозначая ее через х„ мы имеем 


©): я 


Предположим (Ъ) далее, что 40 ==0. Мы находим аналогичным 
путем, что, если х, обозначает удельную теплоемкость газа при по- 


стоянном объеме, то 
— Р 
—(%) т. м 


Чтобы получить соотношение между 4р и 49, когда нет притока 
или отдачи тепла, мы должны только положить 4() =0. Таким образом, 


(ео 


или, заменяя производные от () их выражениями через х, их, 


р 
ао ар 
Ри р — . (7) 
Так как «=, 
4 4 
о’ 
так что 
ар _ рх р | 
а —-— = —-.Р—^ ) 8 
рю р! (8) 


если, как обычно, обозначить отношение удельных теплоемкостей 
‚через 7. Значение скорости звука, полученное Лапласом, поэтому 
больше значения Ньютона в отношении И1:1. 
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Интегрированием уравнения (8) мы получаем для соотношения 
между р и р, в предположении отсутствия притока и отдачи тепла, 


р (в) (9 


где р, и р— два одновременных значения. При этих же условиях 
соотношение между давлением и температурой в силу (3) есть 
1 
Р=(т.) . (10) 
Ро 6% 

Значение ‘] нельзя определить точно путем прямого эксперимента, 
однако, приближенное значение можно получить методом, в основе 
которого лежит следующее. Воздух сжимается в резервуаре, который 
может сообщаться с внешним пространством, через посредство крана 
с широким отверстием. Температура сжатого воздуха вначале повышается, 
но затем, спустя некоторое время, излишняя теплота уходит прочь, 
и вся масса воздуха принимает температуру атмосферы ©. Пусть 
давление (измеренное с помощью манометра) есть р. Кран теперь 
открывается на такое короткое время, которого достаточно, чтобы позво- 
лить полностью установиться равновесию, т. е. чтобы внутреннее 
давление сделалось равным давлению атмосферы Р. Если эксперимент 
поставлен соответствующим образом, то эта операция совершается 
настолько быстро, что воздух в сосуде не успевает получить тепло 
от стенок и поэтому расширяется приблизительно по закону, выражен- 
ному соотношением (9). Его температура 0 в момент, когда операция 
завершена, определяется поэтому соотношением 


7 
т 
р __ (9 \1 
р — (+) (11) 
Воздух в сосуде затем поглощает тепло; пока снова не приобретает 
температуру атмосферы ©; после этого ‘его давление р’ измеряется. 


Во время этого последнего изменения объем постоянен, и поэтому 
соотношение между давлением и температурой дает 


Р_@8 | 
так что, в результате исключения 0/9 
т. 
Р. (=) 
Р=—\Р) ' 
откуда 
1 — 106 Р 
— ЮЕр— Ю8 (3) 


Т-юбр — 102 р'° 


1) Здесь предполагается, что 1 постоянно. ‚Это уравнение было дано 
впервые, повидимому, Пуассоном. 


\ 
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Путем экспериментов такого рода Клеман и.Дезорм определили 
'\—==1,3492; но данный метод, очевидно, не обладает сколько-нибудь 
большой точностью. Значение '], необходимое для того, чтобы согла- 
совать вычисленную и наблюденную скорости звука, есть 1,408; 
в правильности его вряд ли может быть какое-либо сомнение. 

В нашем знании величины 1] мы, однако, не являемся зависимыми 
от звуковых явлений. Значение х, — удельная теплоемкость при посто- 
янном давлении — было определено экспериментальным путем Реньо;. 
и хотя экспериментальный метод!), вследствие нрисущих ему труд- 
ностей, может и не дать удовлетворительных результатов для х.„„,.инте- 
ресующие нас сведения можно получить косвенным нутем — исследова- 
нием соотношения между двумя удельными теплоемкостями, которое 
было открыто термодинамикой. 

Если из уравнений 


0 —— ® эр’ 
=“, 
мы исключим @р, то это ‘даст в результате 
а 
а9=(х,—*.) ыы --х. 9. (15) 


Предположим, что 4@==0, или что притока и отдачи тепла нет. 
Известно* что тепло, развивающееся при сжатии приблизительно иде- 
ального газа, такого, как воздух, является почти в точности терми- 
ческим эквивалентом ‘работы, затраченной на его сжатие. Этот важ- 
ный принцип был принят Майером в его знаменитом мемуаре, посвя- 
щенном динамической теории тепла, правда по основаниям, которые 
едва ли можно рассматривать как достаточные. Но, как бы то ни было, 
сам принцип, как это было доказано с тех пор экспериментами Джо- 
уля в Томсона, строго справедлив. 

Если мы измеряем теплоту в динамических единицах, то принцип 
Майера, при условии, что приток и отдача тепла отсутствуют, в нашем 
случае может быть выражен соотношением — „49 ==р 4. Сравни- 
вая это с (15), мы видим, что 


Хр — 5 = Ю, (1 6) 
И поэтому 


о = —Р— (17) 


Значение ро в гравитационной мере (грамм, сантиметр) есть 
1033:0,001293 при 02С, так что 


р 1033 
`` 0,001293 Х 272.35 


1) [См., однако, ю1у, РАЙ, Тгап$. том СЬХХХИ А, 1891]. 
3 Ролей 
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По экспериментам Реньо удельная теплоемкость воздуха состав- 
ляет 0,2379 удельной теплоемкости воды; чтобы повысить температуру 
1 грамма воды на один градус Цельсия, необходимо затратить 
42 350 грамм-сантиметров работы. Отсюда, в тех же единицах, что 
и для К, 

хр = 0,2379.42 350. 


Производя на основании этих данных вычисления, мы находим 
\— 1,410, что почти точно согласуется со значением, полученным из’ 
скорости звука. Это исследование принадлежит Рэнкину, который 
воспользовался им в 1850 году для вычисления удельной теплоем- 
кости воздуха, взяв в качестве исходных данных джоулевский эквива- 
лент и наблюденную скорость звука. Этим путем он предвосхитил 
результаты экспериментов Реньо, которые не были опубликованы до 
1853 года. 

247. Теория Лапласа часто являлась предметом ошибочного толко- 
вания среди исследователей и камнем преткновения для тех своеобраз- 
ных людей, которых Де-Морган назвал „парадоксерами“ („рага4охегз“). 
Но нет никаких оснований сомневаться в том, что, независимо от 
всяких вычислений, гипотезе об отсутствии теплообмена безусловно 
следует отдать предпочтение по сравнению с не менее специальной 
гипотезой постоянной температуры. Возникло бы реальное затрудне- 
ние, если бы скорость звука не превосходила решительным образом 
значения, данного Ньютоном, и скорее уливительно то, что причина 
этого расхождения так долго оставалась необнаруженной. 

Единственный вопрос, который, быть может, следует считать 
открытым, это — вопрос о том, не может ли небольшая доля нагре- 
вания и охлаждения путем теплопроводности или излучения уйти 
раньше, чем она произведет свой полный эффект. Все должно зави- 
сеть от быстроты тепловых изменений. С одной стороны, ниже из- 
вестного предела медленности как избыток, так и недостаток тепла 
успевали бы компенсироваться,. и температура в основном оставалась бы 
постоянной. В этом случае соотношение между давлением и плот- 
ностью было бы тем, которое приводит к значению скорости звука 
Ньютона. С другой стороны, выше известного предела быстроты 
изменений газ вел бы себя так, как будто он заключен в теплоизо- 
лирующий сосуд, как предполагалось в теории Лапласа. Но хотя дей- 
ствительные условия задачи лучше представляются вторым предполо- 
жением, здесь еще может иметь место отклонение от закона давле- 
ния и плотности, входящего в теорию Лапласа, отклонение, которое 
приводит к несколько меньшей скорости распространения звука. Этот 
вопрос был тщательно рассмотрен Стоксом в работе, опубликован- 


ной в 1851 году !), содержание которой в основных чертах мы здесь 
и воспроизводим. 


1) Зюкез, РАИ. Маг. (4), том [, стр. 305. 
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Уравнения механики для малого движения воздуха следующие: 


др ди 
д 9’ *° (1) 


а уравнение непрерывности имеет вид 


ЕН (2) 


Температура воздуха предполагается всюду одинаковой, не считая тех 
возмущений, которые вызываются самими колебаниями, так что, если 0 
обозначает избыток температуры, то 


р== о (1--5-- 00). (3) 


Эффект. малого внезапного сжатия $ заключается в том, что оно 
вызывает повышение температуры, которое можно обозначить через В5. 
Пусть 40 есть количество тепла, входящее в элемент объема за время 4. 
и ‚измеряемое Тем повышением температуры, которое оно произвело бы, 


если бы не было сжатия. Тогда (пренебрегая различием между 
р 


— М ©) мы имеем 
ДЕ ОЕ/’ 58 
9Ё` _ 87 | и: , (4) 


где о есть функция @ и производных от @ по координатам, завися- 
щая от специального характера рассеяния (диссипации). Можно упо- 
мянуть два крайних случая: первый, когда тенденция к выравниванию 
температуры обязана теплопроводности, второй, когда действующей 
причиной является излучение и когда прозрачность среды такова, 
что излучаемое тепло не поглощается заметно на расстоянии несколь- 


ких длин волн. В первом случае -х — У"0, во втором же, том са-' 
мом, который был избран (Стоксом для аналитического исследования, 
Е > (— 0), если принять за достаточное приближение к истине за- 


кон излучения Ньютона. Мы имеем тогда 
00 05 
ЕВЕ 9. (5) 
В случае плоских волн, которыми мы и ограничим' наше внима- 


ние, 9 и < обращаются в нуль, между тем как и, р, $, 0 будут функ- 
циями только х(и В. Исключая из уравнений (1), (2) и (3) рии, 


мы находим уравнение 
075 75 
д — == (а я: 


из Которого и из уравнения (5) мы получаем, обозначив через | 
3* 
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(в том же смысле, как и прежде) 1 ав 
д 925 9 0% ` 
(Нч) в =* (1-9) 5. (6) 


Если колебания — гармонические, то мы можем предположить, 
что 5$ изменяется пропорционально е!!, и уравнение принимает вид: 


л? ат 
ии ха Ил $==0. (7) 
Нанишем офииет при $ в (7) в форме н?е-?4, ‚где 
п4 _а-- п? 
=. ий (8) 
и 
((— 1] 4 _ 
== атс № — агс! «= © 9 
2ф — асю а — 218 агс аа (9) 


Уравнение (7) удовлетворяется тогда выражениями вида 
ей» (созф — эт ф)х , 


1 
но (при положительном м и Ф, меньшем >; п), если нам нужно выра- 


жение для волны, распространяющейся в положительном направлении, мы 
должны взять нижний знак. Отбрасывая мнимую часть, мы находим 
воответствующее решение в виде 


$ = Де) х. 605 (п? — | (с0$ 0) х). (10) 


Первое обстоятельство, которое следует отметить, это то, что 
звук не может распространиться на значительно расстояние, если 
только пФ не является крайне малой величиной, 

Скорость распространения звука У равна 


У=Ети-1 вс $, (11) 
что сводится, когда 5тф мал, к 
И—=пыи-!1. (12) 


Но из (9) мы видим, что Ф не может быть малой величиной, 
если только ко не будет очень велико или очень мало. При первом 


предположении из (11), или` прямо из (7), мы имеем приближенно 
У=Ух (Ньютон), при втором же И=И у (Лаплах), что, очевидно, 
и должно иметь место, если принять во внимание смысл @ в уравне- 
нии (5). Мы видим теперь, что ‚если бы 4 и п были сравнимы, то 
результатом этого явилось бы не только отклонение У от того и 
другого из предельных значений, но и быстрое затухание звука, что, 
как мы знаем, в природе не имеет места. 

В справедливости этого теоретического результата мы можем 
убедиться, как поясняет Стокс. и не прибегая к анализу. Вообразим 
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массу Воздуха, заключенную внутри замкнутого цилиндра, в котором 
работает, двигаясь туда и обратно, поршень. Если период движения 
‚очень велик, то температура воздуха остается почти постоянной, так 
как теплота, развивающаяся при сжатин, успевает уйти посредством 
проводимости или излучения. При этих условиях давление является 
функцией объема, и всякая работа, затраченная на выполнение задан- 
ного сжатия, возвращается обратно, когда поршень проходит через 
то же самое положение в обратном направлении; в конечном счете здесь не 
расходуется никакая работа. Предположим, далее, что движение 
поршня настолько быстрое, что нагревание и охлаждение, развиваю- 
‹циеся в результате сжатий и разрежений, не успевают исчезать. 
Давление все еще является функцией объема и работа при этом не 
рассеивается. Единственное различие состоит в том, что теперь изме- 
нения давления сравнительно с изменениями объема более значительны, 
‘чем прежде. Мы видим, каким образом волны в обоих случаях — 
согласно гипотезе Ньютона и согласно гипотезе Лапласа — распростра- 
няются без диссинации, хотя и с различными скоростями, 

«Однако, в промежуточных случаях, когда движение поршня не 
является ни настолько медленным, 'чтобы температура воздуха в цилиндре 
оставалась постоянной, ни настолько быстрым, чтобы теплота не успе- 
вала выравниваться сама собой, результат будет другим. Работа, за- 
траченная на некоторое малое сжатие, болыше уже не возвращается 
полностью в течение соответствующего разрежения из-за уменьшив- 
шейся температуры, вследствие того, что часть тепла, развившаяся 
в результате сжатия, тем временем ушла прочь. В самом деле, нере- 
ход тепла путем - теплопроводности или путем излучения от более 
теплого к ‘более холодному (в конце концов) телу всегда связан с рас- 
сеянием энергии; это — принцип, играющий основную роль в термо- 
динамике. Поэтому, чтобы поддерживать движение поршня, необходи- 
мо доставлять энергию извне, а’если ею можно располагать лишь 

в ограниченном количестве, то движение должно в конце коннов 
прекратиться. 

Другое обстоятельство, которое следует отметить, заключается 
в следующем: если бы 0 и п были сравнимы, то У зависело бы от п, 
т. е. от высоты звука — положение вещей, подозревать которое, как 
показывает эксперимент, у нас нет никакого основания. Наоборот, 
наблюдаемые факты показывают, что такой связи не существует. 

Из (10) мы видим, что падение интенсивности, рассчитанное на 
длину волны, является максимальным при максимуме &Ф или Ф; сог- 


ласно же (9), ф имеет максимум, когда 9:п==И]. В этом случае 


№ =—=их-*]-\, 2ф — ас — мову, (13) 
откуда, если мы положим |==1,36, получим 2ф — 8947’. 
Пользуясь для вычисления этими данными, мы находим, что при 
продвижении на каждую длину волны амплитуда колебания умень- 
шалась бы в отношении 0,6172. 
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В качестве численного примера, положим 


у 


= секунды, Х==длина волны = 44 дюйма [112 см|. 


На расстоянии 20 ярдов (1828 см) интенсивность уменьшилась бы 
в отношении. около 7 миллионов к одному. 
Соответственно этому 
== 2198. (14) 
Если бы значение 4 было действительно таким, как написано здесь, 
то звуки данной высоты затухали бы очень быстро. Мы заключаем 
поэтому, что 4 в действительности значительно больше или значи- 
тельно меньше. Но даже и такое болыное значение, как 2000, абсо- 
лютно неприемлемо, в чем мы можем убедиться, вдумываясь в смысл 
уравнения (5). Предположим, что при помощи твердой оболочки, 
прозрачной для теплового излучения, объем малой массы газа сохра- 


няется постоянным; тогда уравнение, которым определяется в любой 
момент времени ее тепловое состояние, есть 


40 


6 — Ае-9", (1 9) 
где А обозначает первоначальный избыток температуры; уравнение (15) 


откуда 


1 
показывает, что, спустя время „, избыток температуры уменьшится 


более, чем на половину своего первоначального значения. Если бы мы 
предположили, что это может случиться за одну двухтысячную долю 
секунды, то это находилось бы в противоречии с самым поверхностным 
наблюдением. 

Мы вправе поэтому принять, что 4 очень мало сравнительно с п: 


наши уравнения можно тогда написать приближенно следующим 
образом: 


` 11 


и — и = тоЧ., У=—ин-1 =х212, 
«2.2 
$ = Ае-П-т- яву соз 8 (Ух). (16) 


Эффект малого излучения тепла прбявляется скорее в затухании 
колебания, чем в изменении скорости распространения звука. 

Стокс находит, что, если у==1,414, У==1100, то отношение 
(№:1), в котором уменьшается интенсивность на расстоянии х, дается 
выражением 1051, М==0,0001156 ах в системе фут-секунда. Хотя мы 
и не в состоянии проделать точные измерения интенсивности звука, 
но тот факт, что слышимые нами колебания могут распространяться 
на многие мили, исключает всякое значение 4, которое могло бы за- 
метно влиять на скорость распространения, 
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Равным образом невозможно приписать воздуху такую теплопро- 
водность, которая могла бы существенно помешать применению тео- 
рии Лапласа. Чтобы проследить за эффектом теплопроводности, мы 


д? 
должны только заменить 4 в уравнении (5) через — 4' 528: Принимая 
в качестве частного решения 


$ == Де! (И+тх), 
мы находим 
татк] = тз-- 9'п?т? — хд’тА, 


откуда, если 4’ относительно мало, 
—п —Там, 
Ух т 29 
Таким образом, в действительных величинах решение имеет вид: 


_—_ } 
$ = А.ехр Шт чих -с05 ("— =), (18) 
у 5 | 
2(х1) 


т. е. скорость распространения до этого порядка приближения все 
еще остается равной Уз. 

Из (18) видно, что теплопроводность, как и излучение, влияет, в 
первую очередь, скорее на амплитуду, чем на скорость распространения. 
В самом деле, теплопроводность газов так слаба, и, во всяком слу- 
чае, для слышимых звуков время, в течение которого проводимость 
может иметь место, так коротко, что возмущения, вызванного ` этой 
причиной, ожидать не следует. 

В предыдущих рассуждениях предполагалось, что волны распро- 
страняются в открытом пространстве. Если воздух заключен внутри 
трубы, диаметр которой мал в сравнении с длиной волны, то усло- 
вия задачи изменяются, по крайней мере для случая теплопроводно- 
сти. Этот вопрос будет, однако, удобнее рассмотреть в другом 
месте. 


248. Из выражения и РТ мы видим, что в одном и том же газе 
6 * 


скорость звука не зависит от плотности, так как, если температура 
постоянна, то р изменяется пропорционально р (р = Ю рб). С другой 
стороны, скорость звука пропорциональна корню квадратному из аб- 
солютной температуры, так что, если а, есть значение при 0°С, то 


6" 
а=ау/ 1-2, (1) 


где температура отсчитывается обычным путем, от точки замерзания 
воды. | 

Наиболее замечательным следствием зависимости скорости звука 
от температуры является изменчивость высоты звука органных труб, 


40 ВОЗДУШНЫЕ КОЛЕБАНИЯ [гл. х! 


В следующих главах мы увидим, что период ‘открытой органной 
трубы есть время, которое необходимо некоторому импульсу, чтобы 
пробежать расстояние, равное определенному кратному длины трубы, 
и поэтому изменяется обратно пропорционально скорости распростра- 
нения. Неудобство, возникающее вследствие этого изменения высоты, 
усугубляется еще тем фактом, что на язычковых трубах указанное 
явление сказывается неодинаково; таким образом, изменение темпера- 
туры расстрзивает орган. 

Проф. Мейер 1) предложил сделать связь между температурой и 
длиной волны основой пирометрического метода, однако, я не знаю, 
был ли ‘когда-либо осуществлен этот эксперимент. 

Правильность (1). для воздуха при температурах от 0° до 1005 
была подтверждена экспериментально Кундтом. См. $ 260. 

В различных газах при заданных температуре и давлении 2 об- 
ратно пропорционально (по крайней мере, если постоянно 2) 1) кор- 
ням квадратным из плотностей. |Для постоянных несжижаемых газов \} 
не может заметно отклоняться от значения для воздуха. Так, в слу- 
чае водорода скорость больше, чем для воздуха, в отношении 


У1.2933 :/ 0,08993 


3,792 :1.] 


Скорость звука не вполне независима от степени сухости воздуха, 
так как при данном давлении влажный воздух несколько ‘легче, чем 
‚воздух сухой. Вычисление дает, что при 50°Е [10°С] воздух, насы- 
щенный водяными парами, передавал бы звук на 2—8 фута в се- 
кунду быстрее, чем когда он был бы идеально сухим [1 фут=30,5 сж]. 

Формулу г можно приложить для вычисления скорости зву: 
ка в жидкостях или, если эта последняя известна, заключить обратно 
о коэфициенте сжимаемости последних. В случае воды эксперименталь- 
но найдено, что сжатие на одну атмосферу составляет 0,0000457. 
Таким образом, если 4р —=1033.981 в абсолютных С@$ единицах, 
то | 

4 —=0,0000457, 


так как о==1. Отсюда 
а— 1489 м(сек, 


что не очень отличается от наблюденного значения (1435). 


1) Мауег, „Оп ап АсоизНс Руготёег“, РАЙ. Маг., том ХГУ, стр. 18, 1873. 

2) Согласно кинетической теорин газов скорость звука определяется 
исключительно средней скоростью молекул и ей пропорциональна. Ргезфоп, 
Р№Ь. Маг. (5), том Ш, стр. 441, 1877. [См. также Уаегзюоп (1846), РАЦ. 
Тгап;. том СЬХХХШ А, стр. 1, 1892.] 
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249. В предыдущих разделах теория нлоских волн была выведена 
из общих уравнений движения. Мы перейдем теперь к независимому 
исследованию, в котором движение описывается через действительное 
положение слоев воздуха, а не при помощи потенциала скорости, 
введение которого не является более необходимым, так как в одном 
измерении не может быть вопроса о молекулярном вращении. *) 


“Если у, у 5; @х определяют в момент времени # действительное 


положение двух соседних слоев воздуха, положения равновесия кото- 
рых определяются координатами хи х--@х, то плотность р воздуха, 
заключенного между этими слоями, дается выражением 


р: 0==1:9%, (1) 
откуда, в силу (9) $ 246, 


рт :(®)"; (2) 


при этом предполагается, что расширения и сжатия происходят по 
адиабатическому закону. Масса единицы площади слоя есть р,ах, а 
соответствующая движущая сила 


др 
— а: 4%, 
что дает для уравнения движения 
039 9д 
о ’дв + 9» ==0- (3) 
Из (2) и (3) следует исключить р. Таким образом, 


(#2) " д*у __ рот 0% (4) 
дх 02 20 дх? ° 


Уравнение (4) есть точное уравнение, определяющее действитель- 
ную абсциссу у через абсциссу равновесия Х и время. Если предпо- 


ду \1*1 
ложить, что движение мало, то величину (> } ‚ стоящую в ка- 


02 
честве коэфициента при малой величине о ‚ можно заменить ее при- 
ближенным значением — единицей; тогда (4) принимает вид 


д*у _ рот 0?У 
е”“ во 2. 0х? (5) 


— это обычное приближенное уравнение. 

Если расширение изотермическое, как в теории Ньютона, то 
‚ уравнения, соответствующие (4) и (5), псжучаются просто, если по- 
ложить ‘]==1. 


*) [Под молекулярным вращением здесь и далее подразумеваетея вих- 
‘ревое движение жидкости. Ред.] 
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Каково бы ни было соотношение между ри р, что зависит от 
природы среды, уравнение движения, в силу (1) и (3), есть 


ду\2 0?у _ @р0?у . 
(5) авео: (6) 


из него следует исключить с помощью соотношения (1) между ри 
о. величину р, встречающуюся в Е . 

250. В проведенном выше исследовании воздушных волн мы пред- 
полагали, что воздух находится в покое, если не считать возмущений, 
вызываемых звуковыми колебаниями; но мы можем, конечно, приписать 
всей массе рассматриваемого воздуха какое угодно общее движение. 
Если мы предположим, что воздух движется в направлении, обратном 
направлению распространения волн, и с той же самой действитель- 
ной скоростью, то форма волны (при условии, что она неизменна) 
будет неподвижна в пространстве, и движение будет установившигмся. 
В настоящем разделе мы рассмотрим проблему именно в таком аспе- 
кте, так как весьма важно достигнуть максимальной ясности в наших 
взглядах на механику распространения волны. 

Если и,, Ро, 0, обозначают, соответственно, скорость, давление 
и плотность жидкости в ее невозмущенном состоянии, и если и, р, 
р — те же величины в какой-либо точке волны, то уравнёние непре- 
рывности имеет вид 


и — Ром (1) 
и, в силу (5) 5 244, для уравнения энергии 
( 1 
а 1 2 
щи. (2) 


Исключая и, мы получаем 


р. 2 
а 1 бо 
[те 18 (3) 
р 20 в 
Ро 
— уравнение, определяющее закон давления, при котором единст- 
венно и возможно, чтобы в жидкости, движущейся со скоростью цу, 


могла существовать неподвижная волна. Из (3) 


4р 20 | 
4 — и и (4) 
или 
22 
| 
р==сопз{ — г . (5) 


Так как ’соотношение между давлением и плотностью для действи- 
тельных газов отличается от (5), мы заключаем, что ` существующая 
сама по себе стационарная воздушная волна есть нечто невозможное, 
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какова бы ни была скорость и, общего потока, или, другими сло- 
вами, что волца не может распространяться относительно невозму- 
щенных частей газа, не изменяя своего типа. Тем не менее, когда 
изменения плотности малы, уравнению (5) можно удовлетворить при- 
ближенно; и мы видим из (4), что скорость потока, необхслимая для 
того, чтобы сохранить волну неподвижной, дается выражением 


и=у/ (6) 


которое совпадает с выражением для скорости волны, оцениваемой 
относительно жидкости. 

Этот метод рассмотрения вопроса показывает, может быть, яснее, 
чем всякий другой, истинную природу соотношения 8 245 (3), (4) 
между скоростью и сжатием. В стационарной волновой форме увели- 
чение плотности связано, согласно принципу энергии, с убылью 
скорости, и поэтому жидкость, образующая сжатые части волны, 
движется вперед медленнее, чем жидкость в невозмущенных частях. 
Поэтому относительно жидкости движение сжатых частей происхо- 
дит`в том же направлении, в каком распространяются самые волны. 

Если соотношение между давлением и плотностью отличается от 
(5), то стационарная волна может поддерживаться только при помо- 
щи внешней силы. Согласно (1) и (2) 5 237 мы имеем, предполагая, 
что движение — установившееся, 


— | р 7 
между тем как соотношение между ий и о имеет вид (1). Если мы 
предположим, что р== а%0, то (7) примет вид: 


Х (и — 1) м. (8) 


Это уравнение показывает, что внешняя сила необходима всюду, где 
и переменно и не равно а. 

251. Причину изменения характера движения, возникающего, 
когда волна предоставлена самой себе, понять нетрудно. Из обычной 
теории мы знаем, что бесконечно малое возмущение распространяется 
с некоторой скоростью а, которая представляет собой скорость от- 
носительно частей среды, невозмущенных волной. Рассмотрим теперь 
случай волны настолько длинной, что изменения скорости и плотно- 
сти на значительном расстоянии вдоль нее незаметны, и вообразим, 
что в том месте, где скорость ц конечна, на нее наложена малая 
вторичная волна. Скорость, с которой распространяется через среду 
вторичная волна, есть а, но за счет скорости местного движения 
самой среды полная поступательная скорость есть а-- и; она зависит 
от того, в каком участке длинной волны наложена малая волна. То, 
что было сказано о вторичной волне, прилагается также и к частям, 
самой длинной волны. Мы видим, таким образом, что по истечении 
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времени # место, где была найдена некоторая определенная скорость #, 
перемещается из своего первоначального ! положения на расстояние, 
равное не аё, но (а и)Ё или, как это еще можно выразить, # 
распространяется со скоростью а--н. В символическом обозначении 
и=/[х — (а--и)#| где } есть произвольная функция, — уравнение, 
впервые полученное Пуассоном !). 

Из только что приведенного рассуждения на первый взгляд могло 
‘показаться, что изменение типа было необходимо связано с пере- 
мещением волны, независимо от всяких частных предположений о 
виде соотношения между давлением и плотностью; однако, в $ 250 
было доказано, что в случае одного частного закона давления изме- 
нение типа не имело бы места. Но в настоящем разделе мы `молча-^ 
ливо предполагали, что а постоянна, и тем самым ограничили себя 


законом Бойля. При всяком другом законе давления ИР ЧР есть функ- 


ция р, а потому, как мы увидим, и и. В случае закона, выражен- 
ного уравнением (5) $ 250, соотношение между й и р для бегущей 


волны таково, что ми постоянно, т. е. в поступательном 
р 


движении задержка, обусловленная замедлением распространения при 
возрастании плотности компенсируется наложением скорости и. 

Поскольку дело касается природы самой среды, ‚ничто не мешает 
нам приписывать произвольные значения как и, так'и о, но в бегу- 
щей волне между этими двумя величинами должно существовать 
некоторое соотношение. Мы уже `знаем ($ 245), что это имеет место, 
когда возмущение мало; следующее рассуждение не только покажет, 
что такого соотношения следует ожидать и в случаях, где должен 
сохраняться квадрат скорости, но даже и определит форму соотно- 
шения. 

Каков бы ни. был закон давления, скорость распространения ма- 


лых возмущений, согласно 5 245, равна и? Е ‚ ив положительной 


бегущей волне соотношение между скоростью и сжатием есть 
5=у т. (1) 
5 ар 
Если это соотношение в какой-либо точке нарушается, то возникает 
волна, распространяющаяся в отрицательном направлении. Представим 
теперь себе случай положительной бегущей волны, в которой изме- 
нения скорости и плотности происходят очень постепенно, но стано- 
вятся значительными в результате накопления, и выясним, каким усло- 
‘'виям следует удовлетворить, чтобы предупредить образование отри- 
цательной волны. Ясно, что ответ на вопрос, возникнет или нет в 


1) Роззоп, „Мётойе зиг 1а ТНбоМе 4и 5оп“, /оцгтпа! 4е РЁсо ройу- 
Фесйтёдие, том УП, стр. 319, 1808. 
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какой-либо точке отрицательная волна, зависит` от состояния в непо- 
средственном соседстве с этой точкой, а не от состояния в областях, 
удаленных от нее, и будет поэтому определяться критерием, прило- 
жимым к малым возмущениям. Применяя этот критерий, мы должны 
рассматривать скорости и сжатия не как абсолютные, а как отно- 
сительные — относительно тех, которые господствуют в соседних ча- 
стях среды; таким образом, выражение (1) нужно для настоящей 


цели взять В форме 
эынны ар .@р у, 
ди и 4р`’ (2) 


— ар. 46. 3 
(ит р’ (2) 


это и есть зависимость между ии 0, имеющая место в положитель- 
ной бегущей волне. Уравнение (2) было получено аналитически 
Эрншоу !). 


откуда 


ар ‚ ^ 
В случае закона Бойля У? постоянно, и’соотношение между 


скоростью и плотностью, впервые выведенное, повидимому, Гельм- 
гольцем 2), имеет вид: 


и=—а и , (4) 


если р, — плотность, соответствующая и ==0. 

В этом случае интеграл Пуассона позволяет нам составить себе 
определенное представление об изменении типа, сопровождающем 
ранние стадии перемещения волны, и приводит нас, в конце концов, 
к затруднению, которое до сих пор еще не преодолено 3). Если мы 
построим кривую, представляющую распределение скорости, отложив х 
по осн ‘абсцисс и и — по оси ординат, то соответствующую кривую 
по. истечении времени { мы можем найти с ‘помощью следующего 
построения. Через всякую точку первоначальной кривой проводим 
параллельно оси Х-ов в положительном направлении отрезок прямой 
линии длиною (а -|—- и) или, поскольку нас интересует только форма 
кривой, ‘длиною цё. Геометрическое место концов этих линий, есть 
кривая скорости по истечении времени &. 

Но этот закон построения кривой не может быть справедливым 
неопределенно долго. Гребни кривой скорости непрерывно нагоняют 
впадины ее и должны, в конце концов, их догнать. После этого 
кривая давала бы два значения и для одного значения х, и картина, 


:) ЕагизВа\, РАЙ. ТрРапз., 1859, стр. 146. 
в} Петпон Богёвейние ег Рпуз!, ГУ, стр. 106, 1852. 
оке, „Оп а ОНсаМу ш \е Тнеогу {) Зоци4", РАй. Маз, 
Ноябрь #348. 
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изображаемая ею, перестала бы соответствовать действительности. 
В самом деле, мы не вправе применять интеграл дальше той точки, 
в которой скорость претерпевает разрыв, или кривая скорости имеет 
вертикальную касательную. Чтобы найти, когда это случится, Возьмем 
две соседние точки какой-нибудь части кривой, опускающейся вниз 
в положительном направлении, и выясним, по истечении какого 
времени эта часть кривой станет вертикальной. Если разность абсцисс 
равна 4х, то задняя точка догонит переднюю за время 4х: (— 4и). 
Таким образом, скорость, определяемая уравнением Пуассона, стано- 
вится разрьзной по истечении времени, равного обратной величине 
наибольшего отрицательного значения р взятой с положительным 
знаком. 
Предположим, например, что 


2= 
и= 0055 {х —(а--и)Ё}, 


где {/— наиболыная началькая скорость. Когда Ё==0, наибольшее 


ди 20 
отрицательное значение 9х есть У ‚ так что разрыв имеет место 


) 
в момент 2—5. 

Если имеет место разрыв, То обычные диференциальные уравне- 
ния неприменимы; дальнейшее изменение скорости ` поэтому до сих 
пор не исследовано. Вероятно, как это было предположено Стоксом, 
при этом происходит нечто вроде отражения. Мы должны, однако, 
здесь соблюдать осторожность и отличать чисто математические 
вопросы от физических. На практике мы имеем дело со сферическими 
волнами, расходимость которых сама по себе может быть достаточной 
для того, чтобы устранить тенденцию к разрыву. Кроме того, 
в действительных случаях несомненно, что прежде, чем мог бы 
появиться разрыв, закон давления начнет изменять свою форму, 
и пренебрегать влиянием вязкости уже будет нельзя. Эти рассужде- 
ния, однако, не имеют ничего общего с математической задачей 
определения того, что произошло бы с волнами конечной амплитуды 
в среде, свободной от вязкости, где давление при всех условиях 
строго пропорционально плотности; последняя задача еще не решена. 

Заслуживает замечания следующёе обстоятельство: хотя мы и мо- 
жем представить себе волну конечного возмущения существующей 
в любой момент времени, все же имеется предел продолжительности 
ее предыдущего независимого существования. Проводя линии вместо 
положительного, в отрицательном направленци, мы можем проследить 
историю кривой скорости; мы видим, что по мере того, как мы 
продвигаемся в нашем исследовании все дальше и далыше в прошлое, 
наклон кривой вперед, становится меньше, а наклон ее назад, — больше. 
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Для времени, равного наибольшему положительному значению ох и 
предшествующего тому моменту, в который впервые рассматривается 
кривая, мы получим разрыв скорости. 

252. Полное интегрирование точных уравнений (4) и (6) 5 249 
в случае бегущей волны было впервые выполнено Эрншоу!). Отыски- 
вая причину, благодаря которой в звуковой волне всегда должно 
удовлетворяться уравнение 


ду _ [ду 
= (5+); (1) 
он заметил, что результат диференцирования выражения (1) по р, т. е. 
выражение 
ду ду \\2 д?у 
Е (2) 


можно, воспользовавшись произвольной функцией Р, заставить 
совпасть с любым динамическим уравнением, в котором отношение 


0% —0?у ду 


р И э„5 выражается через 5х. Форма функции Р, таким образом, 


определена, и решение может быть завершено путем обычного про- 
‚Цесса, применимого к таким случаям *).. 


д 
Обозначив для краткости к через @, мы можем написать 


ду ах = а4х-- (в) 4, 


интеграл найдется исключением а из уравнений 


у==ах-- Ра) (а), | 
0—х-ЕР' (я Еф" (а), м (9) 
Ро 


гле @ "равно о, а Ф— произвольная функция. 
Если р==а?0, то точное уравнение (6) $ 249 имеет вид: 


ду \2 ду о. У. 
(5%) ое == 4” да; (4) 


сравнивая его с (2), мы видим, что 


а 


Е’) ==. (5) 


ИЛИ, после интегрирования, - 
Е (а) =С-Р а1юса, (6) 


как это можно было заключить и из (4) 5 251. Постоянная С обра- 
щается в нуль, если Р (4), т. е. и, обращается в нуль, когда а =1 


1) Еагазрач, Ргосее{тэ$ о} те Юоуа! Зосету, янв. 6, 1859. РИ. Ггап5., 
1860, стр. 133. 
2) Воде, О//егепНа! ЕдиаНоп$, гл. МУ. 
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или р==ру; другими словами, эта постоянная представляет собой 
скорость среды как целого, не имея ничего общего с самой волной. 
Для положительной бегущей волны в сомнительных случаях (ат- 
Ысш@ез$) следует брать нижние знаки. Так, вместо (3), мы имеем 


—ах —аша (&), 
о —=ах — а&-- м } (7) 


—-— аша=а10е ®. 8 
ата 2105, (8) 


Если мы вычтем второе из уравнений (7) из первого, то получим 
у— 1 {- а па== (а) — а$' (а), 


откуда, согласно (8), мы видим, что у— (а--и)Ё есть произвольная 
функция а нли и. Поэтому. обратно, и есть произвольная ‚функция 
у—(а-Ри)ь и мы можем написать 


и=/{у—(а--\Ё: - (9) 

Уравнение (9) представляет собой ‚не что иное, как интеграл 
Пуассона, рассмотренный в предыдущем разделе, где символ х имеет 
тот же смысл, какой здесь имеет у. 

253. Проблема плоских волн. конечной амплитуды привлекла 
также внимание Римана, мемуар которого был сообщен Королевскому 
Обществу в Геттингене 28 ноября 1859 года!). Исследование Римана 
основывается на общих ‘уравнениях гидродинамики, изученных в 
56 237, 238, и не ограничивается каким-либо частным законом давле- 
ния. Однако, чтобы не расширять незаслуженно рассмотрение этой 
‘части нашего предмета, изложенной уже, может быть, более подробно, 
чем это можно оправдать ее значением для акустики, мы ограни- 
чимся здесь случаем закона давления Бойля. 

Прилагая уравнения (1), (2) $ 237 и (1) $ 238 к условиям 


ди ди дп 
ЕН бх== — 439, (1) 
д шо Эшр__ ди 
-9 Г 0х == — дк’ (2) 
Если умножить (2) на --@, а затем сложить с (1), то получится: 
дР РН Эд д 
эр == —(и-На) ох, = (и а) 50, (3) 
где 
Р=аштр--и, О—=ашр— и. (4) 


1) В. В!етаип, „ЦеБег 4е Ро{рНапгапе еБепег Ги Н\уеНеп уоп еп@ЙсНег 
Зевуприпозмеце“, СО тееп. Абпапашпчеп, том УПЬ 1860. См. также 
превосходный реферат в Рогёсй"Ие 4ег Р1пуяи, ХУ, стр. 123. [Можно 
таже сослаться на статью: С. У. Вицоп, РВИ. Маг., ХХХУ, стр. 317, 
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Таким образом, 
аР-=9е {4х — (и-а) 4}, (5) 


49—59 {4х —(и— а) }. (6) 


Эти уравнения являются более общими, чем уравнения Пуассона 
и Эрншоу, так ках они не ограничиваются случаем только одной 
единственной положительной или отрицательной бегущей волны. 
Из (5) мы видим, что каково бы ни было значение Р, соответствую- 
щее точке х и времени Ё это же самое значение соответствует 
точке х +- (и-- а) 4Ё в момент времени #-- 4; таким же путем мы 
усматриваем из (6), что О остается неизменным, когда х и # увели- 
чиваются соответственно на (и — 2) @Ё и 4. Если Р и О заданы 
В некоторый ` момент. времени как функции Хх и если построены 
изображающие их кривые, то мы можем вывести соответствующее 
значение и с помощью (4) и таким же образом, как в $ 251, по- 
строить кривые, представляющие значения Ри О через малый про- 
межуток времени 4, из которых становятся, в свою очередь, известными 
новые значения и и р, и процесс может быть повторен. 

Элемент жидкости, которому принадлежат в какой-либо момент 
времени значения Ри (, движется сам со скоростью и, так что ` 
скорости Ри @ относительно элемента численно одинаковы и равны а, 
причем. скорость Р в положительном ‘направлении, (© — в отрица- 
тельном. 

Мы в состоянии теперь проследить все последствия некоторого 
начального возмущения, ограниченного конечным участком среды, 
например, заключенного между Х==@ и х==В, вне которого среда 
находится в покое и имеет нормальную плотность, так что значе- 
ния Ри О равны аш б,- Каждое значение Р передается поочередно 
элементам жидкости, лежащим впереди него, а каждое значение ©) — 
элементам, лежащим позади него. Самая задняя граница области, 
в которой Р переменно, именно, место, где Р впервые достигает 
постоянного значения ашто,, приходит сперва в соприкосновение 
с переменными значениями @ и движется таким образом с переменной !) 
скоростью. В определенный момент времени, требующий для своего 
нахождения решения лиференциальных уравнений, задняя (левая) 
граница областн, в которой Р меняется, встречается с задней (правой) 
границей области, в которой меняется (©, после чего обе области 
разделяются; между ними оказывается заключенной часть жидкости 
в условиях, отвечающих равновесию, как это следует из того факта, 
что значения Ри © оба равны ашр,. В положительной волне @ 


имеет постоянное значение аШ7,, так что и=аш., как в (4) 
0 


1) В этом пункте в работу Римана вкралась, повидимому, ошибка, кото- 
рая исправлена в реферате, помещенном в Рогсйте аег Рйу&Е. 


4 Родей 
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$ 251; в отрицательной волне Р имеет то же самое постоянное зна- 


чение, что дает соотношение между ии рв виде и==—@ ры . Так 
о 


как в каждой бегущей волне, взятой изолированно, господствует 
закон, связывающий величины ий и р, то мы видим, что в подожи- 
тельной волне 4ц обращается в нуль одновременно с &Р, ав отри- 
цательной — олновременно с &О. Таким образом из (5) мы узнаем, 
что в положительной бегущей волне 4и обращается в нуль, если 
прирашения х и & таковы, что они удовлетворяют уравнению 
ах — (и--а) ==0, из которого сразу получается интеграл Пуассона. 

Полное аналитическое развитие метода Римана завело бы нас 
слишком далеко, поэтому мы отсылаем читателя за таковым к ори- 
гинальному мемуару; было бы, однако, недопустимо обойти молча- 
нием одну ошибку, касающуюся вопроса о разрывном движении, 
в которую впали Риман и другие авторы. Считалось, что возможно ° 
такое состояние движения, при котором жидкость разделяется на две 
части поверхностью разрыва, распространяющеюся с постоянной ско- 
ростью, причем вся жидкость по одну сторону от поверхности разрыва 
имеет одну плотность и скорость (одинаковую по всей этой части), 
а по другую сторону — другую плотность и скорость (одинаковую 
в данной части). Но если бы это движение было возможно, то было бы 
‚ возможно и движение, в котором поверхность разрыва находится 
в покое; достаточно предположить, что всей массе жидкости сообщена 
скорость, равная и противоположная той, с которой движется сна- 
чала поверхность разрыва. Чтобы найти соотношения, которые 
должны существовать между плотностью и скоростью на одной сто- 
роне (11, р1) и между плотностью и скоростью на другой стороне 
(и., 0), мы замечаем, прежде всего, что согласно принципу сохранения 
вещества ри. ==0,и:. Если теперь рассмотреть количество движения 
слоя, ограниченного параллельными плоскостями и включающего 
поверхность разрыва, то мы увидим, что количество движения, теряе- 
мое единицей площади слоя в единицу времени, равно (ри. == ри) и», 
между тем как количество движения, входящее в нее,) есть р:и2. 
Разность количеств движения должна быть уравновешена давлениями, 
действующими на границы пластины, так что 


аш; (из — и) = р; — рь== а? (1 — 6»), 
‚откуда 


и, =а 7—2 и==а ь. (7) 


р’ [2 
Определенное таким образом движение, однако, невозможно; оно 
уловлетворяет, правда, условиям для массы и количества движения, 
но нарушает условие для энеруии ($ 244), выраженное уравнением 


1 1 
и: — 5 Ш =а? т 01 — а? про. (8) 
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Это рассуждение уже` приводилось в другой форме в $ 250, 
и уже в том виде могло бы служить нам оправданием для того, 
чтобы отбросить предположенное движение, так как ясно, что ника- 
кое установившееся движение невозможно иначе, как при определен- 
ном там законе плотности. Из уравнения (8) этого раздела мы можем 
найти, какие внешние силы были бы необходимы для того, чтобы 
поддерживать движение, определенное уравнением (7). Можно видеть, 
что сила Х, хотя и ограниченная местом разрыва, складывается 
из двух частей противоположного знака, так как согласно (7) # 


проходит через значение а. Полная движущая сила, именно \ Хр ах, 


обращается в нуль, и это объясняет нам, каким образом (7) может 
удовлетворять условию для количества движения, несмотря на то, 
что мы совершенно пренебрегаем силой Х. 

253а. Среди явлений второго порядка, которые допускают легкое 
объяснение, одно из важных мест должно быть отдано отталкиванию 
резонаторов, открытому независимо друг от друга Дворжаком !) и 
Мейером 2). Эти наблюдатели нашли, что воздушный резонатор лю- 
бого рода (гл. Х\У]), если его подвергнуть воздействию мощного источ- 
ника звука, испытывает силу, направленную. внутрь ‚от устья, несколько 
подобно тому как это имеет место у ракеты. Соединив четыре лег- 
ких резонатора и установив их наподобие анемометра на стальном 
острие, можно заставить всю систему непрерывно вращаться. 

Если внешние силы отсутствуют, то уравнение (2) 5 244 дает 


_ ар дФ 1 
© — 1 —- = —=—42Л 
Различая значения величин в двух разных точках пространства при 
помощи индексов, мы можем написать 


об | | 
6, — бо: (би И. (2) 


Это уравнение справедливо для каждого момента времени. Интегри- 
руя его по большому интервалу времени, мы получаем 


[5.4 [ое [а а (3) 


что применимо ко всякому случаю движения жидкости, в котором 
только поток между двумя точками не возрастает непрерывным обра- 
зом. Первую точку (с индексом 0) следует теперь выбрать на таком 
расстояним, чтобы изменения давления. и скорости были там практи- 


1) Р\уогАк, Роз;. Апп. том СЁЬУП, стр. 42, 1876; ей. Алп.` том Ш, 
стр. 328, 1878. 
2) Мауег, РЁЙ. Маг., том УТ, стр. 225, 1878. 
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чески незаметными. Таким образом, 


[ва — [а (4) 


Это уравнение справедливо независимо от того, где была взята вто- 
рая точка. Если последняя находится внутри резонатора или в углу, 
где встречаются три неподвижных стенки, то 0; —=0 и поэтому 


| (6, — в) =0, (5) 


т. е. среднее значение & внутри то же самое, что и на некотором 
расстоянии снаружи от резонатора. 
В силу- (9) 5 246, если расширения и сжатия аднабатические, 
7—1 


р-— от и в = р!. Таким образом, 


1—1 


дочери 


(2) т — 14 =0. (6) 


Если положить разность между р; и рь в (6) сравнительно малой, 


то содержащуюся там функцию можно развернуть в ряд по теореме 
бинома. Приближенный результат можно выразить следующим 


образом: 
р 4—2 | (= 2) 4 (7) 
Ро 24 Ро 


он показывает, что среднее значение (р, — ро) положительно или, 
другими словами, что среднее давление в резонаторе. превышает 
атмосферное давление !). Резонатор стремится поэтому двигаться 
так, как если бы его побуждала к этому сила, действующая нор- 
мально на площадь его отверстия и направленная внутрь. 
Эксперименты можно проделать (по Дворжаку) с резонатором 
Гельмгольца, соединив устье с горизонтальной, не слишком узкой, 
стеклянной трубкой, в которой движется легкий поршень (из эфира). 
Если сильно возбудить камертон подходящей частоты, например 256 
или 512, и поднести к устью резонатора, то движение поршня 
(эфира) укажет на увеличение давления, между тем как подобное 
же расположение неколеблющегося камертона не даст никакого 


эффекта. 
Если с точностью до малых величин первого порядка 
Ро — Роз п, (8) 
Ро 


то среднее значение с точностью до малых второго порядка равно 


г ‚ где для воздуха и большинства газов 7 == 1,4. 


1) РАЙ. Маг., том УТ, стр. 270, 1818. 
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Если предположить, что расширения и сжатия происходят изо- 
термически, то к соответствующему результату мы придем, поло- 
жив в (7) 7—1. 

2536. Объясненный в $ 253а эффект тесно связан со сжимае- 
мостью жидкости, которая занимает пространство внутри резонатора. 
В том классе явлений, которые сейчас будут рассмотрены, сжимае- 
мость жидкости имеет второстепенное значение, и истолкование их 
в основных чертах может быть дано и в предположении, что плот- 
ность жидкости всюду постоянна. 

Если 0 постоянно, то уравнение (4) $ 253а может быть напи- 
сано так: 


р-р — тр [а (1) 


Это показывает, что среднее давление в том месте, где имеется 
движение, меньше, чем в невозмущенных частях жидкости — теорема, 
принадлежащая Кельвину !) и приложенная им к объяснению притя- 
жений, наблюдавшихся Гэтри (Сие) и другими экспериментаторами. 
Так, колеблющийся камертон, поднесенный к свободно подвешенному 
прямоугольному куску бумаги, оказывается, в состоянии вызвать при- 
тяжение, так как среднее значение (7? 
здесь больше на стороне, обращенной к 
 амертону нежели на обратной. 

В предыдущем эксперименте действие 
зависит от степени близости источника 
возмущения. Когда течение жидкости, уста--- 
новившееся или же непостоянное, равно- 
мерно в большой области, то ее действие Фиг. 54а, 
на введенное туда препятствие зависит от 
формы последнего. В случае сферы никакой тенденции к вращению, 
очевидно, нет, а поскольку течение выше и ниже препятствия симмет- 
рично, то средние давления, даваемые (1), уравновешивают одно другое. 
Следовательно, на сферу не действует ни сила, ни пара. Дело обстоит 
иначе, когда форма тела удлиненная или сплющенная. О том, что плоское 
препятствие стремится повернуться своей плоской стороной перпендику- 
лярно потоку 2), можно заключить из общего характера линий тока 
вокруг него. Давления в различных точках поверхности ВС (фиг. 54а) 
зависят от скоростей, которые имеет в них жидкость. Полное давле- 
ние, Обязанное общему торможению потока, мы найдем в двух точ- 
ках, где поток разделяется. Ясно, что со стороны, обращенной 
к потоку, это место лежит в точке Р на АВ, а с обратной стороны 
в соответствующей точке О на АС. Результирующая давлений стре-. 
мится, следовательно, повернуть препятствие АВ так, чтобы оно 
оказалось обращенным лицом к потоку, 


1) Ке!п, Ргос. Юоу. $0с., том ХХ, стр. 271, 1887. 
} Тцотзоц ап4 Тан, Мага{ РиЙозорйу, 5 336, 1861, 
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Бели препятствие имеет форму эллипсоида, то можно вычислить 
и силы; здесь достаточно будет указать на частный случай тонкого 
круглого диска, нормаль которого образует некоторый угол @ < на- 
правлением невозмущенного потока. Можно показать !), что момент 
М пары, стремящейся уменьшить 09, имеет значение, выражающееся 
через 


М = ы ра? №? зп 28, (2) 


где 4— радиус диска, а \ — скорость потока. Если же поток будет 
не стационарным, а переменным, то, как видно из (1), нам нужно 
лишь воспользоваться средним значением Ш?. 

Тот факт, что свободно подвешенный диск сам собой устанавли- 
вается поперек направления переменных потоков воздуха, был наблю- 
ден при попытке объяснить некоторые аномалии в поведении зеркала 
магнетометра 3). Для иллюстрации: „маленький диск из бумаги, раз- 
мером около шестипенсовой монеты, был подвешен на тонкой шелко- 
винке через устье резонатора с частотой 128. Если вблизи возбуж- 
дается звук этой частоты, то внутрь резонатора врывается, а также 
вырывается из него, мощная струя воздуха: диск при этом сам собой 
быстро устанавливается поперек прохода. Камертон частоты 128 можно 
держать вблизи резонатора, но лучше пользоваться вторым резона- 
тором на небольшом расстоянии, чтобы избежать возможного возму- 
щения, обязанного близости колеблющихся ножек. Эксперимент, 
хотя. и значительно менее поразительный, удавался также с камертонами 
и резонаторами частоты 256“. 

На этом принципе можно построить инструмент для измерения 
интенсивности воздушных колебаний избранной частоты 3). Труба, 
длиною в три четверти длины волны, открыта с одного конца, с дру- 
гого же герметически закрыта стеклянной пластинкой. На расстоянии 
одной четверти длины волны от Закрытого конца подвешено на шел- 
ковинке соединенное с магнитом легкое зеркало, какое применяется 
для зеркальных гальванометров. В своем невозмущенном положении 
плоскость зеркала образует угол в ‘45? с осью трубы. В стенке 
имеется стеклянное окошечко, через которое свет, входящий в трубу 
вдоль- оси и отраженный зеркалом, может выйти из трубы и дать 
соответствующее изображение на шкале с делениями. Труба в целом 

действует как резонатор, а переменные потоки воздуха в пучности 
($ 255) отклоняют зеркало на угол, который отсчитывается обычным 
путем. 

В инструменте, построенном Бойсом 4), чувствительность дове- 
дена до необыкновенно высокой степени. Это достигнуто частью за 


1) \. Кбшо, ей. Апп., том ХЫЦ, стр. 5%, 1891. 
2) Ргос. Юоду. 50с., том ХХХИ, стр. 110, 1881, 

8) РЕМ. Маг., том МУ, стр. 186, 1882. 

*) Воуз, Машге, том ХИ, стр, 604, 1890, 
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счет применения очень легкого зеркала с подвесом из кварцевой нити, 
а частью за счет двойного резонанса. Большой резонатор представ- 
ляет собой тяжелую латунную трубу около 10 см диаметром, закры- 
тую с одного конца и такой длины, чтобы, она отвечала на г’. 
Зеркало подвешивается в короткой боковой трубке, образующей сое- 
динение между большим резонатором и небольшим стеклянным бал- 
лоном соответствующей емкости. Можно считать, что внешние коле- 
бания усиливаются сначала большим резонатором, а затем снова малым, 
так что на зеркало действуют мощные переменные потоки воздуха. 
Избирательноств в отношении высоты настолько определенна, что 
едва ли им;ст место какой-либо ответ на звуки, которые на полтона 
выше или ниже. 

Наиболее поразительным из всех эффектов переменных воздуш- 
ных потоков является, вероятно,” ребристая структура, принимаемая 
пробковыми опилками в эксперименте Кундта 5 260. Внимательное 
наблюдение показывает, что когда происходят колебания, опилки 
располагаются тонкими слоями поперек трубки, простираясь вверх на 
некоторое расстояние от основания. Эффект является максимальным 
в пучностях и исчезает вблизи узлов. 

Когда колебания прекращаются, слои, ко- 
нечно, опускаются на дно и при этом 
значительно теряют в резкости, но оста- 
ются видимыми, как поперечные полоски. () (.) 

Объяснение этого своеобразного их 

поведения было дано В. Кенигом 1). 

Мы видели, что одно сферическое пре- 

пятствиё не испытывает - воздействия со 

стороны переменного потока. Но это Фиг. 54. с 
положение вещей нарушается присутст- и 

вием другого препятствия по соседству. 

Рассмотрим для простоты случай двух сфер, расположенных на срав- 
нительно небольшом расстоянии друг от друга и так, что линия. 
центров или параллельна потоку (фиг. 545), или перпендикулярна 
к нему (фиг. 54с). Легко понять, что скорость между шарами будет 
меньше в первом случае и болыше во втором, нежели скорости 
у удаленных друг от друга полушарий. Так как давление возрастает, 
когда скорость уменьшается, то отсюда следует, что в первом поло- 
жении шары будут отталкивать друг друга, во втором же — притя- 
гивать. Результатом действия этих сил между соседними препятствиями 
является, очевидно, тенденция соединяться в слои. Этому случаю можно 
противопоставить случай железных опилок в магнитном поле, направление 
которого параллельно направлению воздушного потока. Здесь в первом 
положении имеет место притяжение, во втором отталкивание, и 
результатом этого является тенденция опилок соединяться в ниц, 


1) \/. Кбп!е, Шей. Алл., том ХЫТ, стр. 353, 549, 1891, 
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На основании исследования Кирхгоффа Кениг вычислил силы, дей- 
ствующие в.случае двух сфер, расположенных не слишком близко 
друг к другу. Если @., а. — радиусы сфер, г — их расстояние друг 
от друга, @ — угол между линией центров и направлением потока, 

которое принято за ось 2-ов (фиг. 549), "— 
скорость потока, то компоненты силы, дейст- 
вующей на сферу В, в направлении 2 и в 


6 направлении х, проведенном  перпендику- 
лярно к 2 в плоскости,содержащей 2 и 
линию центров, даются выражениями: 
и. 
3: пра? аз И? 
| В = —— со $6 (8 — 5 052, (3) 
0 и З пра? а И? 
а — 2 
Фиг. 54а. Х = т $ 0 (1 — 5 со$?6), (4) 


третья компонента У обращается в нуль в силу симметрии. В случае 
рис. 546 0—0, и имеет место отталкивание, равное 
| 6`праЗаз |4 
г 
1 
вслучае рис. 54с 8 ==. п, и получается притяжение с силой 
356 аза 2 
р 
В промежуточных положениях направление силы не совпадает с линией 
центров. 

Если сферы жестко связаны, то силы, действующие на систему, 
приводятся к паре (стремящейся увеличить () с моментом, выражаю- 
щимся в виде 

р. 

— ут Хсозв — ЗИ о, (5) 

Если поток переменный, то в (3), (4), (5) необходимо взять среднее` 
значение 2. 

254. Точное экспериментальное определение скорости звука 
является предметом большей трудности, чем этого можно было бы 
ожидать. Наблюдения на открытом воздухе подвержены ошибкам, 
обусловленным действием ветра и неопределенностью в определении 
точного состояния атмосферы, ее температуры и влажности. С другой 
стороны, когда звук распространяется через воздух, содержащийся 
в трубах, возникает возмущение вследствие трения и переноса 
тепла; и хотя больших ошибок за счет этих источников в случае 
труб значительного диаметра, таких, как некоторые из применявшихся 
Реньо, можно не опасаться, все же трудно чувствовать себя уверен- 


ным в том, что идеальные плоские волны теории реализуются доста- 
точно близка, 
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Следующая таблица !) содержит перечень главных Эксперимен- 
тальных определений, сделанных`до сих пор. 


Молль и ван Беек 


Скорость! Скорость 

Имена наблюдателей при 0° С Имена наблюдателей ` при 05 
в метрах в метрах 

Академия Наук [Франц.] Штампфер и Мирбак. . 332,4 
(1738)........ Ей | Бравэ и Мартэн (1844). зо 

333,71 | Вертгейм ....... 21,6 

Бенценберг (1811) ‚ 332,3 | Стон (1871) 21:1::| 3324 
Голдингхэм (1821) ... 3311 Ле-Ру......... 330,7 
Бюро Долгот (1825) 330,6 Реньо 1..1: :| 3307 


В опытах Стона ?) участок, на протяжении которого замерялся звук, 
начинался на расстоянии 640 футов от источника, так что ошибки, 
обязанные избыточным возмущениям, были в значительной степени 
избегнуты. 

Босша 3) предложил для определения скорости звука метод, не 
требующий применения болыших расстояний. Этот метод зависит от 
точности, с какою ухо в состоянии определить, одновременны ли два 
частые тиканья или нет. В форме, приданной опыту Кенигом 4), два 
маленьких электромагнитных счетчика управляются камертонным пре- 
рывателем (5 64) с периодом в одну десятую долю секунды и дают 
синхронные тиканья того же самого периода. Когда счетчики находятся 
рядом, слышимые тиканья совпадают, но когда один счетчик постепенно 
удаляют от уха, то обе серии тиканий обособляются. Когда разность 
расстояний составляет около 34 метров, совпадение снова имеет место; 
это доказывает, что 34 метра составляют приблизительно то расстоя- 
ние, которое проходит звук за одну десятую. долю секунды. 

[На основании опытов, сделанных в трубах, Виолль и Вотьеб) 
дают для свободного воздуха 331,10. Результат включает поправку, 
достигающую 0,68; последняя имеет более или менее теоретический 
характер, так как представляет собой предполагаемое влияние трубы 
(0,7 м диаметром). | 


1) Возапаие РАЙ. Мае., апрель, 1877. 

2) З+опе, РАЙ. Ггап$., стр. 1. 1872, 

3) Воззспа, Розе. Апп., том ХСИ, 486, 1854. 

4) Кбп!о, Ровг. Апп., том СХУПЬ 610, 1863. 

5) У!оЦе е{ УаиНег, Алл. ае Сййт., том ХХ, 1890. 


ГЛАВА ХП 
КОЛЕБАНИЯ В ТРУБАХ 


255. Мы уже рассмотрели ($ 245) решение нашего основного 
уравнения, когда потенциал скорости в неограниченной массе жидкости 
является функцией только одной пространственной координаты. В отсут- 
ствии трения введение любого числа неподвижных цилиндрических. 
поверхностей с образующими, параллельными данной координате, не 
вызвало бы никакого изменения; действительно, даже при отсутствии 
этих поверхностей жидкость не имеет тенденции двигаться через них. 
Если одна из цилиндрических поверхностей замкнутая (по отношению 
к ее поперечному сечению), то мы имеем важную проблему аксиаль- 
ного движения воздуха внутри цилиндрической трубы; это движение, 
вели механические условия на концах трубы заданы, не зависит от 
того, что происходит вне трубы. | 

Рассмотрим простое гармоническое колебание; мы знаем ($ 245), 
что, если ф изменяется пропорционально ей 


22 
НА =0, (1) 
где 
2 п 


Решение может быть написано в двух формах 


ф== (А созАх-- В зп Ёх) ей", 3 
Ф —=(А ейх |-- Ве-*) еп, ( ) 


причем в окончательной форме этих уравнений мы удержим только 
действительные их части, Первая форма наиболее удобна, когда колеба- 
ние стоячее или близкое к нему, а вторая — когда движение сводится 
к положительной или отрицательной бегущей волне. Постоянные А 
и В в символическом уравнении могут быть комплексными, и, таким 
образом, окончательное выражение в действительных величинах будет 
заключать четыре произвольные постоянные. Если мы желаем пользо- 
‘ваться действительными величинами на всем протяжении решения, мы 
должны положить 


$ == (А созёх-{- В чп &х) 03 пё -- (Ссозйх -|- О эпАх) зщий, (4) 
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но при этом выкладки будут, вообще говоря, длиннее. В тех случаях, 
когда не может возникнуть никаких неясностей, мы будем иногда для 
краткости опускать или вводить обратно множитель, содержащий 
время, не упоминая об этом особо. Уравнения, подобные (1), конечно, 
одинаково справедливы, будет ли подразумеваться этот множитель 
или нет. 

Взяв первое из выражений (3), мы можем написать 


— с0$ Ах -- Взш Ах, 
Е = —ААзшАх -[- АВ с0$ Ах. (5) 


Если имеется некоторая точка, в которой ф или дф|]дх все время 
равны нулю, то отношение А:В должно быть действительным, и тогда 
волна является стоячей, т. е. одинакова по фазе во всех точках 
одновременно. 

Предположим, что в начале ‘координат имеется узел. Тогда при 
х=—=0 0+|дх обращается в нуль — условие, из которого следует 
В ==0. Таким образом, 


ф —= А с0$ дей"; ы 


9Е== — ВА зп Ахе"", (6) 


откуда, если заменить А через Ре? и отбросить мнимую часть, 


ф— Рсоз Ржсоз (пЁ-- 0), 
о — — Рэш Ах со$ (пЁ- 6). (7) 
Из этих уравнений мы видим, что дф|дх обращается в нуль всюду, 


где зпАх —==0, т.е. что кроме начала координат узлы имеются в точ- 


1 
ках *—5 т), где т — всякое положительное или отрицательное 


целое число. В любом из этих мест можно было бы поместить по- 
перек трубы нормально к х бесконечно-тонкие твердые плоские пере- 
городки, нисколько не нарушая движения. Посредине между каждой 
‘парой последовательных узлов имеется пучность, т. е. место, где 


нет изменения. давления, так как др = — 0% (6) $ 244. В любой из 
этих пучностей можно было бы установить сообщение с внешней 
атмосферой, не вызывая этим никакого возмущения движения возду- 
хом, проходящим внутрь или наружу. Пучности — места максимальной 
скорости, а узлы — места максимального изменения давления. Через 
промежутки длиною Х вся картина в точности повторяется. 

Если в точке х =/ имеется, как и в начале координат, узел, то 
п А/==0, или ^== т, где т —- положительное целое число. Самым 
низким тоном, с каким может звучать воздух, содержащийся в закры- 
той с обеих сторон трубе длины [, является, поэтому, тон, который 
соответствует длине волны 2/. Этот вывод хорошо оправдывается не- 
зависимо от того, каким газом наполнена труба, но частота, т, е, 
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место тона в музыкальной шкале, зависит также и.от природы газа. 
Период колебания дается выражением 
д _ 2 
та =. (8) 
Другие тоны, возможные для трубы, закрытой с обоих концов, имеют 
периоды, в целое число раз меньшие периода наиболее низкого тона, 
а вся система образует гармоническую шкалу. 

Предположим теперь, — не останавливаясь в настоящий момент на 
том, как обеспечить такое ‚ положение вещей, — что в точке -х == 
вместо узла имеется пучность. Уравнение (6) дает соз / ==0, откуда 
}—=4/(2т -- 1), где т — нуль или целое положительное число. В этом 
случае самый низкий тон имеет длину волны, равную учетверенной 
длине трубы, считаемой от узла до Пучности, другие же тоны образуют 
с ним гармоническую шкалу, в которай, однако, отсутствуют все 
члены четного порядка. 

256. С помощью твердой перегородки нетрудно получить узел 
в любой желаемой точке трубы, но условие для пучности, требую- 
щее, чтобы давление ни при каких обстоятельствах не менялось, можно 
реализовать только приближенно. В большинстве случаев изменение 
давления в любой точке трубы можно сделать малым, установив свобод- 
ное сообщение с внешним воздухом. Таким именно образом Эйлер и 
Лагранж принимали постоянство давления, в качестве условия, которое 
удовлетворяется на конце открытой трубы. Впоследствии мы возвратимся 
к проблеме открытой трубы и исследуем с помошью строгих приемов 
условия, удовлетворяющиеся на открытом конце. Для нашей непосред- 
ственной цели достаточно знать — что, впрочем,. довольно, — что от- 
крытый конец трубы может рассматриваться как пучность, если диа- 
метром трубы можно пренебречь в сравнении с длиной волны, при 
условии, что само внешнее давление вблизи открытого конца не 
меняется по какой-либо причине, не зависящей от движения внутри 
трубы. Когда имеется некоторый независимый источник звука, то давле- 
ние у конца трубы такое же, какое было бы в этом самом месте, если 
бы труба была удалена. Препятствием, не позволяющим удовлетворить 
условию для пучности в любой желаемой точке, является инерция 
механизма, требующегося для поддержания давления. Для теорети- 
ческих целей мы можем не обращать внимания на эту трудность и 
представить себе лишенный массы поршень, прижимаемый сжатой 
пружиной, также не имеющей массы. Предположение о наличии пуч- 
ности у открытого конца трубы равносильно пренебрежению инерцией 
воздуха, находящегося снаружи. 

Мы видели, что если в какой-либо точке трубы существует узел; 
то должен быть целый ряд таких узлов, расположенных через одинако- 


| 
вые интервалы 5 *; далее, что посредине между каждыми’ двумя по- 


следовательными узлами должна быть пучность и что волна в трубе 
должна быть стоячей. Такое же заключение справедливо и в случае, 
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когда в какой-либо точке имеется пучность, однако, вполне возможно, 
что в трубе вообще ‘не будет ни узлов, ни пучностей; ‘так, например, 
обстоит дело в случае, когда движение сводится к положительной или 
отрицательной бегущей волне.- В стоячей волне неренос энергии вдоль 
трубы не`имеет места ни в каком направлении, так как энергия не 
может проходить через узел или пучность. 

257. Соотношения между длинами открытой или закрытой трубы 
и длинами волн заключенных в них столбов воздуха можно исследо- 
вать также, проследив за движением импульса, под которым пони- 
мается волна, заключенная в узких пределах и состоящая из равно- 
мерно сжатой или разреженной жидкости. Рассматривая вопрос с этой 
точки зрения, необходимо тщательно учесть обстоятельства, при кото- 
рых имеют, место различные отражения. Предположим сначала, что 
импульс перемещается в положительном направлении, к перегородке, 
закрепленной поперек трубы. Так как энергия, заключенная в волне, 
не может уйти из трубы, то должна существовать отраженная волна, 
а то, что эта отраженная волна также является волной сжатия, сле- 
дует из факта отсутствия потери жидкости. К этому же заключению 
можно прийти другим путем. Эффект перегородки можно имитиро- 
вать, введя на одинаковом расстоянии аналогичную волну сжатия, 
движущуюся в отрицательном направлении. Так как обе эти волны —- 
волны сжатия и распространяются они в противоположных направ- 
лениях, то скорости жидкости в обеих волнах равны и противоположны 
и поэтому нейтрализуют друг друга, когда волны налагаются. 

Если распространение отрицательной отраженной волны прерывается 
второй перегородкой, то происходит такое же отражение, и волна, 
все еще остающаяся волной сжатия, снова приобретает свое положи- 
тельное направление. Когда пройденное расстояние равно удвоенной 
длине` трубы, то первоначальное положение вещей полностью вос- 
станавливается, и этот цикл повторяется сам собой неопределенно 
долго. Мы находим, таким образом, что период в закрытой с обоих 
концов трубе есть не что иное, как время, необходимое импульсу, 
чтобы пройти дважды длину трубы. 

Случай трубы с одним открытым концом несколько отличается от 
этого. Дополнительная отрицательная волна, необходимая для имита- 
ции эффекта открытого конца, должна, очевидно, быть волной раз- 
режения, способной нейтрализовать положительное давление первич- 
ной-волны сжатия, и таким образом, в акте отражения волна изменяет 
свой характер ‘волны сжатия на волну разрежения или волны разреже- 
ния на волну сжатия. Иначе можно рассмотреть этот вопрос, заметив, 
что в положительном импульсе сжатия количество движения направлено 
вперед и, в отсутствии необходимых сил, не может быть изменено 
путем отражения. Но движение количества движения вперед в отражен- 
ной отрицательной волне неразрывно связано с состоянием разрежения. 

Когда. оба конца трубы открыты, перемещающийся по ней взад 
и вперед импульс полностью восстанавливает свое первоначальное со- 
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стояние после того, как пройдет дважды длину трубы, испытав в тече- 
ние этого процесса два отражения; таким образом, соотношение между 
длиною и периодом здесь такое же, как и в случае трубы, оба конца 
которой закрыты; когда же один из концов трубы открыт, а другой 
закрыт, двойного прохождения недостаточно, чтобы замкнуть цикл 
изменений. Первоначальный характер волны сжатия или волны раз- 
режения- может восстановиться лишь после двух отражений от откры- 
того конца, и соответственно этому в данном случае период есть 
время, требующееся импульсу для того, чтобы пройти четыре раза 
длину трубы. 

258. После того как соответствующие проблемы были подробно 
рассмотрены в главе о струнах, уже нет надобности говорить особенно 
много о сложных колебаниях столбов воздуха. В качестве простого 
примера мы можем взять случай открытой с одного конца трубы, 
которая внезапно приводится в состояние покоя в момент времени 
{—0, после того как в течение некоторого времени она находилась 
в движении с постоянной скоростью, параллельной ее длине. Тогда 
начальным состоянием заключенного в ней воздуха является состояние 
движения с постоянной скоростью и,, параллельной х, при отсутствии 
сжатия и разрежения. Если мы примем начало координат на закрытом 
конце, то общее решение, в силу (7) $ 255, будет иметь вид: 


Ф == (1 с0$ п.Ё- В! зт п|Ё) со х-- 
—- (А, с0$ п># -- Во п.Ё) соз Р.х--..., (1) 


где в. (7—5 т, п,==а, а А,, В:, А», В., ... — произволь- 


ные постоянные. 
Так как ф в начальный момент равно нулю для всех значе- 


ний х, то коэфициенты В должны быть также равны нулю; коэфи- 
циенты 4 определяются из условия, что для всех значений х между 


Они / 
УАА,зт Ах = — цу, ‚ (2) 


где суммирование распространяется на все целые значения Г от 1. до со. 
Определение коэфициентов А из (2) производится обычным путем. 
Умножая на зп Ах 4х и интегрируя от 0 до [, мы получаем 


1 
5 А, = — Ш, 
или 
21 
А = — в). (3) 
Г [1 
Полное решение есть поэтому 
о г— 50 р 
И < с0$ю,Х 
у — ТУ сои, (4) 
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259. Пусть в случае трубы, закрытой у начала координат и от- 
крытой с конца х==р ф==со$ пЁ будет величиной потенциала у от- 
крытого конца, обусловленного внешним источником звука. Определяя 
Р и в уравнении (7) 5 255, мы находим: . 

0$ Вх 
< (1) 


ф= Г 608 № 


Очевидно, что_колебание внутри трубы минимальное, когда ©0$ Ё/ == 
—--1, т. е. когда { есть кратное 5. \ а тогда при х==/7 имеется 


1. | 
узел. Когда / — нечетное кратное Я № с0$ &/ обращается в нуль,`и 


тогда, согласно (1), скорость сделалась бы бесконечно большой. В этом 
случае вывод о том, что давление у открытого конца не зависит от 
того, что происходит внутри трубы, отпадает, и мы можем только 
заключить, что колебание, в результате изохронизма, очень велико. 
Так как при х==0 имеется узел, то`там, где х — нечетное кратное 


| 
А, должна получиться пучность, и мы заключаем, что в случае изо- 


хронизма изменение давления у открытого конца трубы,’ обязанное 
внешней причине, в точности нейтрализуется изменением давления, 
обязанным движению внутри самой трубы. Если бы, действительно, 
у открытого конца имело место изменение давления в целом, то движе- 
ние, в отсутствии диссипативных сил, должно было бы беспредельно 
возрастать. 

Если мы предположим, что начало является не узлом, а пучностью, 
то соответствующее решение 


Ут Ах 
Ф==-ЕЕГ 603 ИВ, (2) 


где ф==с03 и{ — заданное значение ф у открытого конца х==1. Это 
1 
выражение становится бесконечным, когда Е/=—= тп или [ =5 т). 


Рассмотрим теперь случай трубы, оба конца которой открыты и 
подвергаются действию возмущений одинакового периода, для которых ф 
равно соответственно Не, Ке”!. Если только возмущения у концов 
не находится в одной и той же фазе, то, по крайней мере, один из коэ- 
фициентов Я, К должен быть комплексным. 

Беря (3) $ 255 в первой форме, мы имеем в качестве общего 
решения для $ 

ф=—е!"! (А соз х  Взш Ах). 


Если мы возьмем начало координат в середине трубы и примем, что 
значения Не”! Кей отвечают соответственно х == х==— р то мы 
получим для определения А и В выражения 


Н== АсозЕ/- В зш Ар, 
К == А со$ А/ — Вуш ЕЕ, 
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откуда 


> 


__Н-К __Н— 
20$ Е! В=5 ты, (3) 


что дает 
__ пт (+ -Кзтё(1—х) 
рии зтчеи. (4) 
п 2 | 
Этот результат можно вывести также из (2), если учесть, что 
требуемое движение возникает в результате наложения движения, 
обязанного возмущению Не”! которое вычислено в предположении, 
что у другого конца, х=—= —[ находится пучность, на движение, 
обязанное возмущению Ке!”!, выведенное в предположении, что пуч- 
ность находится на конце х == /. - 
Колебание, выраженное (4), не может быть атоячим, если только 
отношение Я:А не является действительным числом, т. е. если воз-- 
мущения на концах одинаковы или противоположны по фазе. Отсюда, 
если исключить оговоренные случаи, мы получим, что пучности нигде 
нет, а поэтому нет места, в котором можно было бы присоединить 
ответвление трубы, вдоль которого звук не будет распространяться !). 
`В середине трубы, для которой х==0, 


Н--К (ПЕ 
Зсозй° ° (5) 


ф — 


Это показывает, что изменение давления (пропорциональное ф) обра- 
щается в нуль, если Н--К==0, т. е. если возмущения на концах 
равны и противоположны по фазе. Если же это условие ‘не удовлетво- 


1 . 
рено, то выражение становится бесконечным, когда 2/ == 5 (2т-- 1)». 


] 
В точке, отстоящей на А от середины трубы, выражение для $ 


имеет вид: <. 
НЬ-—К ть 
| ф— 2311 АЕ ет . , (6) 


оно обращается в нуль, когда Н==К, т. е. когда возмущения на 
концах равны и находятся в одинаковой фазе. Вообще, $ стано- 
вится бесконечно большим, когда зт А/==0 или 21== т. 


1) Устройство этого рода было предложено проф. Мейером (РЯИ. Маг. 
том ХГУ, стр. 90, 1873) для сравнения интенсивностей источников звука 
одной и той же высоты. Каждый из концов трубы подвергается воздейст- 
вию одного из сравниваемых источников звука, и расстояния при этом под- 
бираются до тех` пор, пока амплитуды колебаний, обозначенные через Н 
и К, не будут равны. Труба, служащая ответвлением, проводится к мано- 
метрической коробке (5 262); в этом методе предполагается, что переменой 
точки присоединения возмущение пламени можно устранить. Из обсуждения 
вопроса в тексте видно, что это допущение теоретически не является пра- 
ВИЛЬНЫМ. | 
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Если на одном конце неограниченной трубы происходит измеие- 
ние давления, обязанное внешнему источнику, то внутрь трубы от 
этого конца будет распространяться цуг бегущих волн. Таким обра- 
зом, если длина вдоль трубы, измеряемая от открытого конца, есть у, 
потенциал скорости выражается через ф == со$ (иЁ — пу|а); это соот- 
ветствует $ —=с0$ и? для у==0, так что, если причиной возмущения 
внутри трубы будет прохождение цуга бегущих волн через ее от- 
крытый конец, то интенсивность внутри трубы будет та же самая, 
что и во внешнем пространстве. Не следует забывать, что диаметр 
трубы предполагается бесконечно малым в сравнении с длиной волны. 

Предположим теперь, что источник движения находится внутри 
самой трубы, например, что он обязан принудительному движению 
поршня в начале координат !). Постоянные в (5) 5 255 должны быть 
определены из условий (скажем) дф | дх —==с0$ пЁ для х =0 и 9—0 


для х ==[. Таким образом, РА = —ю 21, ЕВ =1, и выражение для © 
имеет вид: 
__ эт (х— 0 
 — сов ° (7) 


Движение имеет минимум, когда с0$ А/ —=--1, т. е. когда длина 
1 
трубы кратна 5 А. 


. 1 
При /[, равном некоторому нечетному кратному № место, за- 


нимаемое поршнем, было бы узлом, если бы открытый конец был 
действительно пучностью, но в этом случае решение теряет смысл. 
Выход энергии из трубы не позволяет энергии скапливаться за опре- 
деленной точкой; однако, это можно не учитывать до тех пор, пока 
открытый конец рассматривается строго как пучность. Мы возвратимся 
к вопросу о резонансе после того, как рассмотрим подробнее теорию 
открытого конца, когда мы будем в состоянии трактовать ее более 
‚удовлетворительным образом. 

Равным образом, если точка х = { является узлом, а не пучностью, 
выражение для $ имеет вид: 


__ с0$А ((—х) (8) 
Аз АЕ 
и, таким образом, движение имеет минимум, когда / — нечетное крат- 


ное д ^ а тогда начало является пучностью. При { четном кратном 


1 
1 ), начало должно было бы быть узлом, что запрещено условиями 


задачи. В этом случае, согласно (8), скорость становится бесконеч- 
ной, а это означает, что лишь наличие диссипативных сил препят- 
ствует беспредельному возрастанию колебания. 


1) Эти проблемы рассматриваются Пуассоном, Мёт. ае Ру ше, 
том Ц, стр. 305, .1819. 


В Рэлей 
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260. Экспериментальное исследование воздушных волн в трубах 
было выполнено со значительным’ успехом Кунлтом 1). Получать волны 
довольно легко; не так легко, однако, изобрести метод, с помощью 
которого можно было бы их соответствующим образом исследовать. 
Кундт открыл, что узлы стоячих волн можно сделать видимыми при 
помощи пыли. Неболышое количество мелкого песка или семян лико- 
подия, насыпанное внутри стеклянной трубы, заключающей колеблю- 
щийся столб воздуха, располагается в виде периодически, повторяю- 
щихся сгущений, по которым легко определить положения узлов 
и измерить интервалы между ними. В экспериментах Кундта звук 
возникал в результате продольных колебаний стеклянной трубы, носив- 
шей название звучащей трубы, а пыльные фигуры образовывались во 
второй, более широкой, трубе, носившей название волновой трубы; 
последняя была снабжена подвижной пробкой, позволявшей изменять 
ее длину. Другой конец волновой трубы был закрыт пробкой, через 
которую проходила на половину своей длины звучащая труба. 
Посредством трения звучащую трубу заставляли колебаться с часто- 
той самого низкого ее тона, так что центральная ее точка была узло- 
вой, а ее внутренний конец (закрытый пробкой} возбуждал воздуш- 
ные колебания в волновой трубе. С помощью пробки длину. столба 
воздуха можно было подобрать так, чтобы сделать колебания воз- 
можно более сильными, что происходит тогда, когда расстояние между 
пробкой и концом звучащей трубы есть кратное половины длины 
волны звука. - 

С этим аппаратом Кундту удалось произвести сравнение длин 
волн одного и того же звука в различных газах, откуда сразу же 
получаются относительные скорости распространения; результаты, 
однако, не были полностью удовлетворительными. Было найдено, что 
интервалы повторяемости пыльных фигур не равны строго друг другу 
и, что еще хуже, что высота звука не была постоянной от одного 
опыта к другому. Удалось обнаружить, что эти недостатки обязаны 
передаче движения волновой трубе через пробку, вносившую возму- 
щения в пыльные фигуры, высота же была непостоянной из-за неиз- 
бежных вариаций в установке аппарата. Чтобы устранить их, Кундт 
заменил пробку, которая давала слишком жесткое соединение между 
трубами, слоями листовой резины, обмотанными шелком; он получил 
этим путем гибкое и совершенно воздухопроницаемое соединение, а 
чтобы избежать риска неточного Сравнения длин волн благодаря воз- 
можному изменению высоты, он перестроил аппарат так, чтобы в нем 
возможно было возбуждать две системы пыльных фигур одновременно 
при помощи одного и того же звука. Другое преимущество нового 
метода состояло в исключении температурных поправок. 

В усовершенствованном „двойном аппарате“ звучащую трубу 
заставляли, возбуждая ее трением, вблизи середины, колебаться в ее 


1) КапаЕ, Ролр. Апп., том СХХХУ, стр. 337, 1868. 
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втором обертоне; узлы, таким образом, образовывались в точках, 
отстоящих от концов трубы на одну четверть ее длины. В каждой 
из этих точек было осуществлено соединение с независимой волновой 
трубой, снабженной перемещающимся поршнем и ответвляющимися 
трубами с кранами для впуска различных газов. Очевидно, что пыле- 
вые фигуры, образующиеся в обеих трубах, строго соответствуют 
одной и той же частоте и что поэтому сравнение промежутков пов- 
торяемости фигур приводит к точному определению скоростей рас- 
пространения звука, в условиях опыта, для двух газов, которыми 
наполнены трубы. Результаты, к которым пришел Кундт, были сле- 
дующие: 
(2) Скорость звука в трубе уменьшается с ее диаметром. Выше 
чекоторого определенного диаметра изменение, однако, неощутимо. 
(5) Уменьшение скорости возрастает с длиной волны применяемого 
тона. 
(с) Порошок, рассыпанный в трубе, уменьшает скорость звука 
в узких трубах, в широких же никакого влияния не оказывает. 
(4) В узких трубах эффект порошка возрастает, когда он очень 
тонко измельчен и поэтому сильно возбуждается. 
(е) Шероховатость внутренней поверхности узкой трубы или уве- 
личение ее поверхности уменьшают скорость. 
(7) В широких трубах эти изменения скорости несущественны 
и не препятствуют применению метода для точных определений. 
(2) Влияние интенсивности звука на скорость не может быть 
доказано. 
(й) Длины волн всех тонов трубы, за исключением первого, изме-. 
ряемые по пылевым фигурам, не зависят от формы возбуждения. 
(1) В широких трубах скорость не зависит от давления, в узких 
же с давлением возрастает. 
(}) Все наблюденные изменения скорости обязаны трению и 0со0- 
бенно теплообмену между воздухом и’стенками трубы. 
(&} Скорость звука при 100? точно совпадает с результатами 
теории 1). ы 
Мы еще возвратимся к вопросу о распространении звука в узких 
трубах, на которое влияют причины, упомянутые выше’ (/), и иссле- 
дуем затем формулы, данные Гельмгольцем и Кирхгоффом. 
` (Происхождение своеобразной поперечной ребристости, которая 
является основной чертой пылевых фигур, уже было рассмотрено 
в $ 2536. Согласно наблюдениям Дворжака?) мощные колебания, 
которые происходят в трубке Кундта, сопровождаются некоторыми. 
средними движениями газа. Так, вблизи стенок имеется поток от 


1) Судя по некоторым выражениям в уже цитированном мемуаре, из 
которого, в основном, взято изложенное в тексте, Кундт как будто наме- 
ревался продолжить свои исследования; я, однако, не мог найти каких-либо 
более поздних его статей по этому вопросу. 


2) Оуогак, Рове. Апй., том СМИ, стр. 61, 1876. 
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пучностей к узлам, а во внутреннем пространстве — обратный поток, 
от узлов к пучностям. Это является следствием вязкости, действующей 
с особенной силой на части жидкости, смежные со стенками '). Нам, 
может быть, еще удастся возвратиться к этому вопросу в одной из 
дальнейших глав.) 

261. В опытах, описанных в предыдущем разделе, колебания воз- 
- духа являются вынужденными, так ‚как высота определяется внешним 
источником, а не (в сколько-нибудь значительной степени) длиной 
столба воздуха. Правда, строго говоря, все. незатухающие колебания 
являются вынужденными, так как свободные колебания не могут про- 
должаться без затухания, если только трение не отсутствует полно- 
стью, т. е. если случай не идеальный. Тем не менее практически 
важно отличать колебания столба воздуха возбуждаемым продольно 
колеблющимся стержнем или камертоном от таких колебаний, как 
колебания органной трубы или поющего пламени. В последних слу- 
чаях высота звука зависит, главным образом, от длины столба воз- 
духа, функции же воздушного потока или пламени?) заключаются 
только в восстановлении энергии, потерянной вследствие трения и ‹ооб- 
щения с внешним воздухом. Воздух в органной трубе следует рас- 
сматривать как столб, колеблющийся почти свободно, причем нижний 
конец, через который проходит струя воздуха, трактуется грубо 
как открытый, а верхний конец — как открытый или закрытый, смо- 
тря по тому, что имеет место. Так, длина волны основного тона за- 
крытой трубы в четыре раза больше длины трубы, и по: всей длине 
трубы, за исключением концов, здесь нет ни узла, ни пучности. 
Обертоны трубы — нечетные гармоники: дуодецима, большая тер- 
ция и т. д., соответствующие различным подразделениям столба воз- 
духа. Например, в случае дуодецимы имеется узел в точке трисекции, 
ближайшей к открытому концу, и узел в другой точке трисекции, 
посредине между первой и закрытым концом трубы. 

В случае открытой органной трубы оба ее конца являются пуч- 
ностями, и поэтому должен иметься, по меньшей мере, один внут- 
ренний узел. Длина волны основного тона равна удвоенной длине 
трубы, которая разделяется на две одинаковые части узлом в середине. 
В этом Заключается объяснение обычного правила, согласно которому 
высота звука открытой трубы та же самая, что и у закрытой трубы 
вдвое меньшей длины. По причинам, которые будут полнее объяснены 
в одной из следующих глав, связанным с приведенной выше несовер- 
шенной трактовкой трубы с открытым концом, правило это справед- 
ливо лишь приближенно. Открытая труба, отличаясь в этом отноше- 
нии от закрытой, способна издавать полную серию тонов, образую- 


1) РАЙ. Ггап$., том СЬЕХХУ, стр. 1, 1884. 

2) Вопрос о чувствителеных пламенах с трубами и без труб рассматри- 
вается довольно подробно проф. Тиндалем в его труде о звуке; однако, 
механизм этого рода явлений исследован еще очень несовершенно. Мы 
возвратимся к нему в следующей главе, 
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щих гармоническую шкалу, основанную на ее главном тоне. В случае 
октавы имеется пучность в центре трубы и узлы в точках, располо- 
женных посредине между центром и краями. 

Так как частота колебания в трубе пропорциональна скорости 
распространения звука в газе, которым заполнена труба, то сравне- 
ние высот нот, полученных от одной и той же трубы, при наполне- 
нии различными газами, является очевидным методом определения 
скорости распространения звука в тех случаях, когда невозможность 
получения достаточно длинного столба газа препятствует применению 
прямого метода. Путь в этом направлении проложил, со свойствен- 
ной ему проницательностью, Хладни. Этим же вопросом позднее. 
занимались Дюлонг!) н Вертгейм 2), получившие вполне удовлетвори- 
тельные результаты. 

262. Состояние воздуха внутри органной трубы было исследовано 
экспериментально Саваром 3), который помещал в трубу небольшую 
натянутую мембрану, на которой было насыпано немного песка. 
Вблизи узла песок оставался практически невозмущенным, но в осталь- 
ных участках он приходил в колебания, тем более энергичные, чем 
ближе эти участки были расположены к пучности. Гораздо более 
поразителен, однако, эксперимент, придуманный Кенигом. В этом 
опыте указателем колебания служит небольшое газовое пламя, питае- 
мое через трубку, которая сообщается с полостью, носящей название 
манометрической капсулы. Эта полость ограничена с одной стороны 
мембраной, на которую действует колеблющийся воздух. Когда мем- 
брана колеблется, вследствие чего емкость коробки делается пере- 
менной, приток газа делается непостоянным, а пламя становится пре- 
рывистым. Период колебания, конечно, слишком мал, чтобы эта 
прерывистость обнаружилась, когда пламя наблюдается непосредственно. 
Покачивая головой или при помощи подвижного зеркала, можно 
разложить его на более или менее отдельные изображения; но даже 
„И без разложения непостоянный характер пламени ясен из его общего 
вида. В опытах с органными трубами одна или несколько капсул 
монтируются на трубе таким образом, чтобы мембраны и2ходились 
в соприкосновении с колеблющимся столбом воздуха; различие в 
пламени очень заметно, в зависимости от того, расположена ли соот- 
ветствующая капсула в узле или в пучности. 

263. До сих пор мы предполагали трубу прямой, но легко пред- 
ставить себе, что это обстоятельство, когда поперечное сечение мало 
и площадь его не меняется, не имеет большого значения. Представим` 
себе кривую ось х, идущую посредине трубы, и пусть постоянное 
сечение, перпендикулярное к этой оси, есть $. Когда наибольший 
диаметр сечения < очень мал сравнительно с длиной волны звука, то 


1) Ои!опс, „КеспегсНез зиг [ез спа!еигз зрёс1Яапез 4ез Ни! ез &1азНдиез", 
Апп. ае Сшт., том ХМ, стр. 113, 1829. 
` 8) Менпейт, Апл. ае Сййт., третья серия, том ХХИШ, стр. 434, 1848. 
$) бауаг{, Алл. 4е СЫт., том ХХГУ, стр. 56, 1833, 
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потенциал скорости Ф становится почти иеизменным в пределах сече- 
ния; прилагая теорему Грина к пространству, ограниченному внутрен- 
ней поверхностью трубы и двумя поперечными сечениями, мы получаем 


([Гуечу=5-4(5)- 


Но, в силу общего уравнения движения, 


ива [вау в || 4у— 32 [рах, 


и в пределе, когда расстояние между сечениями стремится к нулю, 
__ д%\ 0% у. 
[ Хх — Ф ах, А(5=) == 9х8 Ч, 


0$ 
д 


так что 
== (1) 


а это показывает, что зависимость ф от х такая же, как и для пря- 
мой трубы. С помощью уравнения (1) легко исследовать колебания 
воздуха в кривых трубах постоянного сечения; результаты являются 
строгими следствиями наших основных уравнений, которые не учи- 
тывают трения, когда сечение предполагается бесконечно малым. 
В случае тонких труб, какие употреблялись бы в эксперимен- 
тах, описанные результаты, во всяком случае, достаточны, чтобы дать 
очень хорошее представление о том, что происходит в действитель- 
ности. 

264. Мы перейдем теперь к рассмотрению некоторых случаев свя- 
занных труб. На фиг. 55 АД представляет тонкую трубу, которая 


В 


Фиг. 55. 


разделяется в [) на две ветви ДВ и РС. В Е ветви соединяются 
снова и образуют одну трубу ЕР. Сечения труб АД и ЕР и их 
ветвей предполагаются постоянными, а также очень малыми. 
Предположим сначала, что в А вступает положительная волна 
произвольного типа. По приходе к разветвлению Дона дает две 
положительные волны: в ВивС и, если только не уповлетго“оно 
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некоторое определенное условие, отраженную отрицательную волну 
в А. Обозначим потенциалы положительных волн через Л„, Ль, ЛС; 
{ в каждом случае—некоторая функция х — аЁ; потенциал отражен- 
ной волны пусть будет Р (х -— аё). Тогда условия, которые должны быть 
удовлетворены в Д, ‘сводятся к тому, что, во-первых, давления для 
всех трех труб должны быть’ одинаковы и, во-вторых, полная ско- 
рость жидкости в А должна быть равна сумме полных скоростей 
жидкости в В ив С. Таким образом, пользуясь буквами А, В, С 
для обозначения площадей сечений, мы имеем 5 244, 


мВ .} (1) 
АМЕР) == ВУв-- СХс, 


‘откуда 
(2) 
1 

В=К=в-ЕС-РАЛА }- (3) 
Очевидно, что }; и Дс всегда одинаковы. Отражения нет, если 


В--С=А, (4). 


т. е. если соединенные сечения ветвей равны сечению главной трубы; 
а, когда это условие удовлетворено, 


в == ==ЛА. (5) 


Волна перемещается тогда в В и С точно так же, как это она де- 
лала бы в А, не будь здесь перерыва. Если длины ветвей между 
Ри.ЕБ равны и сечение Р равно сечению 2, то волны по приходе 
в Е соединяются в одну волну, распространяющуюся вдоль Р, и 
здесь опять не происходит отражения. Таким образом, разделение 
трубы не дало абсолютно никакого эффекта, а так как то же самое 
было бы верно и для отрицательной волны, идущей от Рк А, то 
мы можем вообще заключить, что трубу можно разделить на две 
или более ветвей одинаковой длины, и это нисколько не повлияет 
на законы воздушного колебания, если только общее сечение оста- 
нется постоянным. Если длины ветвей от Д до Е неравны, то ре- 
зультат будет иной. Кроме положительной волны в Р будут иметься 
вообще и отраженные отрицательные волны в В и С. Наиболее ин- 
тересный случай — это, когда волна гармонического типа, и одна из 


1 
ветвей длиннее чем другая, на некоторую величину, кратную = А. 


1) Эти формулы, в применении к определению отраженной и прелом- 
ленной волн в месте соединения двух труб с сечениями В--Си А, соот- 
ветственно, даны Пуассоном, Мёт. 4е РтзИНиИ, том И, стр. 305, 1819. 
Читатель не должен забывать, что оба диаметра должны быть малы в срав- 
нении с длиной волны, | 
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1 
Если разность есть четное кратное 5 ^, то результат будет такой 


же, как если бы ветви были одинаковой длины, и никакого отраже- 
ния не произойдет. Предположим, однако, что хотя сечения Ви С 
одинаковы, одна из ветвей длиннее другой на величину, равную 


1 . 
нечетному кратному - ). Так как волны приходят в ЕЁ с противо- 


положными фазами, то из соображений симметрии следует, что поло- 
жительная волна в Р должна исчезнуть и что давление в ЕЁ, кото- 
рое необходимо одинаково для всех труб, должно быть постоянным. 
Волны в В и С отражаются, следовательно, как от открытого конца. 
Обнаружить, что условия вопроса таким путем удовлетворены, мож- 
но еще, предположив, что вблизи Е, поперек трубы Р, помещена 
перегородка так, чтобы трубы В и С сообщались без изменения 
сечения. Волна в каждой трубе будет тогда без помехи про- 
ходить в другую, а изменение давления в Е, будучи результи- 
рующей равных и противоположных компонент, обратится в нуль. 
Но тогда перегородку можно удалить, не нарушая условий, и вдоль 
Е не будет распространяться никакая волна, каково `бы ни было се- 
чение этой трубы. Рассматриваемое нами сейчас устройство было 
придумано Гершелем и использовано Квинке и- другими для экспери- 
ментальных целей — применение, описать которое мы будем иметь 
случай впоследствии. Само это явление часто приводится в качестве 
примера . интерференции, против чего, конечно, нечего возразить, но 
этого нельзя уже сказать, когда читателя побуждают предположить, 
что положительные волны в Р нейтрализуют друг друга, и что этим 
все кончается. Не следует забывать, что при интерференции нет по- 
тери энергии, а только происходит ее перераспределение; если энер- 
гия и уходит из одного места, то она появляется взамен в другом. 
В настоящем случае положительная волна в А несет с собой энер- 
гию. Если волны вдоль Р нет, то имеются две возможные альтерна- 
тивы: энергия накапливается в ветвях, или же она идет назад, вдоль 
А, в форме отрицательной волны. Для того чтобы видеть, что про- 
исходит в действительности, проследим за распространением волн, 
отраженных в ЕЁ назад. 

Эти волны одинаковы по амплитуде и исходят от Е в противополож- 
ных фазах; при переходе от Е до 0) одна из них должна пройти расстоя- 


1 
ние, большее на некоторое нечетное кратное - \, чем другая, и поэтому 


по приходе в /) они должны оказаться полностью совпадающими. При 
этих условиях они соединяются в одну волну, которая распространяется 
в отрицательном направлении вдоль А, и здесь нет никакого отражения. 
Когда отрицательная волна достигает конца трубы А или подвергается 
какому-либо иному возмущению ‘на своем пути, то вся она, или часть 
ее, может отразиться, и тогда процесс повторяется. Но как бы часто 
это ни происходило, вдоль ГР волны не будет, если только в резуль- ‘° 
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тате накопления, вследствие совпадения периодов, колебание в ветвях 
не станет настолько большим, что малой его долей далее пренебре- 
гать будет нельзя. 

Мы можем рассуждать еще и следующим образом. Предположим, 
что труба Р разделена перегородкой, как прежде. Движение в кольце, 
будучи обязано силам, действующим в ДО, необходимо симметрично отно- 
сительно Ди О' — точки, которая делит ДВСО на равные части. Поэто- 
мув [находится узел, и колебание — стоячее. Если это так, то в точке 


Е, отстоящей на + \) от Д' с каждой р’ р 


стороны, должна находиться пучность, 
даже если перегородку удалить, то в Р 
все равно не будет тенденции к возник- 
новению колебания. Если периметр коль- 
ца кратен ), то в нем может существо- [й 
вать колебание данного периода незави- 
симо от всяких боковых отверстий. 
Аналогичным образом можно рас- 
сматривать и всякую другую комбина- 
цию связанных труб. Общий принцип 7 
заключается в том, что в каждом месте 
соединения можно взять объем доста- 
точно большой, чтобы он заключал в А 
себе область, где отсутствие однород- Фиг. 56. 
ности влияет на закон волн, и все же 
настолько малый, чтобы наибольшим из его размеров можно было 
еще пренебречь сравнительно с Х. При этих условиях жидкость внут- 
ри данного объема можно рассматривать так, как если бы длина вол- 
ны была бесконечно большой или сама жидкость несжимаемой; в по- 
следнем случае ее потенциал удовле- 
творял бы уравнению У? —=0, следуя 
законам, аналогичным законам элек- 
трических явлений. 
265. Когда сечение трубы пере- 
менно, проблема колебаний воздуха 
Фиг. 57. внутри ее в общем случае не может 
быть решена. Случай конических 
труб будет рассмотрен в одной из последующих глав. Здесь же 
мы исследуем приближевное выражение для высоты звука в почти 
цилиндрической трубе, взяв сначала случай обоих закрытых концов. 
Метод, который будет здесь применен, аналогичен методу, при- 
менявшемуся для.струны, плотность которой не вполне постоянна 
($5 91, 140). Этот метод основывается на принципе, согласно кото- 
рому период собственного колебания должен удовлетворять условию 
стационарноёти и поэтому может быть вычислен из потенциальной 
и кинетической энергий некоторого гипотетического движения, не слищ- 
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ком отличающегося от действительного типа. В согласии с этим 
планом, мы будем принимать, что скорость, нормальная к некоторому 
сечению $5, постоянна в пределах сечения, что должно быть очень близко 
к истине, когда изменение $ происходит медленно. Пусть Х пред- 
ставляет собой полный перенос (поток) жидкости за время $ через 


сечение при, х, отсчитываемое от состояния равновесия; тогда Хх пред- 


ставляет полную скорость потока, а Х|$ — действительную жорость 
частиц жидкости, так что кинетическая энергия движения внутри 
трубы выражается в виде: 


1 (5? 
т ах. (1) 
Потенциальная энергия 5 245 (12) выражается вообще в виде 


уф етр [| [ мау, 


или, так как 4У==$ 4х, через 


У= 5 а?р | зах. (2) 
Но, в силу условия непрерывности, 
19х 
= 9 (3) 
и, таким образом, 
1 1 (ох\? 


Если мы примем теперь для Х выражение того же вида, что при 
постоянном 5, именно 


Х== Ут“ 0$ ПЕ, (5) 
то мы получим из значений Ги У (1) и (4) 
| 
[со Хх ах 
ав 19 
и (6) 
я хх 
ъ 
0 
или, если напишем $ ==5, --А$ и пренебрежем квадратом 4$, 
1 
о @27? 2х 4$ ах 
п? == — [о (7) 


Этот результат удобно выразить через А/, поправку, которую нужна 
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внести в /, чтобы высоту звука можно было вычислять по обычной 
формуле, как если бы $ было постоянно. Значение А/ определяется 


формулой 


- 


АЕ — | с0$ 2х 4х. (8) 


> 


Эффект изменения сечения наибольший вблизи узла или вблизи 
пучности. Расширение сечения в первом случае понижает высоту, во 
втором случае — повышает ее. В точках, расположенных посредине 
между узлами и пучностями, незначительное изменение сечения не 
дает никакого эффекта. Высота, таким образом, решительно изме- 
няется при расширении или сжатии вблизи середины трубы, 
однако, влияние незначительной коничности было бы значительно 
меньшим. | 

Выражение (8) для А/ в этом виде приложимо только к самому 
низкому тону; мы можем, однако, прилагать его к т-му тону гар- 
монической шкалы, видоизменив его путем замены с0$ (2пх|/) через 
с0$ (2тпх |1). 

В случае трубы, открытой с обоих концов, (5) заменяется вы- 
ражением 


кх 
Х==с0$ т 60$ ПЬ, (9) 
что приводит к формуле 
| 
__ 2х А$ 
м [бя (10) 


вместо {8). Высота звука на этот раз повышается расширением на 
_концах или сжатием в середине трубы, и, как прежде, на нее не 
влияет небольшая общая коничность (5 281). 

266. Случай бегущих волн, движущихся в трубе переменного 
сечения, также интересен. В общей форме эта задача была бы очень 
трудной, но, если изменение сечения достаточно постепенно, так что 
значительного изменения не происходит на протяжении многих длин 
волн, то ‘принцип энергии приведет нас к приближенному решению. 
Нетрудно видеть, что в предположенном случае заметного отраже- 
ния волны на каком-либо участке ее пути не будет и что поэтому 
энергия движения должна оставаться неизменной !). Но мы знаем, 
$ 245, что для данной площади фронта волны энергия цуга простых 
волн пропорциональна квадрату амплитуды, откуда следует, что по 
мере распространения волн амплитуда колебания изменяется обратно 
пропорционально корню квадратному из сечения трубы. Во всех 
остальных, отношениях характер колебания остается абсолютно неиз- 


1) РАМ. Ма. (5), стр. 261, 1876, 


76 КОЛЕБАНИЯ В ТРУБАХ [гл. хи] 


менным. Из этих результатов мы можем получить общее представле- 
ние о действии слуховой трубки. Очевидно, что согласно обычным 
приближенным уравнениям не существует предела для концентра-` 
ции звука, происходящей в трубе с постепенно уменьшающийся 
сечением. 

Этот же самый метод применим, когда плотность среды медленно 
изменяется от точки к точке. Так, например, амплитуда звуковой 
волны, перемещающейся вверх по атмосфере, может быть определена 
из условия, что энергия остается неизменной. Из 5 245 видно, что 
амплитуда изменяется обратно пропорционально квадратному корню’ 
из плотности 1). 


1) Здесь возникает деликатный вопрос об окончательной судьбе звуко- 
вых волн, распространяющихся вверх. Следует земетить, что в разрежен- 
ном воздухе гасящее действие вязкости сильно возрастает. 


ГЛАВА ХШ 


СПЕЦИАЛЬНЫЕ ПРОБЛЕМЫ. ОТРАЖЕНИЕ И ПРЕЛОМЛЕНИЕ 
ПЛОСКИХ БОЛН 


267. Прежде чем приступить к исследованию общих уравнений 
воздушных колебаний, сосредотоним наше внимание на некоторых 
специальных проблемах, относящихся, главным образом, к движению 
в двух измерениях и допускающих строгое и тем не менее сравни- 
тельно простое решение. Таким образом, читатель, впервые знакомя- 
щийся с предметом, сможет несколько освоиться с применяемыми 
здесь идеями и методами, перед тем как приступить к преодолению 
более грозных трудностей. 

В предыдущей главе (5 255) мы исследовали колебания в одном 
измерении, которые могут происходить параллельно оси трубы, оба 
конца которой закрыты. Исследуем теперь, какие колебания возможны 
внутри замкнутого прямоугольного ящика, отказавшись от того 
ограничения, что движение должно быть только в одном измере- 
нии. Для каждого простого колебания, возможного в данной систе- 
ме, ф изменяется ‘как тригонометрическая функция времени, ска- 
жем, соз Раф, где Е — некоторая постоянная, отсюда © = — А?а?5, 
и поэтому, в силу общего диференциального уравнения (9) 
$ 244, | 

У?о -- Е*о = 0. (1) 


Уравнение (1) должно быть удовлетворено всюду в заключенном 
внутри ящика объеме. Условие на поверхности, которое должно быть 
удовлетворено на шести гранях ящика, есть просто 


=0, = (2) 


где 4п представляет собой элемент нормали к поверхности. Удовле- 
творить (1) и (2) одновременно возможно только при особых значе- 
ниях А. 

Примем три ребра, встречающиеся в одной вершине, за оси 
прямоугольных координат и положим, что длины ребер равны, соот- 
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ветственно, @, В, 7. Мы знаем ($ 255), что 
фз (р), ф==соз (ч3), ф==сз ("== ), 


где р, 4, 2— целые числа, являются частными решениями задачи. 
Уравнение (2) удовлетворяется любой из этих форм, а при условии, 
что А равно рта, ап|В или гп], как это может иметь место, 
удовлетворяется также и уравнение (1). Равным образом очевидно, 
что условие на границе (2) удовлетворяется на всей поверхности 


формой ` 
== сз (р =) соз (4°%' ) соз (,=), (3) 
а В 1 
‘которая удовлетворяет также (1), если А взято таким, что 
р? 4? г2 
мт? (6-53), (4) 


где р, 4, г, как и прежде, целые числа !). 
Общее решение, полученное сложением всех частных решений, 
охватываемых (3), есть 


ф—=УУ У (Асоз Раё -- 
7 Вт йа8 . с0$ (р =) . с0$ (ч т) . с05 (^=), (5) 


гле Ди `В— произвольные постоянные, и суммирование распростра- 
няется на все целые значения р, 4, г 

Это решение достаточно общее, чтобы охватить случай любого 
такого начального состояния внутри ящика, при котором отсутствует 
молекулярное вращение. Начальное распределение скоростей зависит 


от начального значения ф, или \ (ш@х -- оду —— 42), и по тео- 


реме Фурье может быть представлено в виде (5), если приписать 
соответствующие значения коэфициентам А. Подобным же образом 
можно представить произвольное начальное распределение сжатия 


(или разрежения), зависящее от начального значения ф, если припи- 
сать соответствующие значения коэфициентам В. 

Настоящее исследование можно изложить несколько иначе, если 
предположить, в согласии с теоремой Фурье, что общее значение ф 
в момент { может быть выражено в форме 


ф—= УУ У Ссоз (р =) . соз (4%) . с0$ (^=), 


где коэфициенты С могут зависеть от Ь но не от х, у, 2. Тогда 
можно было бы образовать выражения для Ги У и показать, что 
они заключают только квадраты коэфициентов С, а из этих выраже- 


1) Рираше!, [роли Ше Гоитп. Май. том ХТУ, стр. 84, 1849. 
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ний вытекли бы нормальные уравнения движения, связывающие каж- 
дую нормальную координату С с временем. 

\'Колебание наинизшей частоты —то, в котором все движение 
параллельно наибольшему измерению ящика, и здесь нет внутреннего 
узла. 

Таким образом, если @ наибольшее из трех ребер а, В, |, то мы 
должны взять р=1, 9=0, г=0. 

В случае кубического ящика а==В ==, и тогда вместо (4) мы 


имеем. 
са 
= (р?--9?--”), (6) 
или, если Х — длина ВОЛНЫ ДЛЯ плоских ВОЛН Того Же самого периода, 
21 
) —= 
ИР (7 


Для самого медленного колебания (низкого тона) р=1, 4==0, 

г=0 или р=0, 9=1, Г=0 ит. д. и ^=2а. Следующий из 

наиболее низких тонов, когда р==|1, 9=1|, г==0 ит. д., и тогда 
— 2а 

х—=2а. Когда` р —=1, 4=1, г==1, = . Для четвертого 

низкого тона р =2, 4=0, г=0 ит д., а тогда \==а. 

Как и в случае мембраны (8 197), когда два или больше основ- 
ных типов колебания имеют один и тот же период, другие колебания 
данного периода могут быть получены путем наложения. Тройной 
бесконечный ряд возможных простых составляющих колебаний не 
обязательно полностью представлен в частных случаях сложных коле- 
баний. Если, например, мы предположим, что содержимфе ящика 
в начальном состоянии нигде не сжато и не разрежено и имеет оди- 
наковую скорость, компоненты которой, параллельные осям координат, 
равны соответственно #., 9, ®,, то мы не получим ни одного про- 
стого колебания, для которого свыше, чем одно из трех чисел р, 4, г 
конечно. Действительно, каждая компонента начальной скорости может 
рассматриваться отдельно, и задача аналогична той, которая решена 
в $ 258. 

В дальнейших главах мы встретимся с другими примерами воз- 
душных колебаний в совершенно замкнутых сосудах. 

Некоторые из собственных нот воздуха, содержащегося в комнате, 
можио, вообще говоря, обнаружить, если пропеть гамму. Вероятно, 
до некоторой степени таким путем слепые способны оценивать размеры 
комнат !). 


1) Замечательный пример цитируется в Машга! РаЙозорйу Юнга, том ИП, 
стр. 272 из Хоопоптёа Дарвина, том Ш, стр. 487. «Покойный слепой судья 
Филдинг, когда он однажды посетил меня, вошел в мою комнату впервые 
и после того, как произнес несколько слов, сказал: „Эта комната имеет 


около 22 футов длины, 18 ширины и 12 высоты“; все это он определил 
с большой точностью на слух». 
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В длинных и узких проходах колебания, параллельные их длине, 
слишком медленны, чтобы действовать на ухо, но ноты, обязанные 
поперечным колебаниям, часто можно слышать. Относительные про- 
порции различных обертонов зависят от места, в котором создается 
возмущение 1). | 

В некоторых случаях этого рода на высоту колебаний, направле- 
ние которых, в основном, поперечное, влияет наличие продольного 
движения. Предположим, например, в (3) и (4), что д=1, г=0 
и что @ значительно больше, чем В. Для основного поперечного 


п 
колебания р —=0 и = . Но кроме этого имеются колебания 
другого типа, в которых движение, в основном, поперечное; мы по- 
лучаем их, приписывая р малые целые значения. Так, когда р==1, 


Ти т\` 
ит (ав) 


— выражение, показывающее, что высота почти такова же, что и 
прежде ?). 

268. Если мы предположим ‘] бесконечно большим, то ящик 
прелыдущего раздела превращается в бесконечную прямоугольную 
трубу со сторонами а и В. Каково бы ни было движение воздуха 
внутри этой трубы, его потенциал скорости можно выразить по тео- 
реме Фурье в виде ряда 


9==УХ Ам соз р“ + 0593, (1) 


где коэфициенты А не зависят от х и у. Пользуясь этой формой, 
мы обеспечиваем выполнение граничного условия, требующего отсут- 
ствия движения через стенки трубы; природа А, как функции & и, 
зависит от других условий задачи. Рассмотрим случай, в котором 
движение в каждой точке гармоническое и обязано нормальному 
движению, сообщаемому перегородке, помещенной поперек трубы 
при ===0. Принимая, что ф пропорционально во всех точках ей", 
мы получаем обычное диференциальное уравнение 


д? 02% | 0% 
Ир, С) 


которое в силу свойства сопряженности функций должно удовлетво- 
ряться в отдельности каждым членом (1). Таким образом, для опре- 


1) Орре|, „О!е Пагтоп1зсВеп ОБегбпе дез Чигсй рагаПе!е У/Апае ег- 
геф{еп КеПех1оп$опез, Ройзсйе 4ег РпузЕА, ХХ, стр. 130. 

2) В моем доме есть подземный коридор, в котором можно, пропев’ 
надлежащую ноту, возбудить свободные колебания, продолжающиеся много 
секунд, и часто случается, что звучащая нота сопровождается отчетли- 


1 
выми биениями. Ширина коридора около 4 футов, высота около 6; футов. 
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деления А в функции 2 мы получаем 


42А 2 2 

29 2 — 1229 — 
Решение этого уравнения отличается по форме в зависимости от 
знака коэфициента А. Когда р и 4 равны нулю, коэфициент необ- 
ходимо положителен, но когда р и 4 возрастают, коэфициент меняет 


знак. Если коэфициент положителен и если его обозначить через }43, 
то’ общее выражение А„ может быть записано так: 


Ар =В, ае ? (Раё+ иг) —- С, де (Ва/-р2), (4) 


где В и С„,-—так как множитель слов выражен явно, — абсолют- 
ные постоянные. Однако, первый член в (4) выражает движение, 
раепространяющееся в отрицательном направлении, что исключается 
условиями задачи, и мы, таким образом, должны взять в качестве 
члена, соответствующего р, 9, просто 
— кх пу цлаЁ-ьг) 
= С с05р-. с08 9-е . 
В этом выражении С ра МОжет быть комплексным; переходя к дейст- 


вительным величинам и беря две новые действительные произвольные 
постоянные, мы получаем: 


хх п 
ф==[В о 0$ (#4Ё — |2) -- В ро п (Ваё — и2)] созр = * 6059 а . (5) 
Мы должны теперь рассмотреть форму решения в тех случаях, когда 
коэфициент при Ар в (3) отрицателен. Если мы обозначим его через 
— У, то решением, соответствующим (4), будет 


А== =—е Ра (Вр е\2 -|- С, а”; (6) 


первый член его должен быть отброшен, как обращающийся в беско- 
нечность вместе с`2. Мы получаем, таким образом, соответственно (5), 


р==е-* [О „)соз Ва -- Е у п Кай] созр = с059 = с. (7) 


Решение, полученное соединением всех частных ремений, даваемых. 


(5) и (7), является общим решением задачи и допускает по всему 


д 
сечению 2—0 для 5 значение, произвольное в каждой точке и по 


амплитуде и по фазе. 

На болышом расстоянии от источника члены вида (7) становятся 
незначительными, и движение представляется одними лишь членами 
вида (5). Влияние членов, соответствующих большим значениям р и 
а, проявляется, таким образом, лишь в непосредственном соседстве 
с источником, и уже на не очень больших расстояниях всякие внезап- 
ные изменения или разрывы в движении в = ==0 постепенно сглажи- 
ваются и исчезают. | 


6 Рэлед 
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Если мы сосредоточим наше внимание на каком-нибудь частном 
виде колебания (для которого р и 4 не равны нулю одновременно) 
и представим себе, что частота колебания возрастает, начиная от 
нуля, то мы увидим, что эффект, имевщий место вначале лишь по 
соседству с источником, постепенно распространяется все дальше и 
дальше и, после того как пройдено определенное значение, распро- 
страняется сам собой на бесконечно болышое расстояние, причем 
критическая частота есть частота двумерных свободных колебаний 
соответствующего типа. Ниже ‘критической точки, чтобы поддержи- 
вать движение, не требуется никакой работы; выше ее — нужно 
затрачивать в 2==0 столько работы, сколько уносится ее за это же 
время в бесконечность. 

268а. Если мы предположим, что ‘в общих формулах $ 267 
г=0, то мы возвратимся к случаю чисто двумерного движения. 
Третье измерение (у) камеры тогда не имеет никакого значения, и 
наша задача может рассматриваться, как задача колебаний прямоуголь- 
ной пластины воздуха, ограниченной, например, двумя параллельными 
стеклянными пластинами и боковой прямоугольной границей. В этой 
форме она была изучена как экспериментально, так и теоретически 
Кундтом 1). Потенциал скорости есть просто 


кх 
ф==.с0$ (р “я ) со (17), (1) 
где ри 9— целые числа, а частота определяется выражением 
21 9 
вт (5-5). (2) 


Если пластина открыта на границе, то приближенное решение 
можно получить, предположив, что ф здесь исчезает. В этом случае 
выражение для < выводится из (1), если вместо косинусов написать 
синусы, между тем как уравнение частот сохраняет ту же самую 
форму (2). Это уже было обсуждено в связи с вопросом о мембра- 
нах в $ 197. Если а==В, так что прямоугольник становится квадратом, 
то различные нормальные виды колебаний одной и той же высоты 
могут комбинироваться, как объяснено в $ 197. 

В опытах Кундта колебания возбуждались через отверстие в одной 
из стеклянных пластин, к которой был приложен конец соответствую- 
щим образом настроенного стержня, колеблющегося продольно; раз- 
деление на сегменты указывалось поведением пробочных опилок. Что 
касается высоты, то хорошее согласие с вычислениями было в случае 
пластин, закрытых по боковой границе. Когда прямоугольная гра- 
ница была открыта, наблюденные частоты были слишком малы — 
расхождение, которое следует приписать исключительно приближен- 
ному характеру допущения, о неизменности, давления в пластине 
(см. 5 307). 


1) Кипаф Роое. Апп., том ХТ. стр. 177, 337 (1873). 
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Теория круглой пластины воздуха связана с бесселевыми функ- 
циями и рассматривается в $5 339. 

269. Мы исследуем теперь результат сложения двух цугов плос- 
ких волн гармонического типа с одинаковыми амплитудамн и длинамн 
волн, направления распространения которых составляют друг с дру- 
гом угол 24. Это — двумерная задача, поскольку во всех плоскостях, 
перпендикулярных к линиям пересечения двух групп волновых фрон- 
тов, картина явления будет совершенно одинаковой. 

Положения плоскостей максимального сжатия для каждого цуга 
волн в любой момент времени можно представить параллельными 
линиями, проведенными через одинаковые интервалы \ в плоскости 
бумаги; нужно предположить при этом, что эти линии движутся со 
скоростью а в направлении, перпендикулярном к их длине. Если обе 
серии линий начерчены, то бумага разделяется на систему равных 
параллелограммов, которые перемещаются в направлении одной группы, 
диагоналей. В каждом углу параллелограмма сжатие удваивается в 
результате Наложения двух цугов волн, а в центре каждого паралле- 
лограмма по той же самой причине максимальным является разреже- 
ние. На каждой диагонали располагается поэтому серия максимумов 
и ‘минимумов сжатия, перемещающихся без изменения их относитель- 
ного расположения со скоростью @|с0$@. Между каждыми двумя 
соседними линиями максимумов и минимумов находится параллельная 
им Линия нулевого сжатия, на которой два цуга волн нейтрализуют 
друг друга. Особенно замечательно то, что если бы этот волновой 
узор был виден (подобно соответствующему волновому узору на воде, 
к которому приложимо все предыдущее рассуждение), то он пред- 
ставился бы перемещающимся вперед без изменения своего вида в 
направлении, отличном от направления каждого из составляющих 
цугов волн и со скоростью, отличной от той, с которой движутся 
оба составляющие цуга.. 

Чтобы выразить результат аналитически, предположим, что оба 
направления распространения одинаково наклонены под углом а 
к оси х-ов. Сами сжатия можно представить соответственно в виде: 


05 3" (44 — хс0а — узша) 


21 | 
с0$ = (41 — х соза -- узша), 
и, таким образом, выражение для результирующей будет иметь вид: 
. 2 2 
5==60$ 5 (4#— хс05а — узта) —- с0$ 5. (4 — хсоза-|-- узпа) = 
== 2с0$ 5 (4 — х оз а) соз 7" (узша). (1) 


Из (1) следует, что распределение величины 5$ на плоскости ху 
перемещается параллельнб оси Х-ов, не изменяя своего вида и с оди- 


6* 
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наковой всюду скоростью = . Если рассматривать $ как функцию у, 
то $ имеет максимум, когда узша равно 0, », 2%, 3), ит. д., 
между тем как для промежуточных значений, именно 5 \, 5 А, ..., 5 
обращается в нуль. 


Если а=== п, так что два цуга волн идут друг другу навстречу, 


то скорость распространения параллельно х становится бесконечной, 
а (1) принимает форму 


5=2 с0$ (5: г) сз (5" у), (2) 


которая представляет стоячие волны. 

Задача, которую мы только что рассматривали, в действительности 
совпадает с задачей об отражении цуга плоских волн от бесконечной 
нлоской стены. Так как выражение в первой части уравнения (1) 
является четной функцией у,.то $ симметрично относительно оси х-ов, 
и, следовательно, движение поперек этой оси отсутствует. При этих 
условиях очевидно, что на движение нисколько бы не повлияло, 
ёсли бы мы расположили вдоль оси х-ов абсолютно неподвижную 
стену. Если @ есть угол между поверхностью и направлением распро- 
странения падающих волн, то скорость, с которой движутся места 
максимального сжатия (соответствующие местам наиболышего возвы- 
апения для волн на воде) вдоль стены, равна &|с0$ @&. Следует заметить, 
что воздушные давления не имеют тенденции перемещать стену как 
целое, за исключением случая абсолютно перпендикулярного падения, 
так как в любой момент времени их столько же положительных, 
сколько и отрицательных. 

269а. Когда звуковые волны, распространяющиеся от удаленного 
источника, отражаются перпендикулярно твердой стеной, то наложе- 
ние прямой и отраженной волн приводит к возникновению системы 
узлов и пучностей, совершенно так же, как в случае трубы, рас- 
смотренном в 5 255. Узловые плоскости, т. е. поверхности исчезаю- 
щего движения, располагаются на расстояниях, являющихся четными 
кратными четверти длины волны, пучности же делят пополам расстоя- 
ния между узлами. При экспериментальном исследовании обычно 
лучше всего искать места минимального эффекта, но, будут ли это 
узлы или пучности, зависит от применяемого аппарата — соображение, 
пренебрежение которым приводило к путанице!). Так, резонатор 
перестает отвечать, если его устье совпадает с пучностью, и следо- 
вательно, этот метод исследования дает пучности, когда резонатор 
связан с ухом или с «манометрической коробкой» (5 282). Это же 
самое заключение верно и при пользовании невооруженным ухом, 


а М. Зауагь Алл. 4. Сшт., том [ХХТ, стр. 20, 1839; том ХИ, стр. 385, 


Ф 
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если только голова экспериментатора не представляет собой препят- 
ствие слишком болышое, чтобы заметно нарушить первоначальное 
распределение узлов и пучностей 1). Если, с другой стороны, инди- 
катором служит маленькая натянутая мембрана, подвергающаяся воз- 
действию с обеих сторон, чувствительная струя дыма или пламя, 
то местами исчезающего возмущения будут узлы ?). 

Полное установление стоячих колебаний с узлами и пучностями 
занимает некоторое время, в течение которого звук должен поддер- 
живаться. Когда в комнате, лишенной ковров и занавесей, непрерывно 
звучит ‘брганная труба, легко, прислушиваясь с помощью резонатора, 
найти места, где основной тон почти полностью замирает. Но в пер- 
вый момент после нажатия клавиша или непосредственно после того 
как он отпущен, интересующий нас тон слышен и часто с порази- 
тельной силой. 

Образованием стационарных узлов и пучностей перед отражающей 
стеной можно с успехом воспользоваться, когда желательно определить 
длины волн воздушных колебаний. Метод является особенно ценным 
в случае очень пронзительных звуков и колебаний такой частоты, что 
они уже не слышны. С помощью чувствительного пламени высокого 
давления можно проследить за колебаниями, полученными при помощи 
маленьких птичьих манков (свистков для подманивания птиц), с длиною 
волны до 6 см, что соответствует частоте около 55 000 колебаний в 
секунду. 

270. До тех пор, пока среда, передающая звук, сохраняет не- 
прерывность и однородность, плоские волны могут распространяться 
в любом направлении с постоянной скоростью и не меняя своего типа; 
однако, когда волны достигают какой-либо части среды, где ее меха- 
нические свойства претерпевают изменение, возникает некоторое 
возмущение. Общая проблема колебаний переменной по своим свой- 
ствам среды, вероятмо, совершенно недоступна нашей современной 
математике, однако, многие, интересные для физики вопросы возни- 
кают в случае плоских волн. Предположим, что среда однородна 
выше и ниже некоторой определенной плоскости (х ==0), но что при 
пересечении этой плоскости имеет место внезапное изменение меха- 
нических свойств, от которых зависит распространение звука — именно, 
сжимаемости и плотности. На верхней стороне плоскости (кото- 
рую для отчетливости понимания мы можем предполагать горизон- 
тальной) цуг плоских волн перемещается так, что встречает ее более 
или менее наклонно; задача состоит в том, чтобы определить (пре- 
ломленную) волну, которая распространяется вперед во второй среде, 
а также и ту волну, которая проникает обратно в первую среду, 
т. е. отраженную. Мы должны в первую очередь образовать уравне- 
ния движения и выразить граничные условия, 


1) РЁИ. Маг., том УП, стр. 150, 1879. 
*) РЕЙ. Маг., 1ос. сЙ., стр. 153. 
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В верхней среде, если р есть естественная плотность, а $ — сжи- 
маемость 
плотность ==р (1 -[- 5), 
давление =Р (1 -|-- А$), 


где А — коэфициент, зависящий от сжимаемости, а Р — давление 
в невозмущенном состоянии. Равным образом в нижней среде 


плотность == р, (1 -[- 51), 
давлейие —=Р(1 -- 4,5}, 


иричем невозмущенное давление одинаково по обе стороны от х==0. 
Беря ось 5 параллельной линии пересечения волновой плоскости с по- 
верхностью раздела`х —=0, мы имеем для верхней среды ($ 244): 


92 __ 0? ; 0% 
о Уз (ан) (1) 
И 
д 
эе-- Ув ==0, (2) 
где 
у”. (3) 
Аналогично для нижней среды 
д? 0. ‚ д? 
= и (52 +58) (4) 
И 
д 
ет -- Ия ==6, (5) 
где 
у=РА 6 
О (5) 


Эти уравнения должны быть удовлетворены во всех точках жидкости. 
Граничные условия требуют, кроме того: (Г) чтобы во всех точках 
поверхности раздела скорости, перпендикулярные к поверхности, были 
одинаковы для обеих жидкостей, или 
| 9% 91 
ЭЕ== 9х › При х==0; (7) 
(П) чтобы были одинаковы давления, откуда 2415; == А$, или, в силу 
(2}, (3), (5) и (6), , } 
0, 91 
Во === 1 при х —0. ($) 
Чтобы представить цуг волн гармоническего типа, мы межем 
принять ф н $, пропорциональными е&°х+87+9, где. уравнение 
ах --- Бу==с0п3{ определяет направление волновой плоскости. Если 
ин примем для падающей волны 
— д’Цах+ 
ф== фея +с, (9) 


$ 
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то отраженная и преломленная волны могут быть представлены со- 
ответственно выражениями 


ф == ф"еК-ах+87+ 60, (10) 
41 ==, е(@х+5у+сй). (1 1) 


Коэфициент при # необходим один и тот же во всех трех волнах 
за счет периодичности, а коэфициент при у должен быть одинако- 
вым вследствие того, что следы всех волн на плоскости раздела 
должны" двигаться вместе. Что же касается коэфициента при х, то 
посдё подстановки в диференциальные уравнения видно, что его знак 
при переходе от падающей к отраженной волне изменяется на обрат- 
ный; действительно, 


с? == У? [( Е а)? -|- 62] == У? [а@-- 62]. . (12) 


о—® есть синус угла, заключенного между осью х и нор- 
уятя 
малью к волновой плоскости — на языке оптики, синус угла падения, а 
————_ аналогично — синус угла преломления. Если эти углы обо- 
Уа? 52 
значить через @ и 6,, то (12) требует, чтобы отношение 10| 0, 
было равно постоянному отношению У]|У, — хорошо известный закон 
синусов. Законы преломления и отражения вытекают просто из того 
факта, что скорость распространения в направлении, нормальном 
к волновым фронтам, постоянна в каждой среде, т. е. не зависит от 
направления волнового фронта, рассматриваемого в связи с равенст- 
вом скоростей следов всех волн на плоскости раздела (Ут 0 == 
—= У,[$18,). Остается удовлетворить граничным условиям (7) и (8). 
Они дают 
аи (13) 
р(ф’-Н $") == риф, 
откуда 


= (2-х, = — м). (14) 


Этим завершается символическое решение. Если а, (и @,) действитель- 
ны, ТО мы видим, что, если падающая волна есть 


ф==с05 (ах | ву св, 
или, через Т, Хи 6, 


= 0 =" (х с05 8 уз 0 -- УД, (15) 
то отраженная волна есть 
м __ Св; 
р ^ сб . 
РС. = — 4 5050 {- узн@ -- У) (16) 


р себ 
т 
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а преломленная волна 


Е] ут 0, Ид. (17) 
[2% + Со 91 21 
9 с 0 
‘Формула для амплитуды преломленной волны, именно 
м СЕЙ 
$" сы 9 (18) 
Фе — в -- с в’ 
сю 


получается здесь в предположении, что волны — гармонического типа; 
но так как в нее не входит Х и так как здесь не происходит измене- 
ния фазы, то она может быть распространена, в силу теоремы Фурье, 
на волны любого типа. 

Если отраженной волны нет, то с 6, [с 0 —р,[0, откуда и из 


1-22, __ У? 
1-45 20, у 


2 
и у) уз 
ыы се. 1. (19) 
й У? У? 


МЫ ВЫВОДИМ 


у. 

Если предположить, что показатель преломления -7 заключается меж- 

ду единицей и, то это соотношение показывает, что всегда суще- 
1 


ствует угол падения, при котором волна проходит полностью; при 
других `условиях такого угла‘ не существует. 

Так как (18) не изменяется (исключая знак) при перестановке 
9, О; р, р; и т. д., мы заключаем, что волна, падающая во второй 
среде под углом 6, отражается в той же самой пропорции, что 
и волна, падающая в первой среде под углом 0. 

В качестве численного примера, предположим, что верхняя среда 
есть воздух при атмосферном давлении, а нижняя среда — вода. 
Подставляя вместо с @, его выражение через @ и показатель преломле- 
ния. мы получаем 


2 
меду (И 1) 9 0 
сы У, у? 5’ (20) 


у. 
или, так как приближенно 7 == 4, 3, 


а. 
и 1—0,23/ 1 — 17.5186, 


отсюда видно, что отношение котангенсов уменьшается до нуля, когда 6 
возрастает от нуля примерно до 13°, а далыне оно становится мни- 
мым, что указывает на полное внутреннее отражение, как это мы 
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сейчас увидим. Следует помнить, что если применять оптические тер- 
мины в акустике, то именно вода должна рассматриваться как „раз- 
реженная среда“. Отношение плотностей составляет примерно 770/1, 
так что 


з"__1— 0,0003/ 11751520 


и — Г одозутЕИ вая — | — 0,0006 1 — 17,5 


$ 
с очень большим приближением. Даже при перпендикулярном паде- 
нии отражение почти идсальное. Если обе среды — газообразные, то 
при постоянной температуре А, = А, и если даже учесть развитие теп- 


лоты при сжатии, то в случае простых газов заметной разницы 


— [2 $112 0 
между Ди А, не будет. Но, если А, =А, то 5 = тт. и фор- 


мула для интенсивности отраженной волны принимает вид: 


9020 2 0—0) 21 
$’ 51120-51120  14(0-60.)’ 9 


совпадая с формулой, выведенной Френелем для света, поляризован- 
ного перпендикулярно к плоскости падения. В согласии с` законом 
Брьюстера отражение исчезает при угле падения, тангенс которого 


равен и. В 
1 
Но если, с другой стороны, р, ==, и причиной возмущения 
является изменение сжимаемости, то мы имеем 
$" 28—50 $1 (0, —0) 


— —*  смванаыню 


$ 6-8 $1 (9 9) 


что согласуется с формулой Френеля для света, поляризованного 
в плоскости падения. В этом случае отраженная волна не исчезает 
ни при каком значении угла падения. 

Вообще, когда @ ==0, 


(22) 


ОА 
и 
т "т, (23) 
$ аи 
РУ: 
так что отражения нет, если у: . В случае газов т = , 


1 
и тогда 


9" _ Ун-Ур _—У- У, 


" Уй-У УИ 

Предположим, например, что отражение происходит при пер- 

пендикулярном падении на поверхности, разделяющей воздух и водо- 
род. Мы имеем 


(24) 


о—=0,001276, 2, =0,00008837, 
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откуда Ур Ир, =3,800, что дает 
ф" — — 0,5833%"'. 
Отношение интенсивностей, которые пропорциональны квадратам ампли- 
туд, составляет 0,3402:1, так что около одной трети отражается. 
Если различие между обеими -средами очень мало, то мы пишем 
И, = У- ФИ, и (24) принимает вид: 
. Ф"__ 1 5у 
2 У’° 
Если первая среда — воздух при 0°С, а вторая среда — воздух при 
юс, у-3У= УИ1-[0,00366Е, так что 


ф” 
5 — —0,000914, 


(25) 


Отношение интенсивностей отраженного и падающего звуков есть 
поэтому 0,83.10-6.#2:1. 

В качестве другого примера того же рода мы можем взять слу- 
чай, где первой средой является сухой воздух, а второй — воздух 
при той же температуре, насыщенный водяным паром. При 10°С 
воздух, насыщенный водяным паром, легче, чем сухой воздух, при- 
1 
440 
с (25), что отраженный звук составляет всего лишь около 1/774 000 
части падающего звука. 

Мы видим из этих вычислений, что отражение от теплого или 
влажного воздуха вообще должно быть очень мало, хотя несомненно, 
что эффект может накопиться в результате повторения.. Следует также 
помнить,’ что на практике переход от одного положения вещей к дру-` 
гому был бы постепенным, а не внезапным; как это предполагается 
настоящей теорией. Если пространство, занятое переходной зоной, 
достигает значительной доли длины волны, то отражение значительно 
уменьшается. В связи с этим мы можем ожидать, что низкие звуки 
`будут распространяться через неоднородную среду менее свободно, 
чем высокие. 

Отражение звука от поверхностей, разделяющих части газа с раз- 
личными плотностями, привлекло внимание Тиндаля, который приду- 
мал несколько поразительных опытов для иллюстрации явления !). 
Например, звук язычковой трубы, издающей высокий тон, проводился 
через тонкую трубку к чувствительному пламени, которое служило 
индикатором. Помещая между трубкой и чувствительным пламенем 
газовое пламя, выходящее из обычной горелки, можно было уничто- 
жить большую часть эффекта. Более того, держа пламя под соответ- 
ствующим углом, можно было отразить звук через другую трубку 


мерно на 1|220, так что ВИ = У. Отсюда мы заключаем, в связи 


1) Тупйа|, боил@, 3»е издание, стр, 282, 1875, 
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в количестве, достаточном для возбуждения второго чувствительного 
пламени, которое при отсутствии отражающего пламени оставалось 
бы спокойным. 

[Преломление звука было продемонстрировано экспериментально 
Зондхауссом 1) с помощью баллона из коллодия, наполненного угле- 
кислым газом. | | 

Предыдущие выражения (16), (17), (18) справедливы во всех 
случаях отражения от „более плотной“ среды; однако, если скорость 
звука больше в нижней среде и угол падения превосходит критиче- 
ский угол, то 4, становится мнимым, и формулы нуждаются в видо- 
изменении. В последнем случае невозможно, чтобы существовала 
преломленная ‘волна, так как если бы даже угол преломления был 
равен 90°, то ее след на плоскостн раздела необходимо должен был _ 
бы перегнать след падающей волны. 

Если вместо @, написать — &@., то символические уравнения таковы: 


падающая волна 
фФ== 7. (ах+ву+с1), 


отраженная волна 


9 
Зы: 
ф= р ы е(-ах+у+с0, 
2: 2 
— — | — 
е а 
преломленная волна 
= 2, гА- +9, 
1 „@ 
— — 1— 
р а 
Отбрасывая всюду мнимые части, получаем: 
падающая волна 
ф==с0$ (ах Ву-- сё); (26) 


отраженная волна 
ф== 00$ ( — ах ву сЁ- 2); (27) 


преломленная волна 
"У. зе" со (ву сё 8) (28) 
м, 91 
Рая 


9 = —. (29) 


где 


Эти формулы указывают ‚на полное отражение. Возмущение во вто- 


1) Зопанаиз$ о, „ том ЬХХХУ, стр. 378, 1852, РАД, . У 
стр 7$, 1858, ОЕ, Чл 7 | СТР УРА ТОО Ин том У 
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рой среде вообще не является волной в обычном смысле слова и на 
коротком расстоянии от поверхности раздела (х — отрицательное) 
становится незаметным. Вычисляя &@, из (12) и выражая эту величину 


через и \, находим 
Г. 2= 2 У? 
а) =" и $1120 — т ; (30) 


это выражение показывает, что возмущение проникает во вторую 
среду не далее, чем на несколько длин волн. 

Разность фаз между отраженной и падающей волной есть 3, 
где 


ке {528 — реет. (31) 


|4 
Если среды имеют одинаковую сжимаемость, то кан. и 
1 


42 5 == УИ вв 5 620 — 5ес?6. (32) 


Так как при отражении и преломлении нет потерь энергии, то 
работа, перенесенная за некоторое время через некоторую площадь 
фронта падающей волны, должна быть равна работе, перенесенной 
за то же время через соответствующие площади отраженной и прелом- 
‹ленной волн. Эти соответствующие друг другу площади находятся, 
очевидно, в отношении 


с0$ 0:с0$ 0:с0$ 6; 


и, таким образом, в силу 5 245 (т одинаково для всех волн) 
с050 2 я (9' "—" ) = 03 6, 9 у. 91, 
а так как У|У, = в, 
рее бо" ^— 9") = р; сю 66, (38) 


что и представляет собой условие энергии и совпадает с результатом 
перемножения двух граничных уравнений (13). 

Если скорость распространения больше в нижней среде, ‘чем 
в верхней, и угол падения превосходит критический угол, то энергия 
во вторую среду не переносится; иными словами, отражение тогда 
полное. 

Метод настоящего исследования в основном тот же, каким 
пользовался Грин в статье об „Отражении и преломлении звука“ !). 
Случай перпендикулярного падения был впервые исследован Пуассо- 


1) Огееп, Сатиазе ТгапзасНопт$, том УТ, стр. 403, 1828, 
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ном !), получившим формулы, соответствующие (23) и (24), которые, 
‚однако, уже были даны Юнгом для отражения света. В следующем 
мемуаре?) Пуассон рассмотрел общий случай наклонного падения, 
ограничившись, однако, газообразной средой, для которой справедлив 
закон Бойля, и путем очень сложного анализа пришел к результату, 
эквивалентному (21). Он подтвердил также, что энергии отра- 
женной и преломленной волн в сумме дают энергию падающей 
волны 3). 

271. Если вторая среда неограниченно простирается вниз и 
совершенно однородна по своим механическим свойствам, то про- 
ходящая волна непрерывно распространяется вниз. Но если при 
х —=—[ имеется дальнейшее изменение сжимаемости или плотности 
или и того и другого, то часть волны будет отброшена назад и по 
приходе к первой поверхности (х — 0) разделится на две части; 
одну, проникшую в первую среду, и другую, отраженную назад, 
чтобы снова разделиться при х=—— [и т. д. Проследив ‘за даль- 
нейшей историей этих волн, можно получить решение проблемы; 
при этом результирующие отраженная и проходящая волны будут 
складываться из бесконечного ряда компонент, всех параллельных 
и гармонических. Это — метод, обычно применяемый для соответст- 
вующей задачи в оптике; он вполне строг, хотя, может быть, не 
всегда достаточно разъясняется; повидимому, однако, он не имеет 
никаких преимуществ перед более прямым анализом. В последующем 
исследовании мы ограничимся случаем, когда третья среда одинакова 
по своим свойствам с первой. | 

В первой среде 

фе (аку +е9) фе сах чей. 


Во второй среде 
ф — ф'ей(их+бу+сй) -- ф"е! —ах+6у+с1), 


В третьей среде 
ф ЕЕ фе! (ах+87+60, 


при условиях 
= У? (2 62) = У? (а? | #2). (1) 


На обеих поверхностях раздела мы должны обеспечить равенство 
нормальных составляющих скоростей и давлений: для х==0 


а (ф’ __ ф") — а. (Ф’ —__ ф"), 
р (ф'’ |") == р, (ф'-Н 9”, 


1) Ро1ззоп, Мёт. 4е Р[пзНий, том ИП, стр. 305, 1819. 

2) Ро!5зоп, „Меётоте зиг 1е топуетепт де Чеих Ише @азНаиез 
зирегрозёз“, Мёт. 4е РГл5 и, том Х, стр. 317, 1831. 

3) [Интересно и поучительно отметить одно замечание Лапласа в пере- 
писке с Юнгом. Великий аналитик пишет (1817): „Я твердо уверен в том, 
что проблема распространения волн, проходящих через различные среды, 
никогда не была разрешена, и что она, быть может, выходит за пределы 
возможностей современного анализа“. (Уоцпе, МогЁ$, том Г стр. 374).| 


(2) 
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ДлЯ Хх—-— | 


ал (ф’е-1о — фи) ре, (3) 


0 (ф’е-1ми -- ф"е!аи) = офает"“, 


откуда необходимо исключить ы и Ф". Получаем: 


(ф’— 4") соза ИЕ ее НФ") $1 411 = фе-&, 
(4) 


(р'-- 9") сова! — 1 о (ф’— 9’) па == фе- 


а из этих уравнений, если’ обозначить для краткости ар:[а:0 через а, 


9" __ а— а-Г 
Р_ ара сай , (5) 
*— ст (8) 
$ 205 а/-- 2 а (а -На-1) ° 


Чтобы перейти к действительным величинам, нужно привести эти 
выражения к виду Ре. Если @, действительно, то мы находим 
соответственно для падающей волны 
ф=—=с0$ (ах -- Ву -- сё, 
для отраженной волны 
= ах уе (т) 
У4 с1о?а -- («- а-1} 


и для проходящей волны 


— 2608 (ах рву реа 9 _ (8) 
ы 4 с05а1/ -Ё зш2а (а Ра-1)8 ' 
где | | 
1 
== (аа ва. (9) 


Если &— р: с 0 |6 св 0, =1, то отраженной волны нет, а про- 
ходящая волна представляется выражением 


ф=—=с0$ (ахуе! — а, 


показывающим, что, исключая изменение фазы, вся среда в целом 
могла бы быть и однородной. 
Если / мало, то мы имеем приближенно для отраженной волны 


= а (а-! — а) зщ (—ах-- 5у-- сё 


— формула, приложимая к случаю, когда “толщина. пластнны. мала 


2х 
сравнительно с длиной волны. Так ‘как а, =3, ©0$ 9,, то; очевидно, 


что для данного угла падения амплитуда изменяется обратно пропор- 
ционально \, или А. 


! 


271] ПЛАСТИНА КОНЕЧНОЙ ТОЛЩИНЫ 95 


Отражение исчезает всегда, когда с? а, [== со, т: е., евли 


210$ 0, = т^, 


где т — целое число. Волна проходит тогда целиком. 
При перпендикуляонбм падении интенсивность отражения дается 
выражением 
Ур Ия 
У: УВ -(19) 


294 Ур У! 2: \2 
4 сю? (я 11 
и 8 У! -- ия УР 


Предположим теперь, что вторая среда несжимаема, так что У, == ©0;- 
наше выражение принимает вид: 


А, (11) 


а это показывает, что величина отражения зависит от относительных 
масс таких количеств среды, объемы которых находятся в отношении 
И». Очевидно, что вторая среда ведет себя подобно твердому телу 
и действует только в силу своей инерции. Если этого достаточно, 
то отражение может сделаться практически полным. 

- Мы должны теперь рассмотреть случай, когда а, — мнимое. 
В символических выражениях (5) и (6) соза\[ и [$11 а// действительны, 
между тем как а, а а-!, а— а! — чисто мнимые. Таким образом, 
если мы предположим, что а =, а==@', и введем в обозначения 


`гиперболические синус и косинус ($. 170), то получим 


9". — (а |- а'-1) В 211 

х  21а/— Ца м-р а!’ 
4 ___ Зем 

х на! а-зн ай ° 


Отсюда, если падающая волна дается выражением 
ф==с0$ (ах - бу-- сё), 
то отраженная волна выражается так: 


(и а!-1) В а11с0$ (— ах-НФу-Н сё.) (12) 
7 У 4 св?а Е (а'—а'-1)2$12 211 
где 


СВЕ = (1-1 —@') Ша4 (13) 


>| -= 
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а проходящая волна дается выражением 


2 311 (ах Ву сна -:) 
МЖ—щ——_—о Ш 


Ф— 
Уса 1-Е ца’ —а’- 15а 


(14) 


Легко видеть, что энергия отраженной и проходящей волн в сумме 
дает всю энергию падающей волны. Так как в данном случае соот- 
ветствующие площади волнового фронта равны для всех трех волн, 
то нужно только сложить квадраты амплитуд, выраженных в уравнении 
(7), (8) или уравнениями (12), (14). 

272. Эти вычисления отражения и преломления в различных 
условиях можно было бы продолжить и дальше, однако они более 
интересны для оптики, нежели для акустики. Важно иметь в виду, 
‚что ни при каком числе отражений и преломлений, будут ли они 
частичными или полными, энергия не может уничтожаться, и то 
количество ее, которое теряется в ‘одном направлении, всегда вновь 
появляется в другом. 

На границе между воздухом и каким-либо твердым телом или 
жидкостью отражение обычно бывает, вследствие большого различия 
в плотности, почти полным. Звуки, произведенные | воздухе, не легко 
сообщаются воде и, наоборот, звуки, источник которых находится 
под водой, с трудом слышимы в воздухе. Деревянный стержень или 
металлическая проволока действуют подобно разговорной трубе, 
передавая звуки с очень малыми потерями на значительные рас- 
стояния. 

272а. В предыдущих параграфах поверхность раздела, на которой 
происходит отражение, предполагалась абсолютно плоской. Как с 
акустической, так и с оптической точек зрения интересно исследовать 
эффект, даваемый шероховатостью или волнистостью“ отражающей 
поверхности; поставленную таким образом задачу можно разрешить 
до известной степени без труда методом $ 268, особенно, если мы 
ограничимся случаем перпендикулярного падения. Предположим, что 
уравнение отражающей поверхности есть 2 =—=&, где & — периодиче- 
ская функция от х, среднее значение которой равно нулю. В качестве 
частного случая мы можем взять уравнение 


&—с6с0$ рх, (1) 


но вообще мы должны были бы дополнить первый член ряда, вы- 
ражаемый (1), косинусами и синусами величин, кратных рх. Потенциал 
скорости падающей волны (амплитуды единица) можно написать 
в форме 

ф== ей (4+2). | (2) 


Для правильно отраженной волны мы имеем, опуская для крат- 
кости множитель, зависящий от времени ф == Ае-{, но к этому 


следует прибавить члены, содержащие со$рх, 20$ 2рх и т. д. Таким 
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образом, полная величина ф в верхней среде есть 


ф== ее? -|- Де -|- Але- йе с0$ рх -- А’е-йн соз 2рх--..., (3) 
где © 
А — р, А — 4. (4) 


Выражение (3), в котором для простоты синусы кратных рх 
были опущены с самого начала, было бы достаточно общим, даже 
если бы член ссозрх в (1) сопровождался косинусами кратных рх. 

Как объяснено в 8 268, многое зависит от того, действительны 
или мнимы величины и, |45,... В последнем случае соответствующие 
члены имеют заметное значение только вблизи 2==0. Если все 
значения № мнимы, как это имеет место при р > А, то вся отраженная 
волна скоро сводится к своему первому члену. 

Для какого-нибудь действительного значения м, скажем р„ соот- 
ветствующая часть потенциала скорости есть 


= А, {е-Иыг-тю -е—1Фета}, 


что представляет плоские волны, наклоненные к 2 под углами, синусы 
Г. - 
которых равны --- =. . Они известны в оптике под названием спектров 


г-го порядка. Когда длина волны волнистой поверхности меньше, 
чем длина волны колебания, боковые спектры отсутствуют. 
В нижней среде мы имеем: 


== Ве" + Вне" созрх-Р Ве 2 созорх--..., (5) 
где 
НЕ — Е? — 1’, нз — и —4^',... (5) 


В каждом экспоненциальном. члене коэфициент при 2 должен быть 
взят положительным: если он мнимый, это значит, что волна распро- 
страняется в отрицательном направлении; если он — действительный, 
это значит, что возмущение уменьшается, вместо того, чтобы воз- 
растать при проникновении во вторую среду. 

Условия, которым нужно удовлетворить на границе, заключаются 
в том ($ 270), что 


р$ = 61$! (7) 

и 5 — ыы ‚ где 4и перпендикулярно к поверхности 2==5. Отсюда 
94—31) _ 0—9) 9 

02  бх 9 - 0. (8) 


До сих пор ни на амплитуду, ни на длину волны (2щ]р) волнистой 
поверхности не накладывалось никакого“ ограничения. Мы предположим 
теперь, что длинё волны очень велика, так что величиной р? можне 


1 Рэлей 
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всюду пренебречь. При ‘этих условиях уравнение (8) приводится 
к следующему: 


д ($ — 1) 
——— =0. 9 
2 (9) 

При диференцировании (3) и (5) по = различные члены умножаются 
на коэфициенты 4, №.,..., М, №,...; но когда пренебрегают р”, 
эти величины можно отождествить соответственно с А, А;. Таким 
образом, на границе 


= #8 (ей — Ауе- 5 — Але- созрх—...)} 
и 
0%1 __! —__ [41:31 
5: == 191 а 


в силу (7). Следовательно, 
Кар (е7*° -|- Аре- 5 -|- Але-й° сов рх--...) =. 
== #0, (е** — Ае-* — Але- соврх— ...), 
или 
1 — #6 
Бои + Ао А: со$ рх-- А, соз2рх--...=0. (10) 
Этим уравнением определяются Ау, 41,..., когда .известно 6. 
Если мы положим & —=0, то возвратимся к нашему прежнему 
результату (23) 5 270 для действительно плоской поверхности. 


Таким образом, 4А!, А.,... обращаются в нуль, между тем, как 
— 1 — в. 11 
^ Е -- № ) 


и выражает амплитуду правильно отраженной волны. 

Мы приложим теперь (10) к случаю простой волнистой поверх- 
ности, выражаемой уравнением (1), и для краткости обозначим правую 
часть уравнения (11) через ^. Для определения А’, А|,... требуется 
представить 2 в виде ряда Фурье. Мы имеем (сравните $ 343) 


ес со рх — Л (2с) — 2.1, (2) со$ 2рх -- 2.1, (286) соз 4рх-_-... 
«.. НР {2 (226) со$ рх — 2.7, (2Ес) соз Зрх -- 


-- 2. (225) созбрх —...}, (12) 
где Л, /:,... — бесселевы функции различных порядков. 
Таким образом. 
20 — Ло (24с), А — 2% (26), | 
и —— 2, (265), 2: —— 241 (226), (13) 
24 (246) = — 211 (2%6), 


где коэфициенты четного порядка — действительные, а коэфициенты 
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нечетного порядка — мнимые величины. Полное решение проблемы 
отражения при ограничении случаями малых р, получается тогда 
подстановкой в (3); можно отметить, что этот результат совпадает 
с тем, который можно получить при помощи обычных оптических 
методов, учитывающих только запаздывания фаз. Так, что касается 
волны, отраженной параллельно 2, то запаздывание в какой-либо 
точке поверхности, обязанное волнистости, составляет 26 или 2с с0$ рх. 
Влияние волнистости заключается поэтому в изменении амплитуды 
отраженной волны в отношении 


| с0$ (2Ас со$ рх) ах 
=———_ ИЛИ Ло (26с). 
|= 


Аналогично амплитуда каждого из боковых спектров. первого порядка 
есть Л; (2Ес) и т. д. Сумма интенсивностей всех отраженных волн 


есть 
вало... } ==, (14) 


согласно известной теореме; так что в предположенном случае (бес- 
конечно малого р) доля всей энергии, отброшенная назад, такова 
же, как в случае гладкой поверхности. 

Следует заметить, что в этой теории значение 2Ас не подвергается 
никакому ограничению. Если 2Ас мало» то заметные значения имеют 
только первые члены ряда, так как функция Бесселя Л,(2Ас) имеет 
порядок величины (2Ас)”. Напротив, когда 2Ас велико, первые члены 
малы, между тем как ряд сходится медленнее. Таблицы значений 
Л и Л! приведены в $ 200. Для некоторых значений 2^с отдельные 
отраженные волны исчезают. В случае правильно отраженной волны, 
или спектра нулевого порядка, это имеет место впервые, когда 
2Ес = 2,404, 5$ 206, или с==0,2%. 

Полное решение задачи настоящего раздела потребовало бы. 
определения отражения, когда Ё задано для всех значений с и для 
всех значений р. Мы рассмотрели случай бесконечно малого р, а 
сейчас изучим случай, где р`>Е. Для промежуточных значений р 
задача труднее, и, рассматривая их, мы ограничимся более простыми, 
граничными условиями, которые получаем, когда энергия вовсе не 
проникает во вторую среду. 'Простейший случай из всех — это тот, 
когда р, =0, так что граничное уравнение (7) сводится к 


ф=0 (15) 


— условию для „открытого конца“, $ 256. Мы можем также указать 
на случай твердой стенки, или „закрытого конца“, где условие на 
поверхности 

0% 


— 


дт ==0. 


7 
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В силу (3) и (15) условие, которое должно быть удовлетворено 
на поверхности, есть 


242 | А -- Але в)? с0$ рх | Азе(#-№)2 с0$ 2рх-|-...==0. (16) 


`В нашей задаче 2 задано выражением (1), как функция х; уравнения, 
выражающие условие, найдутся, если мы приравняем нулю ‘коэфициенты 
различных членов, содержащих созрх, с0$2рх, и т. д., когда левая 
часть (16) разложена в ряд Фурье. Разложение различных экспонен- 
циальных функций выполняется так же, как в (12); в результате 
получаются следующие уравнения: 


Ло (2) -- 2, Л (Е — в) — А, Л, (Е — №.) —...==0, (17) 
24, (28) -- А; {Л (Е— в) — Л (Е — м} 
-- А, ИНЫХ ли (18) 
— 2/5 (28) | А, 1 (&— в) — М, ®— в) 
АЛ -л—)+.. =0 (9) 
и т. д., где с ради краткости положено равным единице. Пока 
(&— #) можно считать действительной величиной, — что имеет ме- 
сто для большого числа членов, когда р мало сравнительно с А, — 
различные функции Бесселя все действительны, и, таким образом, 
коэфициенты А четного порядка действительны, а коэфициенты А 
нечетного порядка — мнимы. Таким образом, фаза перпендикулярно 
отраженной волны такова, как если бы с==0; следует, однако, пом- 
нить, что этот вывод в действительности только приближенный, 
потому что, как бы ви было мало р, величины м в конце концов 
становятся мнимыми. | 
Из предыдущих уравнений легко подучить значение Ау с точ- 
ностью до члена, зависящего от р*. Из (19) 


А, =24 (29); 
А, = (28) -- (Е — в.) Л, (21); 
и, наконец, из (17) 
— Ал -Не—фвол 8 
-- (в) (Е —№,) — д (&— №, }/ (28) -[-.... (20) 


из (18) 


Уз (4). 
м. 
Рав Е. о 
так что, вводя вновь с и располагая результат по степеням р, 
2] 
— АЛ (2) в - у Ас. (22с) -|- 
ый 1 . 
НЕ {5 ве-Л (2) — 1 ве (28) .. 210 
1) Вий. 455. Кер. 1898, стр. 691. 
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Отсюда получим амплитуду. перпендикулярно отраженной волны, 
опуская р“ = более высокие степени р. 

Случай отражения от неподвижной стенки немного сложнее. Со- 
гласно (8), граничное условие есть 


д . 0% __ 
5. Резтрх-5,==0, 
что дает уравнение 
ег — А, — г Але ®-в)2 с0$ рх — е А зе) со Зрх —... 
< р 
——.=“ { Алена зт рх -- 4 А.еАЁ-)2 зш2рх -|-...} =0, (22) 


которое должно быть удовлетворено, когда 2==6с05рх. Первое 
приближение для ‘А; имеет вид: 


А: — 21 (2кс), (23) 
откуда во втором приближении 


Ао == Ло (2#с) -- ‚ —5(& — 1) +5} ГА, = 
— Л, (226) — .ы. . Л: (26). (24) 


Первое приближение для различных коэфициентов можно найти, 
полагая Ю =--1 в (13). 

Если р_>Ё, диффракционных спектров нет, и вся энергия 
волны, падающей на непроницаемую среду, должна быть представ- 
лена в волне, отраженной прямо. Модуль А, равен поэтому еди- 
нице. Если р<_А, энергия распределяется между различными спект- 
рами, включая и спектр нулевого порядка. Между квадратами 
модулей А., А,, А., ... имеется, таким образом, Некоторое соотно- 
шение, причем ряд продолжается, пока м действительно. 

Исследование более аналитического характера может основыватьсяй 
на теореме Гельмгольца ($ 293), согласно которой 


(32 дп —15} 45 ==0, 


где 5 — некоторая замкнутая поверхность, а Ф и { удовлетворяют 


уравнению 
У —- Е? — 


Чтобы воспользоваться этой теоремой, примем в качестве Ф иу 
соответственно действительную и мнимую части ф, определяемые по (3). 
Таким образом, представляя каждый комплексный коэфициент А, 
в. форме С„-|-20,, мы получаем 


ф== тии озшАг-- 


(С; с0$ 412 -- О, $1 м2) созрх--..., (25) 
у == т А2 — С зтрг-- О. св 2 


-- (— С; эт ви2 -- 0; с0$ 12) с0з рх —... (26) 
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В рядах (25), (26), если их достаточно продолжить, члены меняют 
свою форму, потому что м в конце концов становится мнимым; для 
нашей цели эти члены, однако, не потребуются, так как они исче- 
зают, когда 2 очень велико. Поверхность интегрирования 5 слагается 
из отражающей поверхности и параллельной ей плоскости, располо- 
женной на большом расстоянии. Хотя эта поверхность не является 
строго замкнутой, ее можно рассматривать как таковую, так как 
часть, еще остающаяся открытой с боков в бесконечности, не влияет 
заметно на результат. Но часть интеграла, соответствующая отра- 
жающей поверхности, обращается в нуль, так как либо 


ф=/==0, 
либо 

0$ __ 

т = дв = 


и мы заключаем, что, когда #5 велико, 


| {9% Ц 4х=0. (27) 
Применение (27) к выражениям Ф иув (25), (26) дает 


С 0-Е 0) (< БЕ =..==1, = (28) 


причем ряд (28) продолжается настолько, чтобы в нем заключалось 
каждое действительное значение 1. 


(28) 4 (С? -|- 2?) представляет интенсивность каждого спек- 


тра п-го порядка. 

Коэфициент „| равен созб,, где @,„— угол наклона диффра- 
гированных лучей. Значение этого фактора станет очевидным, если 
заметить, что каждой единице площади волн, падающей и отражен- 
ной прямо, соответствует площадь с0$0, волн, которые составляют 
спектр п-го порядка. 

Если все значения №-— мнимые, что имеет место при р`>А, то 


(28) сводится к 
С2-- 22=1, (29) 


т. е., словами, интенсивность прямо отраженной волны есть единица. 
Весьма важно полностью уяснить себе значение этого результата. 
Как бы ни была глубока волнистость поверхности, если только пе- 
эиодичность ее такова, что периоды ее меньше, чем длина волны 
колебания, то правильное отражение будет полным. Исключительно 
яПероховатая стенка будет, таким образом, отражать звуковые волны 
средней высоты так же хорошо, как если бы она была теоретически 
гладкой. 

Приведённое исследование ограничивается случаем, когда вторая 
‹реда непроницаема, так что вся Энергия падающей водны отбрасых 
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вается назад в правильно отраженной волне и в диффракционных 
спектрах. Интересен вопрос, можно ли заключение о том, что вол- 
нистость периода, меньшего ), не дает никакого эффекта, расширить 
настолько, чтобы приложить его к случаю, когда имеется правильно 
проходящая волна. Очевидно, что для решения этого вопроса прин- 
ципа энергии недостаточно, однако, ответ, вероятно, должен быть 
отрицательным. Если мы будем предполагать, что волнистость задан- 
ного периода становится все глубже и сложнее, то казалось бы, 
положение вещей в конце концов должно приблизиться к случаю 
очень постепенного перехода между средами,. когда (5 1486) отра- 
жение стремится вовсе исчезнуть. 

Рамки нашего исследования не позволяют нам трактовать в полном 
объеме проблему наклонного падения на волнистую поверхность; 
однако, одно или два замечания могут быть сделаны. 

Если р? можно прёнебречь, то решение, соответствующее (13), 
имеет Вид: 

А, = Ю.Л (2Ас соз 6), (30) 


где 9 — угол падения и отражения, а А — значение Ау, 8 270, со- 
ответствующее с —=0. Множитель, выражающий эффект волнистости, 
является, таким образом, функцией ссо$6; так что глубокая волни- 
стость, при большом 0, может иметь тот же самый эффект, что 
и мелкая, при @ малом. - 

Каков бы ни был угол падения, если длина волны волнистости 
меньше, чем половина длины волны колебаний, отраженных спектров, 
исключая спектр нулевого порядка, нет. Отсюда, если вторая среда 
нецроницаема, правильное отражение при указанном выше условии 
будет полным. 

Читателя, желающего продолжить изучение теории решеток, мы 
должны отослать к трактатам по оптике и к статьям автора!) и 
проф. Роулэнда 2). ‹ 


1) „Тве Мапасге ап Тнеогу оЁ ПОгасНоп Ога#по$“, РАЙ. Магк., 
том ХЬХУИ, стр. 81, 193, 1874; Оп Соруше „ОЙйасНоп ОгаНпр$, ап оп 
зоте Риепотепа соппее4 ШегемИВ.*, РАЙ. Маг., том ХГ, стр. 196, 1881; 
Епс. Вгй., „\Мауе Тпеогу о М1. 

2) Н. Во\чап@, „ОгаНпоз ш ТВеогу ап РгасЯсе*, РАЙ. Маг., том ХХХУ, 
стр. 397, 1893. 


ГЛАВА ХУ 
ОБЩИЕ УРАВНЕНИЯ 


273. Одной из первых задач, естественно возникающих в связи 
с общей проблемой воздушных колебаний в трех измерениях, яв- 
ляется определение движения в Неограниченной атмосфере в резуль- 
тате произвольных начальных возмущений. Будем предполагать, что 
возмущение ма40, так что приложимы обычные приближенные урав- 
нения, и далее, что начальные скорости могут быть получены из 
потенциала скорости, т. е. (5 240), что отсутствует диркуляция. 
Если последнее условие нарушено, то мы будем иметь дело с зада- 
чей о вихревом движении, которым мы не занимаемся. Мы предпо- 
ложим, в первую очередь, также, что на жидкость не действуют 
никакие внешние силы, так что исследуемое движение обязано ис- 
ключительно возмущению, действительно существующему в момент 
времени (1—0), с которого начинается период, подлежащий нашему 
исследованию. Метод, которым мы будем пользоваться, не очень 
сильно отличается от метода Пуассона !), которым впервые была ус- 
пешино одолена эта задача. 

Если #5, 9%, ®, — начальные скорости в точке х, у, 2, а $ — 
начальное сжатие, то мы имеем ($ 244) уравнения 


о | (пох -- оойу -[- 42), (1) 
Фо — —9@'5%, (2) 


которыми определяются начальные значения потенциала скорости ф 


и его производной по времени 9. (Стоящая перед нами задача за- 
ключается в определении ф для времени #Ё из приведенных выше на- 
чальных данных, а общее уравнение, приложимое ко всякому моменту 
времени и ко всякому месту пространства, имеет вид; 


(в—2 )9=0. (3) 


—щ7аля 


1) Ро1з50п, „зиг Ри{ёстаНоп 4е ме ечиаНотз$ Нибатгез аих Не“ 
тепсез рагЧе|ез, е{ рагЧсиНгетет! 4е ГёдиаНоп сбпбгае аи шоцчещелт 
4ез ше; Чаз$Нацез“. Мёт.4е Газ ик. том ЦЕ стр. 12, 1820, 
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Если ф известно, производные этой величины дают компоненты ско- 
рости в любой точке. 


Символическое решение (3) может быть записано в такой форме: 
ф== 1 (4 У). 0 -|- соз (28 У -, (4) 


гле фи у— две произвольные функции х, у, 2 и #=У —1. 


Чтобы связать @ и { с начальными значениями фи ф, которые мы 
обозначим соответственно через Ги Р, необходимо лишь заметить, 
что для ==0 (4) дает 


Фо ==), Фо == 19%, 
так что напг результат может быть представлен следующим образом: 


== соз (ий). -- ИВ. . В; (5) 


в этом уравнении вопрос об интерпретации нечетных степеней не 
возникает, так как обе символические функции целиком четные, 

`’ Мы видели ($ 245), что в случае, когда потенциал ф был функ- 
цией одного х, его значение для некоторой точки Х в момент вре- 


мени # зависело от начальных значений фи ф в точках с координатами 
х—@аЁи х-ф-аЁ и совершенно не зависело от начальных условий 
во всех других точках. В настоящем случае, нам кажется, проще 
всего предположить, что значение ф в точке О зависит от началь- 


ных значений фи ф в точках, расположенных на поверхности сферы, , 
центр которой есть 0 и радиус а{; и, наконец, нет никаких основа- 
ний отдать предпочтение одному направлению перед другим; мы 
приходим, таким образом, к мысли исследовать выражение среднего 
значения функции на сферической поверхности через последова- 
тельные производные функции в центре. 

Согласно теореме Маклорена, взятой в символической форме, 
значение Р(х, у, 2) в некоторой точке Р поверхности сферы ради- 
уса Г может быть написано так: 

д д д 
дж "ду "дз. 


Е(х, у, 2) =е 0х Е(хь, Уь, 20), 


центр сферы является началом координат. При интегрировании по 
поверхности сферы 0!0х,, 0|ду,, 9192, ведут себя как некоторые 
постоянные; мы можем обозначить их на время через [, т, п, так 
что У2 —Й-|- 11? | п?. 

Таким образом, пусть г— радиус сферы, а 4$ — элемент ее по- 
верхности. Вследствие симметрии сферы, мы можем заменить любую 


функцию аргумента 
(х-- ту п 


Уп ий 
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такою же самой функцией &, Не изменяя результата интегрирова- 
ния, т. е. 
х--ту-пг 
К о (ет)УР- т: п 4$ == 


= =| | 745 >} ога и (ет — е-т) == 4 ЗЕ. 


Среднее значение Рпо поверхности сферы радиуса г выражается, 
таким образом, как результат операции над Р символа зп (7) г 


или, если | 4с обозначает интегрирование в пределах телесного угла 


1 1 | г) в =. ` (6) 


1 М. 
Сравнивая этот результат. с (5), мы видим теперь, что коль 
скоро ф зависит от начальных значений ©, оно выражается в виде 


+ 
= [| Р(@1) 45, (7). 
или, выражая это словами: ф в любой точке в момент времени # 


равно среднему значению ф на поверхности сферы, описанной во- 
круг данной точки радиусом 42+, умноженному на 2. 

Применив правило Стокса ($5 95), или просто взглянув на (5), 
мы видим, что часть Ф, зависящая от начальных значений 9, может 
быть выведена из только что написанной путем диференцирования 
по Г и замены произвольной функции. Полное значение ф в момент 
времени { есть поэтому 


о [кабана [Лада (8) 


— результат, полученный Пуассоном !). 

Ввиду важности настоящей проблемы, целесообразно проверить 
это решение а роз${е!1011. Мы должны сперва доказать, что оно 
удовлетворяет общему диференциальному уравнению (3). Беря на 
момент только первый член и имея в виду общее символическое 
уравнение аа 

а (9) 
мы находим из (8) 


СИ __ Е (ай 
= [2 Р(ай) 48 — с дЕ Ве 6 (28) 4>, 


где и щвея поверхности сферы радиуса г== ай, 


1) Другое исследование можно найти в „Уожезипееп йфег Ма#етан- 
сле РвумЁ“ Кирхгоффа, сто. 311, 1816. (См, также примечание к $ 213 
8 конце этого тома} 
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Но по теореме Грина 


еб ав= | [[УзеаУ (<) 


и, таким образом, 
С 2 — 1 р у? Е и ОИ 
в == Что: 5. ИИ р (г<ав == 


= а | | УР ии) = | УР. 


Но УЕ 4 — идентично У? | Е 4с, и, таким образом, уравнение (3) 
действительно удовлетворено. 

Так как вторая часть ф получается из первой путем диференци- 
рования, то она также должна удовлетворять основному уравнению. 


Что касается начальных условий, то мы видим, что когда @в (8) 
положено равным нулю, 


ф == | |/@9 48(,-0) = (0); 
я (7 Е (1) )бо-о-нав! | |748 46 (:=0) 


— выражение, первый член которого в пределе становится равным 
Р(0). При 9 


ов? [|7 (22 а: [| [7 (28 4—0 = 


—2а “|| (96) ви -0==0, 


так как элементы, расположенные друг против друга, в пределе, при 
безграничном уменьшении радиуса сферы, взаимно уничтожаются. 
Выражение в (8) удовлетворяет поэтому как предписанным началь- 
ным условиям, так и общему диференциальному уравнению. 

274. Если начальное возмущение ограничено пространством Т, 
то интегралы в (8) $ 273 равны нулю, если только некоторая часть 
поверхности сферы Г==0а{Ё не заключена внутри Г. Пусть О — неко- 
торая. точка, внешняя к ГТГ, а г, и г, — радиусы наименьшей 
и наибольшей из сфер, описанных вокруг О, которые пересе- 
кают” Г. Тогда, покуда 2<_г,, ф остается равным нулю. Когда 
а лежит между Г! и Г., ф может быть конечным, но для значений, 
ббльших, чем г›, ф снова равно нулю. Возмущение, таким образом, 
во всякий момент времени ограничено теми частями пространства, для 
которых а заключается между г, и г». Границей волны является 
огибающая сфер радиуса а{, центры которых расположены на по- 
верхности Г. „Когда # мало, эта система сфер будет иметь внешнюю 
огибающую из двух листов, причем наружный из этих листов будет 
внещней, а внутренний — внутренней поверхностью слоя, образован- 
‚ Жого совокупцостью сфер. Внешний лист образует внещнюю границу 
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той части среды, где расширение отлично ‘от нуля. По мере того 
как # возрастает, внутренний лист сжимается, наконец, его противо- 
положные стороны пересекают друг друга. и он изменяет свой ха- 
рактер, превращаясь из внешнего по отношению к сферам во внут- 
ренний. Далее он расширяется и образует внутреннюю границу слоя, 
в котором заключена волна сжатия“ 1). Последовательные положения 
границ волны представляют собой, таким образом, серию параллель- 
ных поверхностей, и каждая граница распространяется по нормали 
со скоростью, равной а. | 

Если в момент #—0 движения не было, так что начальное воз- 
мущение состояло только в изменении плотности, то последующее 
положение вещей выражается первым членом (8) 5 273. Предполо- 
жим, что начальное возмущение, все еще ограниченное конечной 
областью Г, состоит только из одного сжатия, без разрежения. 
Можно было бы думать, что эта же самая особенность будет при- 
суща в течение всего дальнейшего времени и возникшей волне; од- 
нако, Подобное заключение, как заметил проф. Стокс, было бы 
ошибочным. Для значений времени, меньших, чем 7,|@, потенциал 
В О равен нулю; он становится затем отрицательным ($, Положи- 
тельно) и продолжает оставаться таким, пока при Ё = х.|а снова не 
обращается в нуль, после чего уже все время остается равным нулю. 
Когда ф уменьшается, среда в О находится в состоянии сжатия, 
когда же ф снова возрастает до нуля, состояние среды в О является 
состоянием разрежения. Волна, распространяющаяся наружу, состоит 
поэтому, по меньшей мере, из двух частей, из которых одна есть 
волна сжатия, а другая — волна разрежения. Каков бы ни был хара- 
ктер первоначального возмущения в пределах Г, конечное значение 
ф в любой внешней точке О будет тем же самым, что и начально 
значение; поэтому среднее сжатие при прохождении волны, завися- 


щее от интеграла |542 (так как 425 —= — $) есть нуль. Мы еще 


будем иметь случай возвратиться к этому предмету в связи с вопро- 
сом о сферических волнах ($ 279). 

Общее решение, заключающееся в (8) $ 273, должно, конечно, 
охватывать и частный случай . плоских волн; однако, несколько слов 
по поводу этого ‘приложения могут оказаться не лишними. Действи- 
тельно, на первый взгляд Яогло бы показаться, что в заданной точке 
эффект возмущения, ограниченного первоначально пластиной срелы, 
заключенной между двумя параллельными плоскостями, не будет про- 
ходить за конечное время, что, как мы знаем, должно иметь место. 
Предположим для простоты, что $, всюду равно нулю и что внутри 


рассматриваемой пластины начальное значение фу, постоянно. Из тео- 
рии плоских волн мы знаем, что во всякой произвольной точке возму- 
щение в конце концов, — по истечении некоторого времени 2, таково, 


1) ЗфюКез, „Оупацуса|! Тцеогу оё РИйасНоп“, Сатб. Ггапз. том 1Х, 
стр. 15, 1849, 
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что аЁ равно расстоянию & рассматриваемой точки от более отдален- 
ной границы первоначально возмущенной области, — прекратится; 
с другой стороны, из общих формул, казалось бы, вытекает, что 
возмущение продолжает существовать; поскольку сфера радиуса а 
продолжает пересекать область. Однако, хотя и Верно, что ф остается 
конечным, это отнюдь не несовместимо с’ покоем. Действительно, 


при исследовании обнаружится, что среднее значение оо, умноженное 
на радиус сферы, одно и то же, каковы бы ни были положение и 
размеры сферы, при одном только условии, что она проходит цели- 
ком в области первоначального возмущения. Если @#`> 4, то ф, 
таким образом, постоянно’ как в пространстве, так и во времени, 
и в соответствии с этим среда находится в покое. 

[Эти же принципы можно применить и к истолкованию явления 
грома. Мы могли бы предположить, что образование теплоты вдоль 
пути молнии является равномерным и эквивалентным равномерному 
начальному распределению сжатия. Повидимому, значение ф в О— 
точке наблюдения — может быстро изменяться только тогда, когда 
сфера == 2 встречает путь разряда в самых его концах, или же 
очень косо.] 

‚ 275. Можно было бы предположить, что в двух измерениях, 
когда ф не зависит от 2, соответствующие формулы получатся путем 
простой замены сферы радиуса 0@Ё кругом равного ралиуса. 
Это, однако, не так. Можно показать, что среднее значение функции 


Ех, У) вдоль окружности радиус г есть Л (НУ) Е, где $=И =, 
у? = 2 + 


а /^ — функция Бесселя нулевого порядка, так что 


ИИ г4\4 


вт | 6% 5) аб = (1-55 +7% +...) 


-— выражение, отличающееся от того, которое требуется, чтобы 
удовлетворить основному уравнению. 

Правильный результат, приложимый к двум измерениям, можно 
получить из общей формулы. Элемент сферической поверхности &$ 
можно заменить через г 47 48 [созФ, где г, @ — плоские полярные ко- 
ординаты, а ф — угол между касательной плоскостью и плоскостью, 
в которой происходит движение. Таким образом, 


у а? — г2 
60$$=——— , 


ЕР(аЁ) заменяется через Р(”, 6), и, следовательно, 


__ Е (г,8) гагад 
= | я (1). 
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причем интегрирование производится по площади круга радиуса 
Г==а. Другой член можно получить по правилу Стокса. Это ре- 
шение приложимо к движению слоя газа между двумя параллельными 
плоскостями или к движению безграничной натянутой мембраны, ко- 
торое подчиняется тому же основному уравнению. 

276. Из решения, выраженного через начальные условия, мы мо- 
жем, как обычно, вывести эффект непрерывно возобновляемого воз- 
мущения./ Предположим, что всюду в пространстве Т (которое мы 
в конце концов сделаем исчезающе малым) сообщается в момент 


времени { равномерное возмущение , равное Ф(ЁР)аЁ. Соответ- 
ствующее значение ф в момент времени # есть 
К) } ; 
4ка? (#—#) Ф (1) 4 ,. 
где $ обозначает часть поверхности сферы г=а(Ё —#), заключен- 
ную внутри Г, величину, которая исчезает, если только а (Ё —7") не 
заключено между узкими пределами г; и г. Но #— можно заме- 
нить через г|@ и Ф(Р) через Ф(# —г]а); результат интегрирования 


по 4 найдется, если написать Г (объем) вместо \ а$ аЁ. Отсюда: 
Г г 
= т (#— 2); (1) 


это показывает, что возникающее в какой-либо точке возмущение 
распространяется симметрично во всех направлениях со скоростью & 
И с амплитудой, изменяющейся обратно пропорциональчо расстоя- 
нию. Так как любое число частных решений может быть суперпони- 
ровано, то общее решение уравнения 


ф == 279 --Ф (2) 


можно написать в такой форме: 


[6-2 


где г обозначает расстояние элемента &У, расположенного в точке 
х, у, 2, от 0 (где измеряется $), а Ф (1 — г|а) есть значение Ф для 
точки х, у, 2 в момент времени # —г[а. Дополнительные члены, 
удовлетворяющие во всем пространстве уравнению ф == а2\У?ф, могут, 


конечно, также войти в это решение. В нашем прежнем обозначе- 
нии ($ 244) 


ЭГ, 
Ф— 5 | Х4х-- УЧу-- 242, 


и предполагается, что" Х 4х — Уду-- 742 есть полный лиференциал. 
Силы, при наличии которых среда не могла бы сама прийти в рав-, 
новесие (например, сила, одинаковая по величине и направлению 
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в пределах пространства ? и исчезающая вне этого ‚пространства), 
исключены. Природу возмущения, обозначенного через Ф, лучше 
всего, вероятно, понять, рассматривая крайний случай, когда Ф исче- 
зает всюду за исключением малого объема, который предполагается 
беспредельно уменьшающимся, между тем как величина Ф возрастает 
таким образом, что эффект в целом остается конечным. Если мы 
тогда проинтегрируем уравнение (2) по малому пространству, заклю- 
чающему ту точку, в которой окончательно концентрируется Ф, то 


найдем в пределе: 
м 
ое | [545+ | [[Фау (4) 


— выражение, показывающее, что эффект Ф можно изобразить про- 
порциональным введением или удалением жидкости в рассматриваемом 
месте. Простейший источник звука аналогичен, таким образом, фо- 
кусу в теории теплопроводности или 'электроду в теории электри- 
чества. 

277. Предыдущие выражения являются общими в смысле отно- 
шения ко времени входящих в них функций, но почти во всех при- 
ложениях, с которыми мы должны будем иметь дело, удобнее будет 
анализировать движение с помощью теоремы Фурье и трактовать 
простые` гармонические движения различного периода по отдельности, 
комбинируя впоследствии, если это потребуется, результаты. Значе- 
ния фи Ф, если они являются простыми гармониками в каждой точке 
пространства, могут быть выражены в форме Л соз (иё -|- =), где Ю 
и = не зависят от времени, но мецяются от точки к точке. Но, по- 
скольку в таких случаях прибавление члена {А зп (пё =), дающее 
в целом Ре!’ -Т® или Юее.е"!, часто упрощает дело, мы будем 
просто предполагать, что все функции, входящие в проблему, про- 
порциональны ег”, коэфициенты же вообще комплексны. После того 
как наши операции будут закончены, действительные и мнимые части 
выражений могут быть разделены; каждая из них в отдельности со- 
ставляет решение вопроса. 

Так как ф пропорционально е#, ф —= — п?ф, и диференциальное 
уравнение принимает вид: 


Уф -- 224 -Ра-?Ф ==0, (1) 


где, для краткости, вместо п[@ написано №. Если А обозначает длину 
волны колебания рассматриваемого периода, 
2% 


= ==. (2) 


Чтобы приспособить выражение (3) предыдущего раздела к на- 
стоящему случаю, необходимо только заметить, что замена # на 
{ —г|а осуществляется введением множителя г-”"@ или ей; 
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таким образом, 


Ф(! — =) —е- гФ (1), 
и решение (1) имеет вид: 


Фа | | (и Фау (3) 


— выражение, к которому можно прибавить любое решение УЗ -- 
Еф —=0. 

Если все возмущающие силы находятся в одинаковой фазе и 
область, в которой они действуют, очень мала в сравнении с длиной 
волны, то е— может быть вынесено из-под знака интеграла, и на 
достаточном расстоянии мы можем взять 


е—г 
ро 


или в действительных величинах, восстанавливая временной множи- 
тель и заменяя \ \ \ ФУ через Ф,, 

| со$(иЕ — Ёг- з) 

=Ф——. (4) 


4ка?г 
Для подтверждения того, что решение (3) удовлетворяет диферен- 
циальному уравнению (1), мы можем поступить как в теории обыч- 
ного потенциала. Рассматривая один элемент интеграла в некоторый 
момент времени, мы должны прежде всего показать, что 
= 


ф = 45) 


удовлетворяет У2% -- А? —=0 в точках, для которых г конечно. Про- 
стейший путь — это выразить У? в полярных координатах, отнесен- 
ных к самому элементу, взятому в качестве полюса; тогда 
=] =? 2 - 7 = 
уз 2 № 92 {+2 2д е—й г 1 д е пы ый 
07? дг г 


тв": 
Мы заключаем, что (3) ‘удовлетворяет \2ф -- А —=0 во всех точках, 
где Ф обращается в нуль. Для точки, в которой Ф не исчезает, мы 
можем исключить из рассмотрения все элементы, расположенные на 
конечном расстоянии (так как они дают лишь члены, удовлетворяющие 
уравнению \У?ф-|- 22 —=0), а для элемента на бесконечно малом 
расстоянии заменить е—? единицей. Таким образом, в сумме 


аа | [[Ф° ИФ, 


в точности так же, как в теореме Пуассона для обычного потен- 
циала 1). 


1) См.Т Нотзоп апЯ Тан, „Мага! РАЙозорйу", $ 491. 
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278. Эффект силы Ф., распределенной по поверхности 5, можно 
получить в предельном случае из (3) $ 277. ФИ заменяется через 


ФЬ 45, где Б обозначает толщину слоя; в пределе мы можем написать 
ФЬ —Ф.. Таким образом, 


1 — {АР 


Значение ф одинаково по обе стороны от 5, но производные ф пре- 


терпевают на $ разрыв. Если @&п проведено по нормали наружу от $, 
то (4) $ 276 дает 


(%),-+(#),= —2% (2) 


Если поверхность $ — плоская, то интеграл в (1) очевидно симме» 
тричен относительно нее, и поэтому 


0 
(5). =(5*). 


Отсюда, если 0дэ|дп есть заданная нормальная скорость жидкости 
в соприкосновении с плоскостью, то значение ф определяется выра- 


жением 
1 дфе—* 


которое- представляет собой весьма важный результат. Чтобы выра- 
зить его через действительные величины, мы можем положить 


до 
Эт — Ре (т! --®), (4) 


где Ри =— действительные функции положения 45. Символическое 
решение принимает тогда вид: 


1 45 
— — я | | Ребе -, (5) 
из которого, если отбросить мнимую часть, мы получаем 
1 с0$ (ПЕ — А’ :) 
| | РЕВ 45, (6) 
соответственно 
== Роз (п!ё-- =). (7) 


Этот же самый метод приложим к общему случаю, когда движе“ 
иие не обязательно сводится к простой гармонике. Мы имеем: 


=: | | "(:—^).®, (8) 


1) Нейтво[2, СгеЦе, том 5Т, стр. 21, 1860, 
8 ролей‘ 


и 
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г р 
где через уе —^) обозначена нормальная скорость в плоскости 


для элемента 4$ в момент времени #—т|а, т. е. на время г(а, 
предшествующее моменту, для которого оценивается 9. 

Чтобы завершить решение проблемы для неограниченной массы 
жидкости, ‹ лежащей по одну сторону бесконечной плоскости, мы 
должны прибавить наиболее общее выражение для Ф, совместимое 
с У=—0. Эта часть вопроса тождественна с общей задачей отраже- 
ния ‚от бесконечной твердой плоскости 1). | 

`Очевидно, что эффект связи будет представлен, если ввести по 
другую сторону плоскости фиктивные начальные смещения и силы, 
образующие в соединении с действительно существующими на первой 
стороне систему, строго симметричную относительно плоскости. 


Каковы бы ни были начальные значения ф и Ф, принадлежащие любой 
точке на первой стороне, то же` самое должно быть приписано ее 
изображению, и равным образом, какая бы функция времени Ф ни 
существовала в первой точке; такую же точно функцию времени 
следует представить себе в другой. При эти& условиях ясно, что ф 
для всего последующего времени будет симметрично относительно 
плоскости, и поэтому нормальная скорость равна нулю. Но тогда 
очевидно, что в движении на первой стороне ничего не изменится, 
если плоскость будет удалена и жидкость будет простираТься неогра- 
ниченно во всех направлениях, — если, конечно, положить, что усло- 
вия на второй стороне являются точным отображением условий на 
первой стороне. Если иметь это в виду, то общее решение зада- 
чи для жидкости, ограниченной бесконечной плоскостью, содержится 
в формулах (8) 5 279, (3) $5 277 и (8) настоящего раздела. Они 


дают результат для произвольных начальных условий о, и 9, произ- 
вольных приложенных сил Ф и произвольного движения плоскости со 
скоростью У. 

Если измерять по результирующему потенциалу, то источник за- 
данной интенсивности, т.е. источник, в котором происходят заданные 
поступление и отток жидкости, вдвое эффективнее, когда он нахо- 
дится вплотную по соседству с твердой плоскостью, чем в случае, 
когда он расположен в открытом пространстве; результат в конечном 
счете одинаков, сконцентрирован ли источник в одной точке в плот- 
ном соседстве с плоскостью или же он обусловлен соответствую- 
щим ‚нормальным движением поверхности самой плоскости. 

Действие плоскости состоит в том, что она удваивает эффектив- 
ные давления, которые противостоят расширению и сжатию у источ- 
ника, и поэтому удваивает полную испускаемую энергию, а так как 
эта энергия рассеивается только в пределах полупространства, то 
интенсивность звука учетверяется, что соответствует удвоенной 
амплитуде, или удвоенному потенциалу (5 245). 


1) Рой5зоп, /оигпай 4е РЕсое рормеспийаше, том УП, 1808, 
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Мы предположим теперь, что условием, предписанным для бес-- 
конечной плоскости, вместо ду|дп ==0, является-ф ==0. В этом слу- 


чае фиктивное распределение $, $, Ф на другой стороне плоскости 
должно быть противоположным распределению на первой сторбне, 
так что сумма значений в двух соответствующих точках всегда равна 
нулю. Этим обеспечивается равенство ф нулю всюду на самой пло- 
скости симметрии. 

Предположим далее, что имеются две параллельные поверхности 
51 и $, разделенные бесконечно малым интервалом (п, и что зна- 
чение Ф, на второй поверхности равно и противоположно значению 
Ф, на первой поверхности. При переходе через $,, согласно (2), 
имеет место конёчное изменение значения дф|дп на величину Ф, [4?, 
при проходе же через $, то же самое конечное изменение проис- 
ходит в обратном направлении. Когда 4 стремится к нулю, и Ф.ап 
заменяется через Ф,,, дф|дп оказывается одинаковым по обе. стороны 
двойного слоя, но значение О претерпевает разрыв ® величиною 
Ф,,|4?. В то же самое время (1) принимает вид: 


= и м дп (=. `) Фиа5. (9) 


Если поверхность $ плоская, то значения ф по обе стороны ее чис- 
лённо равны, и поэтому вплотную к самой поверхности 


1 
ф===Е5 а-*Ф... 


Отсюда (9) можно написать следующим образом: 


О 


где ф под знаком интеграла представляет собой поверхпостный потен- 
циал, положительный на одной стороне и отрицательный на другой, 
обязанный действию сил в 5. Направление @&п следует считать в ту 
сторону, с которой подсчитывается ф., | 
279. Проблема сферических волн, расходящихся из точки, по 
существу уже вошла в круг нашего внимания-и до некоторой сте- 
пени была рассмотрена, нд ввиду ее важности требует более деталь- 
ной трактовки. Если центр симметрии взят в качестве полюса, то 


потенциал скоростей есть функция одного ‘только г, и ($ 241) у? 
9,2 о 1 0? 2 

СВОДИТСЯ К 5 |-> Эр ИЛИ к ад”. Уравнение свободного движе- 

ния (3) $ 273 приобретает, таким образом, вид; 


02 (7$) __ в 0? (7$) 
ов == д, (1) 


откуда, как в 5 245, 


го = (а — г) 5 {а -Р,). (2) 
5” 
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Значения скорости и сжатия найдутся путем диференцирования 
в согласии с формулами 
— — =— — — © 3 
И — дк, 5 а? 0 (5) 
Как и в случае одного измерения, первый член представляет волну, 
распространяющуюся в направлении возрастающих х, т. е. расходя- 
щуюся волну, второй же член — волну, сходящуюся к полюсу. Пос- 
ледняя сама по себе не представляет большого интереса. Если’ мы 
ограничим наше внимание расходящейся волной, то мы имеем: 
аё—г '(аё— '(аЕ—г 
и РО РЯ, ИР), (4) 
г Г г 
Когда г очень велико, членом, содержащим в делителе г?, можно 
пренебречь, и тогда приближенно 


и==а$ (5) 


—-то же самое соотношение, что`и в случае плоской волны, как 
этого и следовало ожидать. 
Если тип колебаний — гармонический, то 


или, если удерживается только действительная часть, 


пр== А соз ^ (аё 6—1). (7) 


Если расходящееся возмущение ограничено сферическим слоем, 
вне которого сжатие и скорость равны нулю, то` характер волны 
определяется. замечательным соотношением, впервые указанным Сток- 
сом !). Из уравнений (4) мы имеем: 


(2$ — и) г? =} (а —7) 


—— выражение, показывающее, что значение ] (41 —г) вне слоя (вну- 
три и снаружи), которым ограничена волна, одно и то же, а именно, 
равно нулю. Отсюда, в силу (4), если а и В радиусы, болыний 
и меньший, чем крайние радиусы слоя, 


| аг == 0, (8) 


что и выражает упомянутое. соотношение. Как в $ 274, мы видим, 
что волна сжатия или волна разрежения не может. существовать 
отдельно. Когда радиус становится большим в сравнении с толщи- 
ной, изменением г в интеграле можно пренебречь, и уравнение (8) 
выражает тогда, что среднее сжатие. равно нулю. 


1) ЗЮКез, РАИ. Мат. ХХХМУ, стр. 52, 1349. 
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(Пользуясь методом Фуко, позволяющим делать видимыми малей- 
шие оптические неоднородности, Теплеру !) удалось наблюдать сфе- 
рические звуковые волны, возникающие в малых электрических искрах, 
и их офражение от плоской стены. Впоследствии фотографии подоб- 
ных явлений были получены Махом °?).) 

Применяя общее решение (2), чтобы получить движение, возни- 
кающее при произвольных начальных условиях, мы должны помнить, 
что в его настоящей форме оно’слишком обще для этой цели, так 
как охватывает случай, когда полюс является источником или местом, 
где жидкость вводится или выводится, в нарушение уравнения непре- 
рывности. Полный поток через поверхность сферы радиуса г есть 
4п7?и, или, в силу (2) и (3), 


— 4 {408 — П-Ь Ро --^)} - 4пг. {Р-Н (4 — п}, 


так что, .если в полюсе нёт источника, то }(аё —”) -|- Р(аё--г) или 
гф должно обращаться в нуль вместе с г. Таким образом, 


Кай -- Е(аё) =0 (9) 


— уравнение, которое должно быть справедливо для всех положи- 
тельных значений аргумента 3). 

В силу известных начальных условий значения й и $ определены 
для времени #—=0 и для всех (положительных) значений г. Если 
‚эти начальные значения представлены и, и $5, то мы получаем из’ 
(2) и (3) уравнения 


И-И-ЕРО = ща, 


(10) 
(-— й—Ри=а\ $07 а, 
которыми функция } определяется для всех отрицательных значений 
аргумента, а функция Р — для всех положительных значений. Вид } 
для положительных значений аргумента вытекает из (9), а тогла все 
последующее движение определяется уравнением (2). Вид Р для 
отрицательных значений` аргумента знать не обязательно. 

Начальное возмущение разделяется само на две части, перемещаю- 
щиеся в противоположных направлениях, в каждом из которых 7ф 
распространяется с постоянной скоростью @, причем волна, идущая 
внутрь, непрерывно отражается в полюсе. Так как условие, кото- 
рому нужно здесь удовлетворить, есть гф = 0, то этот случай, до 
известной степени, аналогичен случаю параллельной трубы, оканчи- 
вающейся открытым концом, и таким путем мы, может быть, 


1) Тор!ег, Роэ7. Апя., том СХХХТ, стр. 33, 180, 1867. 

2) Масн, $Игфег. ег ИПепег Алаа., 1889. 
.3) Решение лля сферических колебаний можно получить, не пользуясь 
` (1), суперпозицией цугов плоских волн, также отнесенных к полюсу и рас- 
пространяющихся наружу симметрично во всех ‘направлениях. 
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в состоянии будем лучше понять, почему за волной сжатия, возни- 
кающей в результате освобождения массы сжатого воздуха вокруг 
‚‹полюса, немедленно следует волна разрежения. 

[Сложный характер волны, возникающей в результате начального 
сжатия, можно призвать для объяснения одного часто вызывавшего 
удивление явления. Часто наблюдают, что стекла,: разбитые сильным 
взрывом по соседству, выпадают наружу, как будто бы они под- 
верглись действию волны разрежения. Этот эффект можно приписать 
второй части сложной волны, но при этом естественно спросить, 
почему же вторая часть должна преобладать над первой’? Если бы 
стекло было подвешено свободно, то количества движения, приобре- 
тенные им от волны сжатия ‘и волны разрежения, были бы равны. 
Но в действительных условиях легко может случиться, что сила 
волны сжатия затрачивается на преодоление сопротивления опор 
(зиррогЁ5), и тогда волна разрежения остается свободной, чтобы пол- 
‘ностью произвести свой эффект. |' - 

280. Возвращаясь теперь к случаю цуга гармонических ‘волн, 
распространяющихся наружу из полюса, как из источника, исследуем 
связь между потенциалом скорости и количеством жидкости, которое 
надо предполагать попеременно вводимым и удаляемым в полюсе. 
Если потенциал скорости. есть 


= — 05 (4 — 7), (1) 


то мы имеем, как в предыдущем разделе, для полного потока пере- 
секающего сферу радиуса г, 


тие = А {с0$ А (9 — г) — Ёгзш А (41 —)} = А с0з Ваё, 


где г достаточно мало. Если_ обозначить максимальную скороёть 
введения жидкости через 4, то соответствующий потенциал дается 
выражением (1). | 

Следует заметить, что, если источник, измеряющийся величиной 4, 
конечен, то потенциал и изменение давления (пропорциональное $) 
в полюсе бесконечны. Это, однако, не влечет за собой, как 
можно было бы сначала предположить, бесконечного испускания 
энергии. Если давление разделено на две части, одна из которых 
совпадает по фазе со скоростью, а другая — с ускорением, то пер- 
вая часть, от которой зависит работа, конечна. Бесконечная часть 
давления в целом не совершает работы, ‘но лишь поддерживает коле- 
бание воздуха непосредственно вокруг источника, эффективная инер- 
ция которого бесконечно велика. й 

Исследуем теперь энергию, испускаемую простым источником 
заданной интенсивности, предполагая для большей общности, что 
источник расположен в вершине твердого конуса с телесным углом `®. 
Если скорость, с которой вводится жидкость в источник, есть 


< 
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А со$ РаЁ, то-мы имеем окончательно 


072 с —= АД с0$ АаЕ, 


соответственно 
ф== — 2 с05А (24 — 7), (2) 
откуда 
==^9А зи в (а — (3) 
И 
р: = А {с0$ А (4Ё — г) — Егзш А (4 —г)\. (4) 
Таким образом, как. в $ 245, ели 4Й— работа, перенесенная за 
время 4, мы получаем, поскольку др == — 5, 
(41 Ре А?а АЗ 


о = $11 А (а — г) соз А (а -Ьь 311? А (а — !). 


Первый член правой части целиком периодический, а во втором сред: 
] 

нее значение $112 А (4ё — г) равно => . Таким образом, за длительное 

время 


№ —= 1). (5) 

Следует отметить; что при заданном источнике амплитуда изме- 
няется обратно пропорционально ®, и поэтому интенсивность обратно 
пропорциональна 4. Для острого конуса интенсивность больше 
не только за счет’ уменьшения телесного угла, внутри которого 
распределяется звук, но также и потому, что сама полная энергия, 
испускаемая источником, возрастает. 

Когда источник находится в открытом пространстве, мы должны. 
только положить & ==4т, когда же он ржположен вплотную к твердой 
плоскости, ® = 91. 

_ Результаты этого раздела находят интересное применение в тео- 
рии рупора или (в силу закона обратимости $5 109, 294) слуховой 
трубки. Если диаметр широкого открытого конца мал сравнительно 
с длиной`волны, то волны по приходе испытывают сильное отраже- 
ние, и окончательный результат, который должен зависеть, в основном, 
от точных относительных длин трубы и волны; требуется определить 
иным путём. Это отражение можно уменьшить достаточным удлине- 
нием конуса; оно ’имеет тенденцию исчезнуть, когда диаметр откры- 
того конца заключает в себе большое число длин волн. Если 
отвлечься от трения, то, уменьшая $, от данного источника можно“ 
получить любое желаемое количество энергии, и вто же самое 


рА?а А? 
25 


1) СатЬаре Матетайса| Тпроз Ехапипайоп, 1876, 
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время удлинением конуса устранить беспрепятственный переход этой 
энергии от трубы к окружающему воздуху. 

Из теории диффракции слелует, что звук не будет сколько- 
нибудь сильно ослабляться в боковом направлении, если диаметр 
широкого конца не превосходит половины длины волны. Общеизвест- 
ное объяснение эффекта обычного рупора, связанное с предполагае- 
мой концентрацией лучей в аксиальном направлении, таким образом, 
несостоятельно. 

281. С помощью уравнения Эйлера 

0) 20 (79) (1) 
ой дг? 


< 


мы легко можем развить теорию для конических ^труб с открытыми 
концами, аналогичную теории’ Бернулли для параллельных труб, 
и подчиненную тем же ограничениям относительно малости диаметра 
труб, сравнительно с длиной волны звука!). Полагая колебание 
стоячим, так чтобы 7ф было всюду пропорционально с0$ №аё, мы 
получаем из (1) уравнение 


4? (7$) 
на -- А? . тр =0, (2) 
общим решением которого является 
7ф = А соз Аг-|-- Взш Ёг. (3) 


Условие, которое должно быть удовлетворено на открытом конце, 
заключается в том, что здесь не должно быть ни сжатия, ни разре- 
жения, и дает гф =0, так что, если крайние радиусы трубы суть 7) 
й г., мы имеем: ` 


А соз Ал, - В зп Аг, =0 и Асоз Ал, -- В зщ Аг, ==0, 
откуда, после исключения А|В, имеем зтА(г, —г,) =0, или 
п — = т\, где т — целое число. Действительно, поскольку 


форма общего решения (3) и условия для открытого конца те же 
самые, что и для параллельной трубы, то. и результат, согласно ко- 
торому длина трубы кратна половине длины волны, необходимо 
должен быть также одинаков с предыдущим. 

Конус, полный до самой вершины, можно трактовать так, как 
если бы последняя была открытым концом,’ потому что условие 
Гф ==0, как мы видели в $ 279, там удовлетворено. 

Сходство с параллельными трубами не распространяется, однако, 
на положение узлов. В случае самого низкого колебания параллель- 
ной трубы, открытой на обоих концах, узел занимает центральное 
положение, и обе половины колеблются синхронно, как трубы, откры- 
тые с одного конца и закрытые с другого. Но если бы коническая 


1) О. Вегпои!!, Мёт. 4. ГАсод. 4. $67. 11762; Оипаше|, оне отп. 
Маё., том ХУ, стр, 98, 1849, 
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труба была разделена перегородкой в ее центре, то обе ее части. 
имели бы, очевидно, разлиФные периоды; действительно, одна часть 
отличается от трубы с параллельными стенками тем, что она сжата 
у своего открытого конца, причем эффектом сжатия является пони- 
жение высоты, между тем как другая часть сжата у своего закрытого 
конца, где эффектом этого является возрастание высоты. 'Чтобы оба 
периода могли быть одинаковыми, перегородку нужно приблизить 
к более узкому концу трубы. Действительное положение перегородки 
можно определить аналитически из (3), приравнивая нулю выра- 
жение д|0/. 

Когда оба конца конической трубы закрыты, то соответствующие 
ноты определяются путем исключения А|В из уравнений 


А (соз Аг, Ел, зщ Аг, -- В (зщ Ал, — Ёг, соз Ал, ) =0, 
А (со$ г, | Его зш АГ,) -- В (31 Ёг, — Ёго с0$ Аг.) =0. 


Результат 'можно представить в форме 
.- 
г) — агс 12; Кг, == Аг; — агс15 Ри. (4) 
Если 7; =0, мы имеем, просто 
45 Его = АГ.; (5) 1) 
если г; и г. очень велики, то и агс{ Ау, и агс {5 Кг, являются не- 
1 
четными кратными т, так что г,—7, есть кратное > ^, как того 
требует теория труб с параллельными стенками. 
[Если 7, — и: = и 7.-- и ==, то (4) можно написать так: 
Е 


и и 
лее) 


(6) 


Когда г вели::о в сравнении с {/, приближенное решение (6) дает 


р 412 
— м (1 м) (7). 


где 1 — целое число. Влияние коничности на высоту звука, таким 
образом, второго порядка. | 

Эксперименты с коническими трубами производились Буте?). 
и Блэйкли 3). | 

282. Если имеются два различных источника звука одинаковой 
высоты, расположенных в От и О., то потенциал скорости ф в ‚точ- 


ке Р, расстояния которой от О; и О, равны, соответственно, г) 
ИОН ЧННИННУ 

1) Относительно корней этого уравнения см. 5 207. 

2) Вошеф Алм. 4. Сшт., том ХХИ, стр. 150, 1870. 

8) Вакеу, РИ. Маг. том УТ, стр. 119, 1818. 
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И` 7, можно выразить следующим образом: 


с0$ А (а — г) $А(аЁ— г. — а) 
А В И, (1) 


гле А и В — коэфициенты, представляющие силы источников (им 
можно, не теряя в общности, приписать одинаковые знаки), а & 
представляет запаздывание (рассматриваемое в виде расстояния) вто- 
рого источника относительно первого. Два цуга сферических волн 
находятся в согласии (в фазе) в некоторой точке Р, если 
го--а — г: === 1», где из — целое ‘число, т. е. если Р лежит на одном 
из системы гиперболоидов вращения, имеющих фокусы в О; и О.,. 
В точках, лежащих на промежуточных гиперболоидах, представляемых 


уравнением г, -На— г, =-- 5 (2т-|-1)\, обе серии волн противо- 


положны по фазе и нейтрализуют друг друга, насколько это позво- 
ляют их действительные амплитуды. Нейтрализация. полная, если 
г: |7. = А|В, и тогда плотность в Р продолжает все время оставаться 
постоянной. Пересечения этой сферы с системой гиперболоилов 
будут, таким образом, выражаться в большинстве случаев несколь- 
кими кругами абсолютного молчания. Если расстояние ОО, между 
источниками велико сравнительно с длиной волны и если сами источ-, 
ники не слишком близки по силе, то от сферы л\|г, == А|В возможно 
отойти на расстояние несколБких, длин волн, не нарушая заметно 
равенства интенсивностей, и, таким образом, ‘получить на конечных. 
поверхностях несколько смен звука и почти полного молчания. 

В действительности удовлетворительное осуществление интерфе- 
ренции двух независимых звуков представляет некоторые трудности. 
Если унисон не исключительно идеальный, то молчания только мгно- 
венные, и вследствие этого их трудно оценивать. Лучше поэтому 
пользоваться источниками, механически связанными друг © другом 
так, чтобы относительные фазы испускаемых ими звуков не могли 
меняться. Простейшая схема — это повторять первый звук путем 
отражения его от плоской стены` (55 269, 278), но тогда экспери- 
мент несколько теряет в своей непосредственности вследствие фиктив- 
ного характера второго источника. Может быть ‚наиболее удовлетво- 
рительной формой эксперимента является та, которая описана мною 
в РИЦозорс{ Магагте за июнь 1877 года. „Прерывистый электри- 
ческий ток, получавшийся от` камертонного прерывателя, дающего 
128 ‘колебаний в секунду, возбуждал с помощью электромагнитов 
два других камертона, частота которых была равна 256 ($5 63, 64). 
Эти два камертона были помещены на расстоянии примерно десяти 
ярдов друг от друга и снабжены соответствующим образом настроен- 
ными резонаторами, Усиливавшими их звуки. Частота камертонов 
была необходимо одинаковой, так как колебания возбуждались электро- 
магнитными силами абсолютно одинакового периода. Было найдено, 
что с одним закрытым ухом возможно определить. места молчания 
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со значительной точностью: перемещения на один дюйм уже было 
достаточно, чтобы произвести заметное усиление звука. В точке 
молчания, из которой линия, соединяющая камертоны, была видна 
под углом около 60°, остановка одного из камертонов воспринима- 
лась, как внезапный взрыв звучания второго камертона, и произво- 
дила весьма своеобразный эффект“. 

Другой метод заключается в раздвоении звука, идущего вдоль 
трубы, с помощью ответвлений, открытые концы которых действуют 
как источники. Но осуществление опыта в этой` форме — дело 
не очень легкое. 

Чтобы указать на существование мест молчания, часто. достаточно 
соображений. симметрии. Так, например, очевидно, что ни на про- 
должении плоскости колеблющейся пластинки, ни в экваториальной 
плоскости симметричного тела вращения, колеблющегося в направле- 
‘нии своей оси, не может быть никакого изменения плотности. Более 
обще, любая плоскость, по отношению к которой источники распо- 
лагаются симметрично, так что в любой паре изображающих друг 
друга в плоскости точек расположены источники равных интенсив- 
ностей и противоположных фаз или, как часто удобнее выражаться, 
источники с одинаковой фазой и противоположными амплитудами, 
есть плоскость молчания. 

Если некоторое число источников с одинаковой фазой, половина 
которых имеет положительную, а половина — отрицательную ампли- 
туду, размещено на окружности круга, то они не вызовут возму- 
щений давления в точках прямой линии, которая проходит через 
центр круга и перпендикулярна к его плоскости. Это — случай сим- 
метричного колокола (5 232), который не испускает звука в направ- 
лении своей’ оси !). 

Тщательное экспериментальное нсследование воздушных колебаний 
связано со значительными трудностями, которые до настоящего вре- 
мени преодолены лишь частично. Чтобы избежать нежелательных 
отражений, необходимо, вообще,. работать на "открытом воздухе, 
гле трудно управлять такими деликатными приборами, как чувстви- 
тельное пламя. Другое затруднение возникает вследствие присутствия 
самого экспериментатора, тело которого достаточно велико, чтобы 
сильно изменить положение вещей, которое он желает исследовать. . 
Среди индикаторов звука можно упомянуть мембраны, натянутые 
на чашки, где возбуждение делается видимым благодаря песку или 
маленьким маятникам, свободно подвешенным вблизи мембран. Если 
мембрана просто натянута на обод, то на обе ее стороны действуют 
приблизительно одинаковые силы, и движение вследствие этого сильно 
уменьшается, если только мембрана не настолько велика, чтобы дать 
заметную тень, которая может защитить ее заднюю сторону. Веро- 
ятно, наилучший метод изучения интенсивности звука в какой-либо 


1) РАЙ, Мав. (5}, том. Ш, стр. 460, 1877, 
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точке воздуха заключается в том, чтобы отвести часть его с помощью 
трубки, оканчивающейся в маленьком конусе или резонаторе; отве- 
денный звук направляется к уху или к манометрической коробке. 
Этим путем места молчания нетрудно определить со значительной 
точностью. 

С помощью аппарата этого рода возможно исследовать даже фазу 
колебания в какой-либо точке в воздухе и проследить поверхности, 
на которых фаза не меняется !). Если внутренность резонатора соеди- 
нена гибкой трубкой с манометрической коробкой, которая действует 
на небольшое газовое пламя, то движение пламени неизменным обра- 
зом (зависящим от самого аппарата) связано с измёнением давления 
в резонаторе; в частности, интервал между самым низким положением 
пламени и самым низким давлением в резонаторе не зависит от абсо- 
лютного времени, ‘когда этот эффект имеет место. В экспериментах 

Мейера применялись два пламени, расположенные вблизи друг друга 
_ на одной вертикальной линии; они исследовались с помощью вращаю- 
щегося зеркала. Пока присоединенные резонаторы ‘оставались невоз- 
мущенными, зубцы обоих пламен занимали неизменное относительное 
положение; это относительное положение сохранялось и тогда, когда 
один из резонаторов перемещали, чтобы проследить за поверхностью 
‚неизменной фазы. За дальнейшими деталями мы должны отослать 
читателя к оригинальной статье. 

283. Когда звуковые волны встречают какое-либо препятствие, 
часть движения отбрасывается назад в качестве эхо,. и под защитой 
препятствия здесь образуется род Звуковой тени. Однако, чтобы 
образовать тень, сколько-нибудь похожую на совершенные опхические 
тени, тело, служащее препятствием, должно иметь . значительные 
размеры. Образцом для сравнения, соответствующим предмету, является 
длина волны колебания; чтобы получить звуковые лучи, требуются 
почти столь же крайние условия, как в оптике для того, чтобы 
избегнуть образования их. Тем не менее звуковые тени, отбрасывае- 
‘мые холмами или зданиями, бывают часто довольно полными и должны 
быть знакомы всякому. 

Для более близкого изучения возьмем сначала случай плоских 
волн, встречающих неподвижный плоский экран бесконечно малой 
толщины, в котором имеется отверстие какой-либо формы; плоскость 
экрана (х —= 0) пусть параллельна фронтам волн. Потенциал скорости 
невозмущенного цуга волн можно взять в форме 


ф== с0$ (1 — Ех). (1) 


Если значение д%|0х по всей площади отверстия известно, то фор- 
мулы (6) и (7) $ 278 позволяют нам вычислить значение ф в любой 
точке на другой стороне. В обычной теорци диффракции, как она 
излагается в трудах по оптике, предполагается, что возмущение 


1) Мауег, ВЫ. Маз, (4), том ХЫУ, стр. 321, 1872, 


283] ЗОНЫ ФРЕНЕЛЯ 125 


в плоскости отверстия таково, как при отсутствии экрана. Эта гипо- 
теза, хотя она никогда не может быть строго правильной, достаточна, 
если отверстие очень велико сравнительно с длиной волны, как это 
обычно имеет место в оптике. 

Для невозмущенной волны мы имеем 


дз 


ко Е ЗИ И, (2) 


а поэтому на другой стороне получаем 
п пи) 
=— 5 5 | ее 45, (3) 


причем интегрирование распространяется по всей площади, отверстия. 
Так как 2 ==), то, сравнивая с (1), мы видим, что, если предполо- 
жить, имея в виду применение принципа Гюйгенса, первичную волну 
разбитой на элементарные волны, то 45 следует разделить на \г, а фаза 
должна быть увеличена на четверть периода. 

Если г велико сравнительно с размерами отверстия, состав инте- 
грала лучше всего изучать с помощью зон Френеля !). Взяв в качестве 
центра точку О, для которой нужно измерить ф, описываем ряд сфер 
радиусами, возрастающими от одного к другому. на постоянную раз- 


НОСТЬ 5 ^, причем радиус первой сферы таков (с), чтобы она каса- 


лась плоскости экрана. На этой плоскости образуется, следовательно, 
система окружностей, радиусы 9 которых даются выражением 0 -|- с* == 


1 ‚ 
=(--5 п))? или, очень близко к этому, 02 ==псА, так что кольца, 


на которые разделяется плоскость, имея приблизительно одинаковую 
площадь, дают доли ф, приблизительно одинаковые по своей числен- 
ной величине и попеременно противоположные ‘по знаку. Если О ле- 
жит определенно в пределах проекции площади, то первый член ряда, 
представляющего интеграл, конечен; следующие члены попеременно про- 
тивоположны по знаку и сначала почти постоянны по величине, но. 
впоследствии постепенно стремятся. к нулю, так как части колец, умещаю- 
щихся в пределах отверстия, становятся все меныше и меньше. ^Слу- 
чай отверстия, граница которого отстоит всюду на одно и то же рас- 
стояние от О, исключается. 

В ряде подобного вида всякий член после первого почти точно 
нейтрализуется (поскольку это касается ‚разностей первого порядка) 
полусуммой предшествующего ему и следующего за ним, так что 
сумма всего ряда приближенно представляется половиной первого члена, 


1) [Эти зоны авторами сочинений по оптике обычно называются зонами 
Гюйгенса (например Ве, Ггайё а’ОрНдие рйузщие, том 1, стр. 102, Па- 
риж, 1858); однако, как было указано Шустером (РАЙ. Маз. том ХХХ, 
стр. 85, 1891), их правильнее назвать именем Френеля.] 
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‚ которая остается нёкомпенсированной. Мы видим, что, при достаточ- 
ном числе зон, укладывающихся в пределах отверстия, значение $ 
в точке О не зависит от природы отверстия и поэтому таково, как 
если бы экрана не было вовсе. Мы можем еще вычислить прямым пу- 
тем эффект круга, которым начинается система зон — прием, который 
будет иметь то преимущество, что он сделает более ясным значение 
изменения фазы, которое, как мы нашли, необходимо ввести, когда 
первичная волна является расходящейся. Представим себе, что этот 
круг разделен на бесконечно узкие кольца равной площади. Доли $, 
обязанные каждому из этих колец, равны по амплитуде ‘и имеют фазы, 
изменяющиеся равномерно на протяжении половины полного ‘периода. 
Фаза результирующей находится поэтому посредине между фазами 
крайних элементов, т. е. отстает на четверть периода от фазы эле- 
мента в центре круга. Амплитуда результирующей будет меньше, 
‘чем в том случае, если бы все ее компоненты имели одну и ту же 


0% 


фазу, в отношении | п хах:п или 2:п, а потому (площадь круга 


0 
есть т\с) половина эффекта первой зоны выражается формулой 
п (Е — Ас — 7) 
.—_—_— Ас == с0$ (И# — Ас}. 

С 
т. е. таким же образом, как если бы первичная волна прошла нёвоз- 
мущенной. 

Если точка О находится достаточно далеко от проекции отверстия, 
результат будет совершенно иным. Ряд, представляющий интеграл, 
сходится тогда на обоих концах, и в силу того же рассуждения, что 
‘и прежде, его сумма приближенно равна нулю. Мы заключаем, что, 
если проекция О на плоскость х = 0 попадает в пределы отверстия 
и находится ближе ‘к О, чем ближайшая точка границы отверстия, 
на болышое число длин волн, возмущение в О почти такое же, как 
и при полном отсутствии препятствия; но если проекция О оказы- 
вается за пределами отверстия и находится ближе к О, чем ближай- 
шая точка границы, на болышое число длин волн, то возмущение в О 
практически исчезающе мало. Это — теория звуковых лучей в ее про- 
стейшей форме. | 

Рассуждение мало изменится, если экран расположен наклонно 
к плоскости волн. Как и прежде, движение на другой стороне эк- 
рана можно рассматривать как результат нормального движения частиц 
в плоскости отверстия, но это нормальное движение теперь изменяется 
по фазе от точки к точке. Если первичные волны исходят от источ- 
ника в О, то зоны Френеля. для точки Р образуют серию эллипсов, 


представляемых уравнением 7, и, =РО- 5 ИА, где м; и г, — рас- 
стояния от какой-либо точки на экране до /и Р, ‚ соответственно, 
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а п — целое число. За счет предположенной. малости \ сравнительно 
ст Иг,, зоны вначале имеют одинаковую площаль и приносят рав- 
ные и противоположные по знаку доли в значение ф; таким образом, 
с помощью того же самого рассуждения, что и прежде, мы можем 
заключить, что Н какой-либо точке, расположенной определенно вне 
геометрической проекции отверстия, возмущение исчезает» между тем 
как в точке, расположенной определенно в пределах геометрической 
проекции, возмущение таково, как если бы первичная волна прошла 
через экран совершенно беспрепятственно. Можно заметить, что уве- 
личение площади зон Френеля за счёт наклонного положения экрана 
компенсируется в вычислении интеграла соответствующим образом 
уменышенным значением нормальной скорости жидкости. Ослабление 
первичной волны между экраном и точкой Р, обязанное расхождению, 
представляется уменьшением площади зон Френеля ниже площади тех, 
которые соответствуют плоско падающим волнам, в отношении 
(ие иь)[и. 

Между прохождением звука через отверстие в экране и его отра- 
жением от плоского рефлектора той же формы, что и отверстие, 
имеется простое соотношение, которым иногда можно воспользоваться 
при эксперименте. Представим себе, что в (), ‘изображении С в плос- 
кости экрана, помещен источник, одинаковый с © и в той же фазе, 
и предположим, что экран удален и заменен пластинкой, форма и 
положение которой в точности таковы же, как у отверстия; мы знаем, 
что на эффект в Р от двух источников не влияет присутствие пла- 
стинки, так что колебание от ©’, отраженное пластинкой, и колеба- 
ние от (©), обошедшее кругом пластинки, дают в соединении такое же 
самое колебание, какое было бы получено от ©, если бы препятствия 
не было совсем. Но согласно допущению, которое мы сделали в на- 
чале этого раздела, колебание, беспрепятственно идущее от @, можно 
рассматривать, как состоящее из колебания, находящего себе путь 
вокруг пластинки, и колебания, которое прошло бы через отверстие 
той же самой формы в бесконечном экране; таким образом, колебание 
от (, прошедшее через отверстие, одинаково с колебанием ‘от ©’, 
отраженным от пластинки. 

Чтобы получить почти полное отражение, достаточно, чтобы отра- 
жающая пластинка заключала лишь небольшое число зон Френеля. В слу- 
чае прямого отражения радиус о первой зоны определяется уравнением. 


1 


я (+=) =» (4) 


где с, и с., соответственно, — расстояния от источника до рефлек- 
тора и точки наблюдения. Когда эти расстояния велики, зоны полу- 
чаются настолько большими, что обычные стены недостаточны для пол- 
ного отражения, но при средних расстояниях эхо часто бывают почти 
идеальными. Площадь, необходимая для полного отражения, зависит 
Также от длины волны; таким образом, может случиться, что доска 
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или пластинка, совершенно неподходящие для того, чтобы отразить 
низкую музыкальную ноту, могут очень хорошо отражать шипение или 
звук высокого свистка. В экспериментах над отражением с экранами 
среднего размера главная трудность заключается в достаточно „пол- 
ном освобождении от прямого звука. Простейший прием состоит в том, 
чтобы отражать звук электрического звонка или какого- -нибудь дру- 
гого достаточно постоянного источника, расположенного за углом боль- 
шого! здания !). 

284. В предыдущем разделе мы применили- принцип Гюйгенса 
к случаю, ‘в котором первичная волна разбивается на элементарные 
поверхности воображаемой плоскости. Если мы действительно знаём, 
каково нормальное движение в.плоскости, то мы можем вычислить 
с помощью строгих приемов возмущение в любой точке на другой 
стороне. Для поверхностей, отличных от плоскости, задача не может 
быть решена в общем виде; тем не менее, нетрудно видеть, что если 
радиусы кривизны поверхности очень велики сравнительно с длиной 
волны, эффект нормального движения некоторого элемента поверхно- 
сти должен быть почти таким %же, как если бы поверхность была 
плоской. При этом условии мы можем воспользоваться для вычисле- 
ния общего результата тем же самым интегралом, что и прежде. Из 
соображений удобства обычно всего лучше предположить, что волна 
разбивается на элементарные волны на том, что называется в оптике 
волновой поверхностью, т. е. на поверхности, в каждой точке кото- 
рой фаза возмущения одна и та же. 

Рассмотрим применение принципа Гюйгенса к вычислению распро- 
странения заданной расходящейся волны. Опишем из точки Р, в кото- 
рой требуется найти возмущение, как из центра, ряд сфер радиусами, 
возрастающими от предыдущего к’последующему каждый раз на по- 


1 
постоянную величину —\; радиус первой из сфер (с) таков, что ‘она 
у УМ р р р 


касается заданной волновой поверхности в С. Если Ю — радиус кри- 
визны поверхности в плоскости, проходящей через Р и С, то соот- 
ветствующий радиус внешней границы И-0й зоны ‘р дается уравнением 


—_—- УИ А 
Ю--с= ИВ — ?-- И)еет м, 


из которого мы получаем приближенно 


“_.. (1) 


Если данная поверхность является поверхностью вращения с осью РС, 
то площадь первых п зон есть по?, а так как р? пропорционально п, 
то отсюда следует, что зоны имеют одинаковые площади. Если поверх- 


1) РВИ. Маг. (5), том ПП, стр. 458, 1877, 


— 
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ность не является поверхностью вращения, то площадь первых п зон 


1 г 
представляется выражением 9 | 0248, где 9 — азимут ПЛОСКОСТИ, В ко- 


торой измеряется р, но положение, что зоны имеют равные площади, 
все еще остается верным. Поскольку, согласно гипотезе, нормальное 
движение не очень быстро меняется вдоль волновой поверхности, то 
возмущения в Р, обязанные различным зонам, почти равны по вели- 
чине и попеременно противоположны по знаку; мы заключаем поэтому, 
что общий эффект, как и в случае плоских волн, составляет половину 
эффекта первой зоны. Фаза в Р отстает от той, которая господствует 
на заданной волновой поверхности, на величину, соответствующую 
расстоянию с. 

Интенсивность возмущения в Р зависит от площади первой зоны 
Френеля и от расстояния с. В случае симметрии мы имеем 


пр? пЮ 
с ВЮ с 


— соотношение, показывающее, что возмущение меньше, чем если бы Ю 

было бесконечно велико, в отношении (Ю -- с): Ю. Это уменьшение — 

эффект расхождения; оно одинаково с тем, которое было бы полу- 

чено при предположении, что движение. ограничено конической тру- 

бой, вершина которой находится в центре кривизны (5 266). Когда 
и 


1 ® 
поверхность не является поверхностью вращения, значение 5-|. 0446 /с 
0 
можно выразить через главные радиусы кривизны А; и К., с кото- 
рыми А связано “отношением 


Ю 


55” р $1120 


Мы получаем, выполняя интегрирование, 
21. 


Л г АИ А | 2 
2) РУБ 9' ® 


так, что амплитуда уменьшается за счет расхождения’ в отношении 
У, — с) (К. с): Ув ‚Ю› — результат, который можно было пред- 
видеть, предполагая, что движение ограничено трубой, образованной 
нормалями, проведенными через малый контур, намеченный на волно- 
вой поверхности. 

Хотя до сих пор мы говорили только о расходящихся волнах, 
предыдущие выражения можно применить также и к волнам, сходя- 
щимся в едной или в обеих главных плоскостях, если приписать соот- 
ветствующие знаки Ю, и К.. В этом случае площадь первой зоны 
Френеля больше, чем в случае плоской волны, и интенсивность коле- 


9 рьлей 
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бания соответственно увеличёна. Если точка Р совпадает с одним из 
главных центров кривизны, то выражение (2) становится бесконечно 
большим. Исследование, на котором было основано (2), тогда недо- 
статочно; мы вправе утверждать лишь, что возмущение значительно 
больше в Р, чем в других точках той же самой нормали, что дис- 
пропорция возрастает с частотой и что она сделалась бы бесконечно 
болышой для нот бесконечно большой высоты, длиной волны которых 
можно пренебречь сравнительно с встречающимися здесь расстояниями. 

285. Принцип Гюйгенса можно также применить для исследова- 
ния отражения звука от кривых поверхностей. Если бы поверхность 
рефлектора изгибалась под действием давлений воздуха настолько 
сильно, что нормальная составляющая движения В каждой точке была бы 
той же самой, что.и в отсутствии рефлектора, то звуковые волны 
проходили бы невозмущенными. Отражение, которое действительно 
происходит, когда поверхность неподатлива, можно поэтому рассмат- 
ривать как результат нормального движения каждого элемента реф- 
лектора, равного и противоположного движению первичных волн в этой 
точке, и исследовать с помощью формулы для плоских поверхностей 
способом предыдущего раздела, с аналогичным ограничением относи- 
тельно длины волны и относящихся сюда расстояний. 

Наиболее интересный случай отражения имеет место, когда форма 
поверхности такова, что дает концентрацию лучей в определенной 
точке (Р). Если звук первоначально исходит из простого источника 
в СОи если поверхность является эллипсоидом вращения с фокусами 
в Ри О, то концентрация полная, и колебание, отраженное от какого- 
нибудь элемента поверхности, по приходе в @ находится в той же 
самой фазе. Если @ находится на бесконечно большом расстоянии, 
так что падающие волны плоские, то поверхность оказывается пара- 
болоидом, имеющим фокус в Ри ось, параллельную падающим лу- 
чам. Не нужно, однако, думать, что симметричная волна, расходящая- 
ся из О, превращается в результате отражения от поверхности эллип- 
соида в сферическую волну, симметрично сходящуюся к Р; действи- 
тельно, легко видеть, что интенсивность сходящейся волны должна 
быть различной в различных направлениях. Тем не менее, когда длина 
волны очень мала в сравнении с радиусом, различные части сходящейся 
волны становятся приблизительно независимыми друг от друга, и 
на их распространение не влияет существенным образом отсутствие 
идеальной симметрии. 

Увеличение громкости за счет кривизны зависит от величины пло- 
щади отражающей поверхности, от которой приходят возмущения оди- 
наковой фазы, сравнительно с площадью первой зоны Френеля для 
плоского рефлектора в том же самом положении. Если расстояния от 
рефлектора до источника и до точки наблюдения значительны и если 
длина волны не очень мала, то уже первая зона Френеля достаточно 
широка; поэтому если рефлектор средних размеров, то, придавая ему 
вогнутость, можно достигнуть лишь очень немногого. С другой сто- 
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роны, в лабораторных экспериментах, когда расстояния не очень велики 
и применяются звуки большой высоты, например тиканье часов или 
треск электрических искр, вогнутые рефлекторы очень эффективны 
и дают отчетливую концентрацию звука в определенных местах. 

286. Мы видели, что если луч, идущий от О, проходит после 
отражения от плоскости или кривой поверхности через Р; то точка К, 
в которой он встречает поверхность, определяется из условия, что 
ОК -- КР есть минимум (или в некоторых случаях максимум). Точка А 
является тогда центром системы зон Френеля; амплитуда колебания 
в Р зависит от площади первой зоны, а его фаза от расстояния 
ОЮ-- ЮР. Если на поверхности рефлектора нет точки, для которой. 
ОК -- ЮР было бы максимум или минимумом, то система зон Фре- 
неля не имеет центра, и нет ни одного луча, идущего от ©, кото- 
рый после отражения от поверхности пришел бы в Р. Равным об- 
разом, если звук отражается более одного раза, то путь луча 
определяется условием, что его полная. длина между любыми двумя 
точками есть максимум или минимум. 

Этот же принцип можно применить к исследованию преломления 
звука в среде, механические свойства которой меняются постепенно 
от точки к точке. Изменение предполагается настолько медленным, 
что заметного отражения ‘не происходит, и это не является несов- 
местимым с определенным преломлением лучей при прохождении 
расстояний, заключающих очень большое число длин волн. Очевидно, 
что нам сейчас приходится иметь дело не только с длиной луча, но 
и со скоростью, с которой волна распространяется вдоль него, по- 
скольку эта скорость более уже не постоянна. Условие, которое 
должно быть удовлетворено, следующее: время, требующееся волне, 
чтобы пройти вдоль луча между любыми двумя точками, должно 
быть максимумом или минимумом; таким образом, если У — скорость 
распространения в некоторой точке, а 4$ — элемент пути луча, то 


это условие может быть выражено так: 8 У-145 =0. Это—прин- 
цип кратчайшего времени Ферма. 


Дальнейшее развитие этой части предмета завело бы нас слишком 
далеко в область геометрической оптики. Так как есновное пред®- 
ложение о малости длины волны, на котором построена доктрина 
лучей, имеет более широкое применение к явлениям света, чем 
к явлениям звука, то задачу развития его следствий можно, соб- 
ственно, предоставить культиваторам этой родственной науки. В сле- 
дующих разделах методы оптики применены к одному или двум 
изолированным вопросам, достаточно интересным для акустики, чтобы 
‘рассмотрение их в настоящем труде было оправдано. 

287. Одно из наиболее поразительных явлений, связанных с рас- 
пространением звука внутри закрытых строений, — это „шепчущие гал- 
‚ лереи“, хороший и доступный всем пример которых представляет. собой 
круговая галлерея, расположенная в цоколе купола собора св. Павла. 


9* 
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Что касается ‘точной природы явления, то полного согласия здесь 
между авторитетами акустики нет. По мнению Королевского астро- 
нома !) этот эффект следует приписать отражению от поверхности 
‚купола вверху; он должен наблюдаться в точке галлереи, диамет- 
рально противоположной источнику звука. Каждый луч, исходящий 
от излучающей точки и отраженный от поверхности сферического 
рефлектора, пересечет после отражения тот диаметр сферы, который 
заключает излучающую точку. Этот диаметр есть по существу вы- 
рожденная форма одной из двух каустических поверхностей, которых 
вообще касаются системы лучей, представляющей собой геометри- 
ческое место центров главной кривизны поверхности, к которой лучи 
являются нормалями. Осуществляющаяся таким путем концентрация лу- 
чей на одном из диаметров не требует близости излучающей точки 
к отражающей поверхности. - 

Основываясь на некоторых наблюдениях, сделанных мной в шеп- 
чущей галлерее св. Павла, я склонен думать, что основное явление 
следует объяснять несколько иначе. Ненормальная громкость, с какой 
слышен шопот, наблюдается не только в точке диаметрально про- 
тивоположной тому, которое занимает шепчущий, и потому, каза- 
лось бы, не зависит существенно от симметрии купола. Шопот 
представляется ползущим горизонтально кругом по галлерее, не обя- 
зательно вдоль более короткой дуги, а скорее вдоль той ‚дуги, 
к которой шепчущий обращен лицом. Это — следствие очень неоди- 
наковой слышимости шопота впереди говорящего и позади его — 
явление, которое легко можно наблюдать на открытом воздухе 3). 

Рассмотрим ход лучей, расходящихся от излучающей точки Р, 
расположенной вблизи поверхности отражающей сферы, и обозначим 
центр сферы через О, а диаметр, проходящий через Р, через АА", 
так что А есть .точка на поверхности, ближайшая к Р. Если мы 
остановим внимание на луче, который исходит из Р под углом -- 6 
с касательной плоскостью в 2, то увидим, что после некоторого 
числа отражений он продолжает касаться концентрической сферы 
радиуса ОРсо$0, так что весь конический пучок лучей, которые 
вначале составляли с касательной плоскостью в А углы, численно 
меньшие @, впоследствии всегда заключается между отражающей по- 
верхностью и поверхностью концентрической сферы радиуса ОР со$ 6. 
Обычно} расхождение в трех измерениях, которое предполагает умень- 
шающуюся пропорционально 77? интенсивность, заменяется расхо- 
‚ждением в двух измерениях, аналогичным расхождению для волн, 

` исходящих от источника, расположенного между двумя параллель- 
ными отражающими плоскостями с интенсивностью, изменяющейся 
пропорционально г-!. Менее быстрое, чем обычно, ослабление звука 
с расстоянием является основным свойством шепчущих галлерёй. 


1) Ау, Оп 5оипа, 2-е издание, стр. 145, 1871. 
2) РИ. Маг. (5), том Ш, стр. 458; 1877. 
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Толщина слоя, заключенного между двумя сферами, становится- 
все меньше и меньше, по мере того как А приближается к Р, и 
в предельном случае излучающей точки, расположенной на поверх- 
ности рефлектора, выражается через ОА (1 — соз0) или, если 09 мало, 


приближенно через > ОА.8?. Телесный угол пучка, который опре- 


деляет полное количество излучения в слое, есть 4пф, так что когда 0 
беспредельно уменьшается, интенсивность становится бесконечно боль- 
шой сравнительно с интенсивностью на конечном расстоянии от по- 
добного же источника в открытом пространстве. 

Очевидно, что это, если можно так выразиться, „цепляние“ звука 
за поверхность вогнутой стены не должно зависеть от точности сфе- 
рической формы. Однако, в случае точной сферы или скорее какой- 
либо поверхности, симметричной относительно А’, имеется еще 
концентрация другого рода, о которой говорилось в начале настоя- 
щего раздела и которая свойственна точке А’, диаметрально проти- 
воположной. источнику звука. Вероятно, в случае почти сферического 
купола, подобного куполу св. Павла, часть наблюдаемого эффекта 
обязана симметрии, хотя большую часть нужно, вероятно, отнести 
просто за счет общей вогнутости стен. 

На распространение сейсмических возмущений, вероятно, влияет 
кривизна поверхности земного шара,” действующая подобно шепчу- 
щей галлерее, а, может быть, и звуковые колебания, возбуждаемые 
на поверхности земли или воды, не избегают целиком влияния этого же 
рода. 

В акустике общественных зданий есть много вопросов, которые 
еще остаются темными. Важно иметь в виду, что потеря, испыты- 
ваемая звуком, при одном отражении на гладкой стене, будет ли 
последняя плоской или кривой, очень мала. Чтобы предупредить 
реверберацию, часто может оказаться необходимым вводить для по- 
глощения звука ковры или драпировки. Найдено, что иногда для 
достижения желаемого эффекта достаточно присутствия аудитории. 
В отсутствии всяких заглушающих материалов продление звука мо- 
жет быть очень значительным; пожалуй, наиболее поразительным 
примером этого является Баптистерия в Пизе, где пропетые после- 
довательно ноты простой гаммы можно слышать в течение многих 
секунд !). По Генри 2), важно предупредить повторное отражение 
звука взад. и вперед по длине зала, преднавначенного для публичных 
выступлений, что можно сделать с помощью соответственно -поме- 
щенных наклонных поверхностей. Этим путем число отражений в 


1) [Мои собственные наблюдения, сделанные в 1883 г., дали длитель- 
ность в 12 секунд. Всли нота изменяет высоту, то оба звука слышны вме- 
сте и могут привести к возникновению комбинационного тона, $ 68. См. 
НарегаН21, „Оерег @е уоп ОуогаК Беофасщаеа УаЦаНоп{90“, Мел, 
Ааа. ЗИгфег., ТТ, стр. 204, 1878.] 

2) Непгу, Атег. А5з0с. РгГоес»» 1856, стр, 119, 
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данное время увеличивается, и чрезмерная продолжительность звука 
устраняется. 
288. Почти единственный пример акустического преломления, ко- 
торый имеет практический интерес, это — отклонение звуковых лучей 
от прямолинейного хода, обязанное неоднородности атмосферы. Из- 
менение давления на различных уровнях само по себе не приводило 
бы к возникновению преломления, так как скорость звука не зависит 
от плотности, но, как было указано впервые проф. Осборном Рей- 
нольдсом 1), дело обстоит иначе с изменением температуры, которые 
обычно встречаются в атмосфере. Температура атмосферы опреде- 
ляется, главным образом, сжатием или разрежением, которое должна 
испытывать масса воздуха при ее переходе с одного уровня на дру- 
гой, и нормальное состояние атмосферы есть скорее состояние „под- 
вижного равновесия“ 2), чем однородности. Согласно этой точке 
зрения, соотношение между давлением и плотностью выражается 
уравнением (9) $ 246, а скорость звука дается выражением 


ар Ро (1 1-1, 
уз — “В — Ро (2. 
ар ИР Е) (0 


Чтобы связать плотность и давление с высотой (2), мы располагаем 
уравнением гидростатики: 


= 


| 4р = — &раг, (2) 
из которого и из уравнения (1) мы находим 
У И — (1—1) 52, (3) 


где У — скорость на поверхности. Соответствующее соотношение 
между температурой и высотой, полученное с помощью уравнения (10) 
$ 246, есть , 

5. = 1 — я 82, (4) 
где @, — температура на поверхности. 

Согласно (4), падение температуры составляет около 19С на 
330 футов (100 м), что не очень значительно отличается от резуль- 
татов шаропилотных наблюдений Глешера. Когда небо ясное, паде- 
ние температуры днем более быстрое, чем при облачном небе, но 
к заходу солнца температура становится приблизительно постоянной 3). 
Вероятно, в ясные ночи вверху часто теплее, чем внизу. . 

Объяснение акустической рефракции, как результата изменения 
температуры с высотой, почти совпадает с объяснением оптического 
явления — миража. Кривизну луча (0—1), ход которого приблизительно 
горизонтален, легко оценить методом, данным проф. Джемсом Том- 


1) Веупо!4$, Ргосее41тя$ о} те Юоуа[ ЗосёеЁу, том ХХИ, стр. 531, 1874. 

2) Тпотзоп, „Оп фе сопуесНуе едиШЬНит оЁ {етрегаиге 1п Ве айто- 
зрнеге“, Малпсйнеег Метогг$, 1861—62, 

8) Машге, Зерь 20, 1877. 
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соном 1). Нормальные плоскости, проведенные через две последова- 
тельные точки вдоль луча, встречаются в центре кривизны и каса- 
ются волновой поверхности в двух ее последовательных положениях. 
Участки лучей на высотах 2 и 2---д2 соответственно, заключающиеся 
между нормальными плоскостями, находятся в отношении р|(р — 82) 
друг к другу, а также, поскольку они описываются в одно и то же 
время, в отношении У|(У--бУ). Отсюда в’ пределе 


1 ашу 
а * (5) 


При нормальном состоянии атмосферы луч, который выходит го- 
ризонтально, постепенно заворачивает вверх и, на достаточном рас- 
стоянии, проходит над головой наблюдателя, находящегося на одном 
уровне с источником. Если источник приподнят, то звук слышен на 
поверхности земли благодаря лучу, который выходит с наклоном 
вниз; но если и наблюдатель, и источник находятся на поверхности, 
то прямой луч отсутствует, и звук слышен, если это вообще имеет 
место, благодаря диффракции. Тогда можно сказать, что наблюда- 
тель расположен в звуковой тени, хотя по прямой линии между 
ним и источником может не быть никакого препятствия. Согласно (3), 


| ау 
ЗУ, 


так что 
__ У 4 
О у СУ (6) 


т. е. радиус кривизны горизонтального луча примерно в десять раз 
больше высоты, с которой тело должно упасть под действием силы 
тяжести, чтобы приобрести скорость, равную скорости звука. Если 
высоты источника и наблюдателя суть, соответственно, 2, и 2,, то 
наибольшее расстояние, на котором можно слышать звук иначе, чем 
за счет диффракции, есть 


И22р-НУ 22. (7) 


Не следует полагать, что состояние атмосферы всегда таково, 
что соотношение между скоростью и высотой дается выражением (3). 
При солнце изменение температуры по вертикали более быстрое; 
напротив, как заметил проф. Рейнольдс, когда идет дождь, следует 
ожидать значительно более медленного изменения температуры по 
вертикали. В арктических областях, где ночи продолжительные и ти- 
хие, излучение может иметь более сильное влияние в определении 
температурного равновесия, чем конвекция, а если так, то распро- 


1) См. Еуегей, „Оп Ще Орсз ог Маре“, РАЦ. Маг. (4), ХГУ; (4), 
стр. 161, 248, 


136 ОБЩИЕ УРАВНЕНИЯ [гл. жу 


странению звука в горизонтальном направлении благоприятствовало бы 
приблизительно изотермическое состояние атмосферы. 

Общее диференциальное уравнение для пути луча, когда поверх- 
ности равной скорости представляют собой параллельные плоскости, 
легко получается из закона синусов. Если @— угол падения, то 
У| $1 вне изменяется преломляющей поверхностью и поэтому остается 
в предположенном случае постоянным вдоль всего хода луча. Если х — 
горизонтальная координата и если ‘постоянное значение У] $116 обо- 


значить через с, то мы получаем 4х[42 == У|]У с? — У? или 
я 


х = 
Если закон для скорости — тот, который выражен (3), то 
2У ау 
2 = — ———=— 
9—1=’ 
и, таким образом, 
2 Узау 


Хх — ———— 
(7—1) 2 У? — у? 


или, выполняя интегрирование, 
(7— 1) 5х = сов -[ Уз — У? — с?агсзш у, (9) 


где У— можно выразить через с помощью (3). 

Более простой результат можно получить, если взять приближен- 
ную формулу (3), которая достаточно точна; чтобы представить 
случаи, имеющие практический интерес. Пренебрегая квадратом и 
высшими степенями 2, мы можем положить 


И-1 = ИИ. (10) 


ч ` — 1 
Написав для краткости `5 вместо 9—5 ‚ мы имеем 
р уз 


0 
В 42=«ау*. 


Подставив в (8), получим 
4 (5) —__ 
у с с 


начало х берется так, чтобы оно отвечало значению У==с, т. е. 
в том месте, где луч горизонтален. Выражая У через х, мы находим 


2 _ 
у = есВ8Х - е 8х, 


289] ДЕЙСТВИЕ ВЕТРА 137 


откуда 
) 
Ва == — И (ее). (12) 
Путь каждого луча является поэтому цепной линией с вершиной, 
23 


обращенной книзу; линейный параметр есть и меняется от 


о 
8—1 
луча к лучу. 

289. Другой случай атмосферной рефракции можно найти в дей- 
ствии ветра. Уже давно известно, что вообще звуки слышны лучше 
с подветренной, чем с наветренной стороны от источника; ` явление 
оставалось, однако, необъясненным, пока Стокс!) не указал на то, 
что возрастающая скорость ветра вверху должна мешать прямоли- 
нейному распространению звуковых лучей. Из закона кратчайшего 
времени Ферма следует, что ход луча в движущейся, но с других 
точек зрения однородной среде, такой же, каким он был бы в среде, 
все части которой находятся в покое, ебли бы скорость распростра- 
нения.была увеличена в каждой точке на компоненту скорости ветра 
в направлении луча. ‘Если ветер — горизонтальный и не меняется 
в горизонтальной плоскости, то ход луча, направление которого 
всюду составляет лишь незначительный угол с направлением ветра, 
можно вычислить на основании тех же принципов, какие были при- 
менены в предыдущем разделе к случаю переменной температуры; 
локальная скорость ветра в каждой точке увеличивает или уменьшает нор- 
° мальную скорость распространения звука в зависимости от того, распро- 
страняется ли звук по ветру или против ветра. Таким образом, когда 
скорость ветра вверх возрастает, что можно рассматривать как нормаль- 
ное положение вещей, горизонтальный луч, идущий против ветра, 
постепенно загибается -вверх и на некотором расстоянии проходит над 
головой наблюдателя; напротив, лучи, идущие в направлении ветра, 
загибаются вниз, так что наблюдатель, расположенный с подветре- 
ной стороны от источника, слышит звук .благодаря прямому лучу, 
который выходит с незначительным уклонением вверх и имеет то пре- 
имущество, что он изолирован от помех на большей части своего пути. 

Легко исследовать закон преломления на горизонтальной плоско- 
сти, при переходе через которую скорость ветра изменяется скачком. 
Достаточно рассмотреть случай, когда направление ветра и луч на- 
ходятся в одной и той же вертикальной плоскости. Если @ — угол 
падения, который является также углом между волновой плоскостью 
‚и поверхностью раздела, (И — скорость воздуха в том направлении, 
которое составляет меньший угол с лучом, и У— общая скорость 
распространения, то скорость следа волновой плоскости на поверх- 
ности раздела есть 


у 
9-ГО (1) 


1) Зюкез, Вгй. Аз5ос. Кер. 1857, стр. 22, 
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—щ величина, которая не меняется при преломлении. Если поэтому 
(’ — скорость ветра на другой стороне, а 0’— угол преломления, то 


у и 
же КИ=аае-РО» (2) 


что отличается от обычного закона оптики. Если скорость ветра 
изменяется непрерывно, то ход луча можно вычислить из условия, 
что выражение (1) остается постоянным. 

Если мы предположим, что (И==0, то наибольшее допустимое 


значение (7 есть , 
(Л — У(с$60 — 1). (3) 


В слое, где 0’ имеет это значение, направление луча, вышедшего 
под углом @, становится параллельным преломляющей поверхности, 
и в слой, где (' имеет большее значение, луч не сможет совсем 
проникнуть. Таким образом, луч, идущий в спокойном воздухе вверх 


1 
с наклоном ( 5 "—6) к горизонту, отражается наверху ветром со 


скоростью, превосхолящей даваемую уравнением (3), и это — незави- 
симо от скоростей промежуточных слоев. В качестве численного 
примера укажем, что все лучи, идущие вверх с наклоном менее 11°, 
полностью’ отражаются ветром того же азимута со скоростью 15 миль 
в час. Влияние такого ветра на распространение звука нельзя не 
признать очень важным. Над поверхностью спокойной воды звук, 
распространяющийся в направлении ветра, будучи ограничен парал- 
лельными отражающими плоскостями, расходится только в двух из- 
мерениях; его можно поэтому слышать на расстояниях, много боль- 
ших, чем это возможно в иных условиях. Другое возможное действие 
рефлектора, расположенного вверху, заключается в том, что он делает 
слышимыми звуки, которым в спокойном воздухе преградили бы 
путь холмы или другие препятствия. Для возникновения этих явлений 
не необходимо, чтобы ветер отсутствовал около источника звука, но, 
как это сразу же видно из формулы уравнения (2), нужно лишь, 
чтобы достигла достаточного значения разность скоростей Г — 0. 

Диференциальное уравнение пути луча, когда скорость ветра И 
изменяется непрерывно, есть 


42 \2 
2 + 
ии !+(®) —с-НИ, (4) 
откуда ( Иаг 
= |—. 5 
“ Ус) —У? (5) 
Сравнивая (5) с уравнением (8) предыдущего раздела, которое 
является соответствующим уравнением для обычного преломления, мы 
должны вспомнить, что У теперь постоянно. Если для получения 
определенного результата мы предположим, что закон- изменения 
ветра на различных уровнях выражается уравнением 


И=а-Н г, (6) 
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то мы имеем 
ап 
ви УТЕРЕ (7) 


— уравнение, имеющее ту же самую форму, что и уравнение (11) 
предылущего раздела. Следовательно, ход луча в настоящем случае 
также изображается цепной линией, однако, между этими двумя за- 
дачами имеется существенное различие. Когда преломление обычного 
°рода и зависит от непостоянства скорости распространения, направ- 
ление луча может быть обращено. В случае атмосферной рефракции, 
обязанной уменьшению температуры с высотой, путь луча, в каком 
бы направлении последний ни распространялся, изображается цепной 
линией с вершиной, обращенной книзу. Когда рефракция обязана 
ветру, скорость которого возрастает с высотой по закону, выражен- 
ному уравнением (6) с положительным В, путь луча, идущего против 
ветра, также является цепной линией с вершиной, обращенной книзу, 
но луч, распространяющийся по ветру, идет ‚не по этому пути. 
В последнем случае вершина ‘цепной линии, вдоль которой распро- 
страняется луч, обращена кверху. 

290. В статье Рейнольдса, которая уже цитировалась нами, 
дается описание нескольких интересных опытов, предназначенных спе- 
циально для проверки теории рефракции звука ветром. Было най- 
‘дено, что „в направлении ветра, когда он был силен, звук (электри- 
ческого звонка) можно было слышать одинаково хорошо как вблизи 
земли, так и с поднятой головой и даже в лощине, когда звонок 
был скрыт от глаз склоном холма; поднимаясь на возвышение или 
поднимая звонок, мы не приобретаем никакого преимущества. Таким 
образом, при ветре над травой звук можно было слышать на рас- 
стоянии 140 ярдов, а над снегом — на расстоянии 360 ярдов, будь 
то с поднятой головой или держа ухо на уровне земле, между тем 
как под прямым углом к ветру во всех случаях область слышимости 
расширялась при более высоком положении наблюдателя или звонка“. 

„Было найдено, что подъем влияет заметнее на область слышимо- 
сти звука в направлении против ветра, чем под прямым углом к нему. 

„Всли голова помещалась на уровне земли, то над травой звук 
полностью исчезал на расстоянии 20 ярдов, если же голова находилась 
на высоте 3 футов, то звук‘ ослабевал на расстоянии 30 ярдов 
и полностью исчезал на расстоянии 30 ярдов, если стоять во весь 
рост. В 70 ярдах, если стоять прямо, звук исчезал на продолжитель- 
ные интервалы, да и тогда слышался лишь слабо; однако, он стано- 
вился снова непрерывным, если ухо было расположено на высоте 
9 футов от земли, и достигал полной силы на высоте 12 футов“. 

Проф. Рейнольдс следующим образом резюмирует результаты 
своих экспериментов: 

1. „Когда ветра нет, звук, идущий над шероховатой поверхно- 
стью, вверху сильнее, чем внизу“, 
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2. „Если скорость ветра вверху болыше, чем внизу, звук подни- 
мается против ветра и не уничтожается®. 

3. „При тех же самых условиях он идет вниз в направлении 
ветра, и поэтому область его слышимости на поверхности земли 
расширяется“. 

Атмосферная рефракция 1 имеет важное отношение к слышимости 
туманных сигналов — предмет, который за последние несколько лет 
занимал внимание двух выдающихся физиков, проф. Генри в Америке 
и проф. Тиндаля в Англии. Генри1) приписывает почти все капризы 
далеких звуков рефракции и показывает, как с помощью различных 
предположений относительно движения воздуха вверху возможно 
объяснить некоторые ненормальные явления, которые были замечены 
им самим и другими наблюдателями. Тиндаль?), исследования кото- 
‚рого были в равной степени обширны, считает, что ечень ограничен- 
ные расстояния, на которых иногда слышны звуки, являются резуль- 
татом действительной задержки звука при неоднородном (Носсшеп!) 
состоянии атмосферы, возникающем вследствие неравномерного 
нагревания или влажности. В том, что последняя причина способна 
действовать до некоторой степени рассматриваемым образом, сомне- 
ваться нельзя. Тиндаль доказал лабораторными экспериментами, что 
звук электрического звонка можно заметно ослабить расположенными 
попеременно слоями газов различной плотности; и хотя нужно при- 
знать, что изменения плотности были здесь более значительны и более 
резки, чем Это можно предположить для открытого воздуха, за 
исключением, может быть, слоев, расположенных в непосредственной 
близости к почве, некоторые из наблюдений над туманными сигна- 
лами, казалось бы, прямо указывают на это объяснение. 

Так, было найдено, что за звуком сирены, помещенной на вер- 
шине утеса, господствующего над морем, следовало эхо постепенно 
уменьшающейся интенсивности, продолжительность которого дости- 
гала иногда 15 секунд. Это явление наблюдалось, „когда море было 
зеркально гладким“; очевидно, его нельзя было приписать иной при- 
чине, помимо указанной Тиндалем. Вероятно, поэтому, что и ре- 
фракция, и акустическая мутность имеют отношение к канризному 
поведению туманных сигналов. А рйой! мы, конечно, были бы 
склонны придавать ббльшее значение рефракции, и Рейнольдс пока- 
зал, что некоторые из собственных наблюдений Тиндаля допускают 
объяснение на основе этого принципа. Отсутствие обратимости 
можно объяснить в согласии с теорией лишь действием ветра 
($ 111). 

По гипотезе акустических облаков можно ожидать различий 
в поведении звуков большой и короткой продолжительности; оно 
заслуживает быть указанным здесь, поскольку, кажется, не отмеча- 


1) Непгу, ЮерогЁ 0} Пе ей тоизе Воага о} Ше Опйеа Зе; рг 
фе уеаг 1674. 
3) ТупдаП, РАЙ. Ггапз., 1874; боипа, 3-е издание, гл, УЦ. 
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лось никем из прежних авторов. Так как при отражении и лрелом- 
лении Энергия не теряется, то интенсивность излучения непрерывно 
действующего источника звука (или света) на, данном . расстоянии не 
изменится, если окружить его облаком сферической формы, одно- 
родным по плотности: потеря за счет нромежуточных частей облака 
будет компенсирована отражением от тех, которые лежат за источ- 
ником. Но если звук — небольшой продолжительности, облако может 
очень сильно уменьшить интенсивность его на расстоянии, за счет 
различия положений его отражающих частей и обусловленного этим 
различием удлинения продолжительности звука, хотя полная интен- 
сивность, измеряемая интегралом во времени, может быть такой же, 
как если бы облака не было совсём. В этом, вероятно, заключается 
объяснение наблюдения Тиндаля, что различные виды сигналов не 
всегда сохраняют одинаковую.. эффективность. Ири определенной 
погоде „выстрел гаубицы с трехфунтовым зарядом был слышен в 
болышей области, чем свисток, труба или сирена“, между тем как 
в другие. дни. „превосходство сирены над пушкой обнаруживалось 
самым отчетливым образом“. Следует, однако, заметить, что в той 
же самой серии экспериментов было найдено, что свойство звука 
выстрела орудия „гасится или отражаться ветром противопо- 
ложного ‘направления, так что он оказывается практически бесполез- 
- ным уже на очень коротком расстоянии с наветренной стороны, 
резко выражено“. Собственно рефракция должна быть одинаковой 
для звуков всякого рода, но по причине, объясненной выше, 
диффракция около края препятствия может быть менее эффектив- 
ной для звука выстрела орудия, чем для неослабевающей ноты 
сирены. 

Другим вопросом, исследованным Тиндалем, было влияние тумана 
на распространение звука. Вопреки отдельным противоположным 
утверждениям !) наиболее распространено было мнение Дергема, что 
влияние тумана — вредное. Наблюдения Тиндаля хорошо показывают, 
что это мнение ошибочно и что однородное состояние атмосферы, 
которым обычно сопровождается туманная погода, благоприятствует 
прохождению звука. Когда воздух насыщен водяными парами, падение 
температуры с высотой, по закону конвективного равновесия, про- 
исходит менее быстро, чем в случае сухого воздуха, за счет конден- 
сации пара, которою тогда сопровождается расширение. Из вычис- 
‚лений Томсона?) вытекает, что в теплом тумане эффект испарения и 
конденсации должен компенсировать падение температуры наполовину. 
Это должно было бы уменьшить акустическую рефракцию, обуслов- 
ленную температурой; в других же отношениях состояние \воздуха 
было бы несомненно благоприятным для распространения звука, если 
предположить, что сами взвешенные частицы не создают никакого 


еек иене 


1) См., например, Оезог, РолёзсйиШе 4ег РПуЯЕ, том ХТ, стр. 217, 1855. 
1) Трошзоп, Мапсйезег Метогг$, 1861—62. 
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препятствия. В следующей главе мы исследуем возмущение плоских 
звуковых волн малым препятствием, и найдем, что эффект зависит 
от отношения диаметра препятствия к длине волны звука. 

Читатель, желающий‘ продолжить изучение этого вопроса, может 
обратиться к статье Рейнольдса „О рефракции (преломлении) звука 
атмосферой“ 1), равно как и к другим уже упомянутым авторите- 
там. Упомянем, что Рейнольдс согласен с Генри в том, что рефрак- 
цию следует считать действительно важной причиной возмущения, 
однако, требуется еще много дальнейших набюдений. См. также $5 294. 

291. Допуская, что возмущение у отверстия в экране такое же, 
какое было бы в этом же месте при отсутствии экрана, мы можем 
решать различные проблемы диффракции теми же методами, какие 
применяются для соответствующих проблем в физической оптике. 
Так, например,. возмущение на некотором расстоянии по другую 
сторону бесконечной плоской стены с проделанным в ней круглым 
отверстием, на которую прямо падают плоские звуковые волны, можно 
вычислить как в аналогичной задаче картины оптической диффрак- 
ции, образующейся в фокусе круглего объектива. Так, в случае 
симметричного рупора звук является максимальным вдоль оси инстру- 
мента, где все элементарные возмущения, исходящие из различных 
точек плоскости устья, находятся в одной фазе. В других направле-_ 
ниях интенсивность меньше; однако, она не должна сильно падать 
по сравнению с максимальным значением, если только наклон не таков, 
что разность расстояний -самой близкой и самой удаленной точек устья 
достигает примерно половины длины волны. При несколько большем 
наклоне устье можно разделить на две части, из которых более 
близкая дает соединенный эффект, равный по величине, но противо- 
положный по фазе, сравнительно с более далекой, так что в этом 
направлении интенсивность равна нулю. В направлениях, еще более, 
наклонных, звук возрождается, интенсивность увеличивается до 0,017 
интенсивности вдоль оси?), снова уменьшается до нуля и т. д., 
причем эти изменения соответствуют ярким и широким кольцам, 
которые окружают центральное светлое пятно в изображении звезды. 
Когда Ю обозначает радиус устья, угол, под которым встречается 
первая зона молчания, есть агс $1п (0,610 ^|Ю). Когда диаметр устья 


1 
5, элементарные возмущения соединяются без 


значительного антагонизма в фазе, и интенсивность приблизительно 
одинакова по всем направлениям. Очевидно, что концентрация звука 
вдоль оси требует, чтобы отношение Ю|) было большим — условие, 
«которое обычно не удовлетворяется в применяемых рупорах, действие 
которых заключается, главным образом, в увеличении первоначаль- 
ного объема звука (5 280). Но когда колебания с очень короткой 


не превосходит 


1) Кеупо!4$, РАЙ. Ггапз., том 166, стр. 315, 1876. 
2) Уегае!, Геропз ф’орИдие рпузщие, том Г, стр. 306. 
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длиной волны, рупор среднего размера пригоден для осущёствления 
значительной концентрации звука вдоль оси, как я сам это проверил 
на примере свиста. 

292. Вычисления, о которых мы говорили в предыдущем раз- 
деле, полезны тем, что дают нам общее представление об явлениях 
диффракции. Не следует, однако, забывать, что вспомогательное до- 
пущение, на котором они основываются, ни в какой степени не 
является строгим и вообще верным. Так, в случае волны, падающей 
прямо на экран, нормальная скорость в`илоскости отверстия непо- 
стоянна, как было предположено, но возрастает от центра к краям, 
становясь бесконечно большой на самом краю. Чтобы исследовать 
условия, которыми определяется нормальная скорость, предположим 
на момент, что отверстие закрыто. Падающая волна ф ==с0$ (1? = Ах) 
тогда полностью отражается, и потенциал скорости на отрицатель- 
ной стороне экрана (х == 0) есть 


ф==с0$ (и# — Ах) -[ с0$ (иЁ- Ах), (1) 


что дает, когда х==0, ф==2 с0$ иЁ. Это соответствует обращению 
в нуль нормальной скорости по всей площади отверстия; для пол- 
ного решения задачи нам нужно определить переменную нормальную 
скорость в отверстии так, чтобы потенциал, обязанный ей ($ 278), 
при переходе с отрицательной стороны на положительную, возрастал. 
на постоянную величину 2с0$ 7ё; или, так как переход этот влечет 
за собой просто перемену знака, определить значение нормальной 
скорости в площади отверстия, которая даст на положительной сто- 
роне, на этой же площади, Ф ==с0$ и#. Результат наложения двух 
определенных таким путем движений удовлетворяет всем условиям 
задачи и дает одинаковые скорость и давление по обе стороны от 
отверстия и нулевую нормальную скорость на остальной части 
экрана. . 
Если Рсоз (пё--- =) есть значение дф|дх в различных точках пло- 
щади ($) отверстия, то условие для определения Р ив, в силу (6) 
5 278, есть 

—= Е бесов ив (2) 
где г обозначает расстояние между элементом &$° и какой-нибудь 
фиксированной точкой в отверстии. Когда Р и $ известны, полное 
значение ф для какой-либо точки на положительной стороне экрана 
дается выражением 


1 с0$ (ИЕ — г :) 
РВ 5 8 
и для точки отрицательной стороны — выражением 


1 [ —А 
== -- Е |] р 9 112 соз ий 60$ Ах. (4) 
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Отыскание выражений Р и = для конечного отверстия, даже 
круглой формы, выходит, вероятно, за пределы возможностей изве- 
стных методов; но в случае, когда размеры очень малы в. сравнении 
с длиной волны, проблему можно решить для круга и для эллипса. 
Если г— расстояние между двумя точками, расположенными по пло- 
щади отверстия, то Аг можно пренебречь, и мы получаем тогда 


из (2): 
6=0, = || Р%& р (5) 


— соотношение, показывающее, что — Р|]2п есть плотность веще- 
ства, которое нужно распределить по.5, чтобы получить там посто- 
янный потенциал, равный единице. На некотором расстоянии от от- 
верстия, на положительной стороне, мы можем считать г постоянным 
и положить 


с0$ (п — Ах 
м0, :(6) 
где М = ЕН Ра$ обозначает полное количество вещества, ко-’ 


торое мы должны предположить распределенным на 5. В дальнейшем 
{5 306) будет показано, что для эллипса“ с большой полуосью а и 
эксцентриситетом в 

а 


= (7) 
где Ё-— символ полной эллиптической функции первого рода. В слу- 
чае круга ЁР = пи 


М =. (8) 


Этот результат совершенно отличен от того, который мы получили 
бы, предположив, что нормальная скорость в отверстии имеет значе- 
ние, свойственное первичной волне. В этом случае, в силу (3) 
$ 283, 


та? зт (п — Ёг) 


Или. (9) 


Если имеется несколько небольших отверстий, расстояния которых 


друг от друга значительно больше, чем их размеры, то этот же ме- 
тод дает 


о м 4+ м, и ... (10) 


Диффракция звука представляет. собой предмет, который привле- 
кал очень мало внимания как со стороны математиков, так и со сто- 
роны экспериментаторов Общий характер явлений понят хорошо, и 
поэтому здесь нельзя ждать никаких поразительных открытий; тем 
не менее точное решение нескольких более простых задач, которые 
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встают перед изучающим этот предмет, было бы интересным; даже 
с настоящими несовершенными методами, вероятно, - можно было бы 
кое-что сделать на пути экспериментального исследования. 

2924. С помошью птичьего манка, дающего волны длиною около 
1 си, и чувствительного пламени высокого давления можно вос- 
произвести много интересных оптических экспериментов. При по-. 
мощи этого аппарата тень от препятствия, не превышающего по 
размеру руку, можно сделать заметной на расстоянии нескольких 
футов. 

Очень хорош эксперимент, показывающий антагонизм между ча- 
стями волны, соответствующими первой и второй зоне Френеля 


стекло 
ИНК 


асточнимх горелка 
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Фиг. 57а. 


(5 283). В болышом стеклянном экране (фиг. 57а) просверлено круг- 
лое отверстие 20 см в диаметре; экран помещен между источником 
звука и горелкой так, чтобы отверстие соответствовало первым двум 
зонам Френеля. С помощью цинковой пластинки, плотно прижатой 
к стеклу, диаметр отверстия можно довести до 14 см, и тогда про- 
пускается только первая зона. Если установка произведена хорошо, 
то пламя (на которое не действовали волны, проникавшие через боль- 
шее отверстие), после того, как отверстие ограничивается цинковой 
пластинкой, начинает гореть очень сильно и неровно. Или, наобо- 
рот, пластинку с отверстием можно заменить диском диаметра 14 см, 
который позволяет действовать второй зоне, между тем как первая 
заслоняется. - 

Если а, & обозначают расстояния экрана от источника и от точки 
наблюдения, то внешний радиус р п-ой зоны дается выражением 


Уяр --УЯ-и—а—5=1 1, 


10 ролей 
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или приближенно 


о | 
-0° ==) 2-Е . (1) 
— 6 
Когда @ = 1 За. (2) 


При отверстиях, указанных выше, 0? ==49 для п == 1: 0? =100 для 
п =2; так что ` 
да =100 


в сантиметрах. Это дает нужные расстояния, когда \ известно. 
В описанном эксперименте }\ ==1,2, а=83. 

Процесс усиления общего эффекта попеременным блокированием 
зон можно продолжить значительно дальше. Так, если между источ- 
ником звука и пламенем расположена соответствующая круговая ре- 
шетка, вырезанная из листа цинка, то эффект во много раз больше, 
чем в случае, когда экран совершенно удален !). Решетка, как и в 
соответствующих оптических экспериментах Сорбё, играет роль соби- 
рательной линзы. 

Фокусное расстояние линзы определяется выражением (1), кото- 
рое можно написать в форме: 


ат, (9) 
так что 2? 4 
=". (4) 


В действительной решетке, построенной согласно этому плану, ГВО- 
семь зон — первая, третья, пятая и т. д. — заняты металлом. Радиус 
первой зоны, или центрального круга, равен 7,6 см, так что 
р*|п==58. Таким образом, если \==1,2 см, {==48 си. Если а и 
р равны, то каждая из этих величин должна быть равна 96 см. 

Положение вещей в центре тени круглого диска исследовать еще 
легче. Если мы построим мысленно систему зон, начинающихся с 
края диска, то увидим, как в $ 283, что общий эффект в точке на 
оси, представляемый половиной эффекта первой зоны, таков же, как 
если бы не было никакого препятствия. Этот аналогичный знамени- 
тому оптическому эксперименту опыт легко осуществить 2). В одном 
эксперименте был взят стеклянный диск диаметром 38 см, а его 
расстояния от источника и от пламени были сделаны соответственно 
. равными 70 см и 25 см. Для этого опыта подходит птичий манок, 
дающий чистый тон (\==1,5 с4), но его можно заменить игрушеч- 
ной язычковой трубой или каким-нибудь другим источником звука, 
дающим короткие, хотя и необязательно простые волны. В нела- 
бораторной обстановке вместо чувствительного пламени можно поль- 
зоваться ухом, вооруженным каучуковой трубкой. 


1) „О1НгасНоп о{ Зоип4“, Ргос. Юоу. [п5, янв. 20, 1888. 
2) „АсоизНса! ОбзегуаНоп$“, РАЙ. Мае., том [Х, стр. 281, 1880; Ргос. 
Юоу. [п5., 10с. с. 
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Область отсутствия заметной тени, хотя она и не ограничена 
математической точкой на оси, имеет небольшие размеры, и доста- 
точно очень умеренного перемещения диска в его собственной пло- 
скости, чтобы успокоить пламя. Непосредственно вблизи централь- 
ного пятна имеется кольцо почти полного молчания, а за ним имеется 
снова некоторое усиление эффекта. Вычисление интенсивности звука 
в точках, лежащих в стороне от оси симметрии, слишком сложно, 
чтобы им можно было здесь заняться. Результаты, полученные Лом- 
мелем 1), можно легко приспособить к акустической проблеме. Для 
данных, указанных выше, диаметр кольца молчания, непосредственно ок- 
ружающего центральную активную область, составляет примерно 1,7 см. 

293. Значение функции ф, которая удовлетворяет всюду в зам- 
кнутом односвязном пространстве $ уравнению У2ф —=0, можно вы- 
разить как потенциал вещества, распределенного по поверхности $5. 
В некотором смысле это верно также и для класса функций, кото- 
рыми мы теперь занимаемся и которые удовлетворяют уравнению 
Уф -|- 2ф —=0. Последующее доказательство принадлежит Гельм- 
гольцу 2). В силу теоремы Грина, если фи Ф обозначают какие- 
нибудь две функции х, у, 2, то 


Деааз— [ау [Дав [  Читеау. 


Прибавим к каждой стороне — № Е2фф ЧИ; тогда, если | 
а? (Узор -[- Е?) -- Ф=0 
уф $0, 


в? | [ ыы 54 [[[урауне [[4 9 45-| [Фу (1) | 


Если Ф и Ф равны нулю внутри 5, мы имеем просто 


оз [92 аб, (2) 


Предположим, однако, что 


И 


то 


ег 


ф=——, _ (3) 


Тде г представляет собой расстояние от произвольной точки до не- 


подвижного начала О внутри 5. Во всех точках, за исключением 
О, Ф обращается в нуль; последний член в (1) принимает вид 


| [фауна | [9% (1) дут, 


1) Готше|, АБА. 4ег фауег. АЁа4. 4ег №155. П К. том ХУ, отдея П. 
См. также Елсусорае@а Втйаптса, статья „\ауе Тпеогу“. 

2) Не|тно2, Глеоте 4ег Гийзсйицтеипееп т Юбйтеп тй оррепеп 
Еп4еп, Стейе, том ТУП, стр. 1, 1860. 
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где Ф относится к точке О. Таким образом, получается выражение 


ат [9 48— || фе (=>) 45-- Иа, (4) 


которое при Ф, обращающемся в нуль, дает нам значение $ в лю- 
бой внутренней точке О через значения Ф и 0Ф|дп на поверхности. 
В случае обычного потенциала, к которому мы возвращаемся, пола- 
гая &==0, Ф было бы определено одними значениями 0Ф/ди на по- 
верхности. Но с конечным Е этот закон перестает быть универсально 
верным. Для данного пространства $ имеется, как в случае, иссле- 
дованном в $5 267, ряд определенных значений А, соответствующих 
периодам возможных простых гармонических колебаний, которые могут 
иметь место внутри замкнутой твердой оболочки, имеющей форму 5. 
Очевидно, что при любом из этих значений Ё, Ф не определяется 
своим изменением по нормали на $, и ясно, что оно удовлетворяет 
всюду внутри $ уравнению Уф - Ё?ф = 0. Но если предположенное 
значение ^ не совпадает ни с одним значением из` этого ряда, то 
задача определена; действительно, разность каких-нибудь двух возмож- 
ных решений, если она конечна, удовлетворяла бы условию отсут- 
ствия нормальной скорости на © — условию, которое, согласно пред- 
положению, не может быть удовлетворено при принятом значении ХА. 

Если размеры пространства © очень малы в сравнении с 
^(==2'/^), то г- можно заменить единицей, и мы заключаем, 
что ф очень мало разнится от функции, которая всюду внутри $ 
удовлетворяет уравнению У? ==0. 

294. Расширяя теорему Грина (1), Гельмгольц нашел доказатель- 
ство следующей важной теоремы. Если в заполненном воздухом 
пространстве, частично ограниченном простирающимися на ко- 
нечное расстояние неподвижными телами, частично же не огра- 
ниченном, в какой-либо точке А возбуждаются звуковые волны, 
то обусловленный ими в какой-либо другой точке В потенциал 
скорости и по величине и по фазе совпадает с тем, который 
имел бы место в А, если бы в В находился источник звука. 

Если уравнение 


д д - 
оз | (99—62) аз | [Фрау 0) 
где фи Ф— произвольные функции, и уравнения 
Фе и 9 фа 


прилагаются к пространству, целиком охваченному твердой границей 
и содержащему некоторое число неподвижных твердых тел, и если 
фи Ф — потенциалы скорости, обусловленные источниками внутри 5, 


то мы получаем 
А (ФФ — ФР) 4и"=0, (2) 


294] ТЕОРЕМА ГЕЛЬМГОЛЬЦА 149 


Таким образом, если ф обусловлено источником, сосредоточен- 
ным в точке А, Ф==0 всюду за исключением этой точки, и 


\Пофау=ф, (Фа, 


где ( ФАУ представляет собой интенсивность источника. Анало- 
гично, если Ф обусловлено источником, расположенным в В, то 


ера, (ау, 


Следовательно, если источники конечны и равны, так что 


ему] ау, (3) 


ФА в; (4) 


что и является символическим выражением теоремы Гельмгольца. 

Если пространство $ не фграничено, то интеграл по поверхности 
все еще равен нулю, и результат будет тот же самый; здесь, од- 
нако, нет необходимости входить в детали вопроса, так как эта тео- 
рема заключается в гораздо более широком принципе обратимости, 
установленном в главе У. Исследование, проведенное там, показы- 
вает, что этот принцип остается верным и при наличии диссипатив- 
ных сил, при условии, что они возникают как результат сопротив- 
лений, пропорциональных первой степени скорости, и далее, что 
жидкость не должна быть обязательно однородной, а соседние те- 
ла — твердыми и неподвижными. В приложении к бесконечному про- 
странству все неясности исчезают, если предположить, что колебания 
. медленно затухают, после того как они прошли расстояние между А 
и В (рассматриваемыми источниками). 

Читатель должен тщательно помнить, что в этой теореме оди- 
наковыми источниками звука являются те, которые получаются в ре- 
зультате периодических введений или изъятий равных количеств 
жидкости или каких-либо других воздействий, приводящих к такому 
же эффекту, и что одинаковые источники в одинаковое время не 
обязательно испускают одинаковые количества энергии. Так, напри- 
мер, источник, расположенный вблизи поверхности болышого препят- 
ствия, испускает вдвое болыше энергии, нежели источник, располо- 
женный в открытом пространстве. 

В качестве примера применения этой теоремы мы можем взять 
случай слуховой, или разговорной, трубы, представляющей собой ко- 
чическую трубу. Действие ее, таким образом, одинаково, независимо 
от того, наблюдается ли в вершине конуса звук, произведенный в 
некоторой точке снаружи трубы, или же источник равной силы, 
расположенный в вершине конуса, наблюдается во внешней точке. 

Важно также иметь в виду, что теорема взаимности в форме 
Гельмгольца приложима только к простым источникам звука, кото- 


то 
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рые в отсутствии препятствий давали бы симметричные волны. Как 
мы увидим более отчетливо в следующей главе, возможно осуще- 
ствить источники звука, которые не удовлетворяют этому условию, 
хотя и сконцентрированы в бесконечно малой области. Здесь доста- 
точно рассмотреть случай двойных источников, для которых 
видоизмененная теорема взаимности имеет самостоятельный интерес. 

Предположим, что 4 есть простой источник, дающий в точке В 
потенциал — ф, а А’ — равный и противоположный источник, распо- 
ложенный в соседней точке, потенциал которого в В есть Ф-- АФ. 
Если оба источника действуют одновременно, то потенциал в В ра- 
вен Дф. Предположим теперь, что в В имеется простой источник, 
интенсивность и фаза которого одинаковы с интенсивностью и фа- 
зой источников в Ди А’; соответствующий потенциал в А будет Ф 
ив А’ Ф--АФ. Если расстояние АА’ обозначить через # и пред- 
положить, что оно беспредельно уменьшается, то скорость жидкости 
в А в направлении АА’ будет равна пределу 4Ф|]#. Отсюда, если 
мы определяем двойной источник, как предел двух равных и проти-. 
воположных простых источников, расстояние между которыми умень- 
чается и интенсивность которых возрастает беспредельно таким об- 
разом, что произведение интенсивности на расстояние совпадает с 
таким же произведением для двух простых источников, помещенных 
друг от друга на расстоянии, равном единице, то мы можем ска- 
зать, что скорость жидкости в А в направлении АА’, обусловленная 
простым источником в В, численно равна потенциалу в В от 0в0й- 
ного источника в Д, ось которого лежит в направлении ДА’. Сле- 
дует заметить, что эта теорема верна независимо от всяких препят- 
ствий или рефлекторов, какие могут существовать вблизи источников. 

Но если АА’ и ВВ’ представяяют собой два двойных источника 
с одинаковой фазой, то скорость в В в направлении ВВ’, обуслов- 
ленная источником АА’, та же, что и скорость в А в направлении 
АА’, обусловленная источником ВВ’. Эти и другие результаты по- 
добного характера можно также получить непосредственным приме- 
нением общего принципа $ 108. Этих примеров достаточно, чтобы 
показать, что, прилагая принцип взаимности, необходимо учитывать 
характер источников. Двойной источник, расположенный в открытом 
пространстве, не слышен из точки, расположенной в его экватори- 
альной плоскости, но из этого не следует, что простой источник в 
экваториальной плоскости не слышен из положения двойного источ- 
ника. Этот принцип, я думаю, позволяет объяснить любопытный 
опыт Тиндаля 1), в котором имеет место кажущееся отсутствие вза- 
имности 2). Источником звука была язычковая труба очень болыной 


1) ТувЧа[, Рхгосее@ тез ор йе Юоуа! пу шийол, янв. 1875. Также Туп- 
4аП, Оп боила, 3-е издание, стр. 405. 

2) См. заметку „Оп Ше аррИсаНоп о! +1е Рипс1рШе оЁ Кес1ргосЙу ю 
АсоизЯ ся", Роуз ЗосеЁу Ргосеет55, том ХХУ, стр. 118, 1816 или РАИ. 


Мох. (>) ЦА стр. 300. 
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высоты, помещенная в трубе, вдоль оси которой интенсивность была 
значительно больше, чем в наклонных направлениях. - 

295. Кинетическая энергия Г движения внутри замкнутой поверх- 
ности 5 выражается в виде 


=» | [1 (% ау, (1) 
так что 
пеар» | | У. ду [ [$ в | | [$7 фау, (2) 


в силу теоремы Грина. Для потенциальной энергии ИУ; мы имеем, 


согласно (12) 5 245, 
У, = р М 94, (3) 


о-в лей © 


согласно общему уравнению движения (9) $5 244. Таким образом, 
если В означает полную энергию в пределах пространства $, то 


И ея а5-- ЕЕ а, (5) 


где первый член представляет собой работу, переданную через гра- 
ницу 5, а второй — работу, произведенную внутренними источни- 
ками звука. 

Если граница $ представляет собой неподвижную твердую обо- 
лочку, и если не имеется внутренних источников, то Е сохраняет в 
продолжение всего движения первоначальное значение. Этот прин- 
цип был приложен Кирхгоффом !) к доказательству определенности 
движения, возникающего из заданных произвольных начальных усло- 
вий. Так как каждый элемент Е положителен, то внутри $5 не мо- 
жет быть движения, если Е равно нулю. Но, если бы были воз- 
можны два движения, соответствующие одним и тем же начальным 
условиям, то их разность была бы движением, для которого началь- 
ное значение Е равно нулю; но тем самым доказана невозможность 
таких двух движений. 


откуда 


1) Кисввой, Уоцесипееп йдег Май, РлудЕ, стр. 311. 
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296. Когда ничем не стесненный цуг плоских волн попадает в 
объем, занятый веществом, механические свойства которого отлича- 
ются от механических свойств окружающей среды, возникают вто- 
ричные волны, которые можно рассматривать как возмущение, обя- 
занное изменению природы среды, — точка зрения, подходящая осо- 
бенно тогда, когда область возмущения, равно как и изменение 
механических свойств, малы. Если среда и препятствие — жидкости, 
то механических свойств, о которых идет речь, два, — сжимаемость 
и плотность; трение или вязкость здесь не учитывается. В главе, 
посвященной сферическому гармоническому анализу, мы рассмотрим 
предложенную здесь проблему в предположении, что препятствие 
сферическое, без какого-либо ограничения, налагаемого на величину 
изменения механических свойств; в настоящем исследовании форма 
препятствия произвольна, но мы принимаем, что квадраты и высшие 
степени изменений механических свойств можно опустить. 

Пусть & 1, & обозначают смещения параллельно осям коорди- 
нат частицы, положение равновесия которой определяется через х, 
у, 2, и пусть 6 — нормальная плотность, а т — постоянная сжимае- 
мости, так что др = 115; тогда уравнения движения имеют вид 


с9% 2 
ово” (1) 
и два аналогичных уравнения для п и &. Полагая, что все движение 
пропорционально ей, где, как обычно,  =2т])\ и ($ 244) а? = т|о, 
(1) можно переписать так: 
д (т5$) 
—6 — СЕ? —0. (2) 


Соотношение между сжатием $ и смещениями &, 1,&, получающееся 
при интегрировании (3) $ 238 по времени, есть 


0% дл | 0% 
Гу 9; * (3) 
Для системы первичных волн, перемещающихся в направлении — х, 


величины пи & равны нулю; если & и 5, — значения 5 и $, а щи 
9% — механические константы для невозмущенной среды, то, мы импем, 


[296] ВТОРИЧНЫЕ ВОЛНЫ 153 


‘как в (2), 
д (то5о) 
— дк — 02а? =0, (4) 
но & и 5, не удовлетворяют (2) в области возмущения, благодаря 
имеющему там место изменению т и 6. Предположим, что полные 


значения суть & -|-&, 1) би 5--5!), и подставим в (2). Тогда, 
принимая во внимание (4), мы получаем 
2") — 0/25 -[- (т — то) 5 -|- хот — (в—<5) Е?а? =0 
ли, иначе, 
2 (тз) — оА?а?8 —|- — 9 (Ат. 50) — Аз. Ба, — (5) 


где Аш и уе обозначают, соответственно, т — т, и в— 06. Урав- 
нения для пи в имеют аналогичным ‚образом ВИД 


т (тз) — 6^?а?1 5. у; (Ат 50) =0, 


т (6) 
5= (15) — СЕ? - 5 О (дм. 50) ==0. 

Следует заметить, что Ат и Ас обращаются в нуль всюду за 
исключением того малого пространства, которое рассматривается как 
область возмущения; &, 1, &, $, являющиеся результатом возмущения, 
следует трактовать как малые величины порядка Ат и Ас, так что 
в нашем приближенном анализе изменениями т и с в первых двух 
членах (5) и (6) следует пренебречь, так как они умножаются на 
малые величины. Мы получаем, таким образом, из (5) и (6) путем 
диференцирования и сложения, пользуясь (3), в качестве диферен- 
циального уравнения для 5, следующее соотношение: 


У? (115) -- Е2т5 == Аа? = (Ас) — У? (Ат-.5%). (7) 


Как и в $ 277, решение (7) имеет вид 


41т5 = пе =" д (Ат $) — Ка? 5 7 (43. ы} ат, (8) 


где интегрирование распространяется по в, целиком заключаю- 
‘щему в себе область возмущения. Интеграл в (8) может быть преоб- 
разован с помощью теоремы Грина. Обозначая обе его части соот» 
ветственно через Ри ©, мы имеем: 


р ||| 7 СИИ уз (Ат. 50) @У = (И Ат. х\*( = (Аи ау-- 


45 рам 5. (Ат. 50) — — т. © ( =") 4$, 


— [Это [Это обозначение принято для краткости. Для ясности можно было 
бы писать & = -{- 8, $5=5-- 450 и т. д, так, чтобы 5, $ и т. д. сохра 
цили свой прежний смысл.] 
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где 5 обозначает поверхность объема, по которому распространяется 
тройное интегрирование. Но на $ как Ат, так и 57 (Ат -50) равны 
нулю, так что оба интеграла по поверхности исчезают. Кроме того, 


т (7—)= 02 р- 7 — р? е-#г . 


Г г 02 г ' 


и, таким образом, 


РА — № рес диво. (9) 


Если область возмущения мала сравнительно с }, то мы можем написать 


Ра =" | Ат. ЧУ. (10) 


Г 


Аналогичным образом для второго интеграла в (8) мы находим 


© == — #?а? МУ вы = (Ас.&)4И== 


Г 


— ва? | [43 5 2. (=>) У == За’ в, ры |4 са ‚У, (11) 


где м обозначает косинус угла между х и г. Линейными размерами 
области пренебрегаем в сравнении с \, а А пренебрегаем в сравне- 
нии с Г. . | 

Если Г — объем пространства, где Ат и Ас имеют заметные 
значения, то мы можем написать 


| Ат 4У =Г.Ат, {[азду= Г. Ас, 


если в правых сторонах Ал и Аб относятся к средним значениям 
рассматриваемых изменений. Таким образом, из (8) 


Е2Те—й . 
$ == РЕ {т 50 — гай Аа. . (12) 
Выразим теперь @& через 5%; из (3) мы имеем & == —\з 4х; та- 
ким образом, если сжатие для первичных волн равно $ =е (@ +4), 
Е — — 5%, и (12) можно представить в форме 
$ пГе-йг [Ат | Ас 
И (из и} (13) 


где 5, обозначает сжатие для первичных волн в месте возмущения 
в момент времени #{, а $ обозначает сжатие для вторичных волн в 
тот же самый момент времени на ‘расстоянии г от возмущения. Так 
как разность фаз, представляемая множителем е””, соответствует 
просто расстоянию г, то мы можем считать, что в месте возмущения 
имеет место простое обращение фазы. Амплитуда вторичвых волн обрат- 
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но пропорциональна расстоянию ги квадрату длины волны \. Из двух 
членов, содержащихся в (13), первый симметричен во всех направ- 
лениях вокруг места возмущения, между тем как второй изменяется 
пропорционально косинусу угла между первичным и вторичным лу- 
чами. Таким образом, место, где 7 изменяется, ведет себя как про- 
стой источник, а место, в котором изменяется с— как источник 
двойной (5 294). 
‚ Тот факт, что вторичное возмущение должно меняться по зако- 
ну А ?, можно доказать непосредственно методом размерностей. Если 
Ат и Ас заданы, то амплитуда необходимо пропорциональна Т и, 
в согласии с принципом энергии, должна также изменяться обратно 
пропорционально г. Но величинами (зависящими от пространства, 
времени и массы), функцией которых может быть отношение ампли- 
туд, являются только Т, г, \, а (скорость звука) и ©, из которых 
последняя не может встречаться в выражении простого отношения, 
поскольку она — единственная из них, которая зависит от массы. Из 
остающихся четырех величии Г, г, Х и а последняя — единственная, 
которая зависит от времени, и поэтому она также исключается. Нам 
остаются Т, ги ^, единственной комбинацией которых, меняющейся 
по закону Гг-! и независящей от единицы длины, является 7х-!)-2 1). 
Интересное приложение результатов этого раздела можно произ- 
вести для объяснения явления, названного гармоническим эхо”). 
Если первичный звук является сложной музыкальной нотой, то 
различные составляощие ее тоны рассеиваются в неодинаковой про- 
порции. Октава, например, в шестнадцать раз сильнее в сравнении 
с основным тоном во вторичном звуке, чем это было в первичном. 
Нетрудно, таким образом, понять, каким образом эхо, отраженное 
от такого препятствия, как группа деревьев, может оказаться повы- 
шенным на октаву. Это явление имеет также и дополнительную сто- 
рону. Если на пути звуковых волн лежит значительное число не- 
больших тел, то колебания, испускаемые ими во всех направлениях, 
происходят за счет энергии главного потока, и там, где звук слож- 
ный, возбуждение более высоких гармоник в рассеянных волнах пред- 
полагает пропорциональное отсутствие их в прямой волне после про- 
хождения препятствий. Это является, может быть, объяснением неко- 
торых эхо, о которых сказано, что они возвращают звук ниже пер- 
воначального; действительно известно, что высота чистого тона часто 
оценивается слишком низко. Однако, факты противоречивы, и весь 
этот вопрос требует дальнейшего тщательного экспериментального 
исследования, которое можно рекомендовать вниманию располагаю- 
щих необходимыми условиями. В то время как изменение характера 
звука легко понятно и, действительно, в ограниченной. степени должно 
вообще происходить, изменение высоты простого тона было бы нару- 
1) „Оп Ше М Нош ше 5Ку“, РРИ. Мар., февраль, 1871 и „Оп ще 


эсаНейпе оЁ ЫзН{ Бу зшаЙ Раг#с1ез“, РАЙ. Ма?г., июнь, 187 
2) Машке, 1873, МШЬ 319, и 
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шением закона вынужденных колебаний и едва ли могло бы быть 
примирено с теоретическими представлениями. 

При выводе уравнения (13) мы пренебрегли влиянием переменной 
природы среды на_ возмущение. Если возмущение при этом предпо- 
ложении вполне известно, мы можем выполнить приближение снова 
тем же самым путем. Полученные при этом дополнительные члены 
были бы необходимо второго порядка. относительно Ам и Ас, так 
чтс наши выражения, с точностью до первых степеней этих величин, 
правильны во всех случаях. 

Этот метод применим даже в том случае, когда область. возму- 
щения не является малой в сравнении с ), при условии, что квад- 
ратами Ат и Ас действительно можно пренебречь. Полный эффект 
какого-либо препятствия можно тогда вычислить интегрированием эф- 
фектов его частей. Этим путем мы можем проследить переход от малой 
‘области возмущения, поверхность которой не входит в рассмотре- 
ние, к тонкой пластинке площадью в несколько или же в большое 
число квадратных длин волн, которая может в конечном счете 
отражать по нормальному оптическому закону. Но если препятствие 
вообще удлинено в направлении. первичных лучей, то этот метод вы- 
числения скоро перестает быть практически пригодным, потому что, 
даже если изменение механических свойств было очень мало, нельзя 
‚уже оставлять без учета взаимодействие различных частей препятствия. 
Эта предосторожность особенно важна, когда мы имеем дело со све- 
том, где длина волны столь исключительно мала в сравнении с раз- 
мерами обычных препятствий. 

297. Эффектом, аналогичным до некоторой степени эффекту, 
который вызывается изменением механических свойств малой области 
жидкости, является тот, который имеет место, когда квадрат скоро- 
сти возрастает в каком-либо месте настолько, что им уже больше 
нельзя пренебрегать. у: Чо приобретает тогда конечное значе- 


ние, зависящее от квадрата скорости. Такие места действуют по- 
этому подобно источникам звука; периоды источников включают 
целые части [дроби с числителем 1] первоначального периода. Таким 
образом, какая-либо часть пространства, где интенсивность накап- 
ливается в достаточной степени, сама становится вторичным источни- 
ком, излучающим гармонические тоны первичного звука. Если имеются 
два первичных звука достаточной интенсивности, то вторичные коле- 
бания имеют частоты, являющиеся суммами и разностями частот 
первичных звуков (5 68)1). 

298. Высота звука подвержена изменению, когда источник и при- 
емник находятся в относительном движении. Ясно, например, что на- 
блюдатель, приближающийся к неподвижному источнику, будет 
встречать волны © частотой, превосходящей собственную частоту 


1) Гельмгодьц о комбинационных тонах, Роег. Апп., том ХСХ, стр. 
497, 1855. 
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звука на число длин волн, пройденных наблюдателем за секунду вре- 
мени. Таким образом, если о—— скорость наблюдателя, а — скорость 
звука, то частота изменяется в отношении (а--9):а, в зависимости 
от того, будет ли движение направлено к источнику или от него. 
Так как изменение частоты постоянно, то музыкальное исполнение 
слышалось бы еще нерасстроенным, хотя во втором случае, если кро- 
ме того 4 и © близки друг к другу, понижение звука было бы 
настолько велико, что нарушило бы весь музыкальный характер вещи. 
Если бы мы мегли предположить, что © больше а, то звук, произ- 
веденный после того, как движение началось, никогда бы не достиг 
наблюдателя, звуки же, возбужденные ранее, постепенно нагонялись 
бы и слышались в порядке, обратном естественному. При © = 24а 
наблюдатель услышал бы музыкальную вещь правильно и за правиль- 
ное время, но в обратном порядке. 

Аналогичный результат получается и когда в движении находится 
источник, а наблюдатель в покое; изменение зависит только от от- 
носительного движения в направлении слушания. Если наблюдатель 
и источник движутся с одинаковой скоростью, то изменения частоты 
не происходит, независимо от того, находится среда в движении или 
нет. При относительном движении со скоростью 40 миль (64 кило- 
метра) в час изменение высоты очень заметно, достигая приблизни- 
тельно полутона. Свисток паровоза слышен несколько более высоким, 
когда паровоз приближается к наблюдателю на станции, и более 
низким, когда он удаляется, изменяясь довольно резко в момент про- 
хождения мимо наблюдателя. 

Принцип изменения высоты вследствие относительного движения 
был впервые высказан Допплером !) и часто называется принципом 
Допплера. Довольно странно, что его законность оспаривалась Петц- 
валем 2); возражения Петцваля были результатом того, что он сме- 
шал два совершенно различных случая; случай, в котором имеется 
относительное движение источника и приемника, и случай, где на- 
ходится в движении среда, между тем как источник и приемник на- 
ходятся в покое. В последнем случае условия в механическом отноше- 
нии такие же, как если бы среда находилась в покое, а источник и. 
приемник имели общее движение, и поэтому, согласно принципу 
`Допплера, никакого изменения высоты ожидать не следует. 

Принции Допплера был проверен экспериментально Бейс Балло 3) 
и Скотт Расселем, изучившим изменения высоты звука музыкальных 
инструментов, перемещавшихся на паровозах. Лабораторный инстру-` 
мент для доказательства изменения частоты вследствие движения был 
изобретен Махом 4). Он‘ состоит из трубы в шесть футов (183 см) 


1) Порр!ег, „Тнеоне 4ез фаг4оеп Ме ез 4ег орре!${егпе*, Прага, 1842. 
См. Р1зКо, Ге пеиегеп Аррагае 4ег АРиз ЦЕ, Вена, 1865. 

2) Ремуа1, И еп. Вег., УП, 134, 1852; Роёусви ве 4ег РВуяЁ, У, 167.. 

3) Ви|з ВаНоф Роге. Алп., ЬХУТ, стр. 321. 

4) Масн, Рог. Апп., СХИ, стр. 66, 1861 и СХУГ, стр. 333, 1862. 
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длиной, которая может вращаться вокруг оси в ее центре. На одном 
конце трубы помещен небольшой свисток (или язычковая труба), 
через который продувается воздух, направляемый вдоль оси трубы. 
Наблюдатель, расположенный в плоскости вращения, слышит ноту 
колеблющейся высоты, но если он располагается на продолжении оси 
вращения, то звук приобретает постоянный характер. Вероятно, наи- 
более простым экспериментом является тот, который описан Кенигом 1). 
Два с"’-камертона, монтированные на резонансных ящиках, подготов- 
лены так, чтобы давать друг с другом четыре биения в жекунду. 
Если приближать к уху более низкий из камертонов, оставляя дру- 
гой в покое, то на каждые два фута (61 см) приближения теряется 
одно биение; если, наоборот, приближать более высокий из камерто- 
нов, то на этом же расстоянии нарастает одно биение. Можно 
отметить также видоизменение этого эксперимента, принадлежащее 
Мейеру ?). В этом случае один камертон возбуждает колебания дру- 
гого в унисон с самим собой; возбуждение можно сделать заметным 
с помощью маленького маятника, касающегося конца одной из ножек. 
Когда возбуждающий камертон находится в покое, эффект заметен 
на расстоянии до 60 футов (1830 см), но он прекращается, когда 
возбуждающий камертон быстро перемещают в ту или другую сто- 
рону, в направлении линии, соединяющей камертоны. 

В математической трактовке задачи движущегося источника имеется 
некоторая трудность, связанная с тем, что всякий действительный 
источник действует так же и как препятствие. Так, в случае коло- 
кольчика, перемещаемого в воздухе, мы должны были бы потребо- 
вать решения задачи, достаточно трудной даже если бы не было 
колебаний. Но решение подобной задачи, если бы даже его и можно 
‚было получить, не пролило бы особого света на закон Допплера, 
и мы можем поэтому упростить вопрос, идеализуя колокольчик 
в форме простого источника звука. 

В $ 147 мы рассматривали задачу о движущемся источнике воз- 
мущения в случае натянутой струны. Теория воздушных волн в одном 
измерении совершенно аналогична, но для общего случая трех из- 
мерений, чтобы учесть возможность движения поперек направления 
звуковых лучей, необходимо некоторое ее расширение. Из $5 273, 
276 следует, что эффект, который дается источником звука в некото- 
рой точке О, один и тот же, будет ли он находиться в покое или как- 
либо двигаться по поверхности сферы, описанной из О, как из цен- 
тра. Если источник движется так, что его расстояние г от точки О 
изменяется, то даваемый им эффект изменяется в двух отношениях. 
Изменение расстояния влияет не только на фазу возмущения по при- 
ходе в О, нои на амплитуду. Последнее усложнение можно, однако, 
оставить без учета, если мы ограничиваемся случаем, когда, источник 


1) Кби!о, Сайовие 4ез Арраге!; 4’АсоизИдие, Париж, 1865. 
2) Мауег, РАЙ. Маг. (4), ХЕП, с?р. 2718, 1872. 
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достаточно удален. При этом условии мы можем утверждать, что эффект 
в О от возмущения, произведенного в момент # на расстоянии Г 
от О, одинаков с эффектом подобного же возмущения, произведен- 
ного в момент #-|- 8 на расстоянии г — а 82 от О. В случае периоди- 
ческого возмущения приближение со скоростью х эквивалентно воз- 
растанию частоты в отношении @:(а-- 9). 

299. Мы исследуем теперь вынужденные колебания воздуха, за- 
ключенного внутри прямоугольной камеры, колебания, обязанные сво- 
им происхождением внутренним источникам звука. В силу 5 267 ясно, 
что результат начального сжатия, ограниченного областью в соседстве 
с точкой &, 1, 6, в момент Ё, есть 


= КаВ „а,с0з Ка} с0$ (2 “) 0$ (4 э 05 (^=) ‚ (1) 


где 
8 Е 
КаВ „= а с05 ( р =) С0$ (47) сз ( соз (| т) Фо@4х Зуаг, (2) 


откуда можно вывести эффект какой-либо внешней силы, как в 5 276. 
Если возмущение | (еиах Ду 42, сообщенное в момент #’, представить 


в форме |1 Ф (РЕ) аРах ду 42, или Ф, (Ё) аЁ', то возмущение в момент # 


будет 
УХУ (р ") сов (93$ ко (/тт) Х 
{ 


= соз (477) соз (57 :) (Ё) соз Ва (Е—Р)аг. (3) 


Симметрия этого выражения по отношению к х, у, 2 и &, т, % есть 
пример принципа обратимости ($ 107). 
В случае гармонической силы, для которой Ф, (Ё) == А со5 та!, мы 
дОлжны рассмотреть значение интеграла 
{ 
| с0$ таЁ' соз Ка (Е— 2) аЕ. (4) 
—со 


Строго говоря, этот интеграл не имеет определенного значения; 
но если нас интересует выражение только вынужденных колебаний, 
то мы должны опустить интегрируемую функцию на нижнем пределе; 
это можно видеть, если предположить, что введены очень малые _дис- 
сипативные силы. Мы получаем, таким образом, 


[о оз а (#— 2) Е = Ата. (5) 


Как можно было предвидеть, эти выражения становятся бесконечно 
большими в случае совпадения периода источника с одним из соб- 
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ственных периодов сосуда. Никакое отдельное нормальное коле- 
бание не возбудится, если источник расположен в одной из его пуч- 
ностей. 

Об эффекте нескольких источников легко заключить, суммируя 
или интегрируя имеющиеся выражения. 

300. Когда звук возбуждается внутри цилиндрической трубы, то 
простейший способ возбуждения, какой только мы можем предполо- 
жить, — это возбуждение с помощью вынужденных колебаний поршня. 
В этом случае волны являются плоскими с самого начала. Но важно 
также исследовать, что происходит, когда источник, вместо того 
чтобы быть равномерно распределенным по сечению, сконцентриро- 
ван в одной его точке. Если мы примем (что, однако, не является 
верным безоговорочно), что на достаточном расстоянии от источника 
волны становятся плоскими, то закона обратимости достаточно; чтобы 
получить желаемые сведения. 

Пусть А — простой источник в неограниченной трубе, В и В'— 
две точки одного и того же нормального сечения в области плоских 
волн. Ех Буро#шез1, потенциалы в Ви В’, обязанные источнику А, 
одинаковы и, согласно закону взаимности, такие же источники в В 
и В' дали бы тот же самый потенциал в А. Отсюда следует, что 
эффект какого-либо источника на расстоянии такой же, как если бы 
источник был равномерно распределен по сечению, которое проходит 
через него. Так, например, если бы В и В' были одинаковыми источ- 
никами в противоположных фазах, возмущение в А было бы рав- 
но нулю. | 

Энергию, испускаемую простым источником, расположенным внутри 
трубы, теперь нетрудно вычислить. Если сечение трубы есть б и 
источник таков, что в открытом пространстве потенциал, обязанный 
ему, был бы равен 


ЧЕРВЬ деррорраю — свозщрнь 


А СсозЁ(аё-—г 
О, (1 


то потенциал скорости на некотором расстоянии внутри трубы будет 
таким, как если бы причиной возмущения было движение поршня 
в начале, дающее равное общее смещение, и испущенная энергия 
также будет той же самой. Но из (1) имеем окончательно 


9% __ 
дг 
и поэтому, если Фф — потенциал скорости плоских волн в трубе 
(предполагаемой параллельной 2), мы можем положить 


2172 5 А с0$ Каь 


27 = 5 Асоз А (@ё — 2), | (2) 
соответственно этому 
ф=-—^ С05 А (44 — 2). (3) 


Отсюда, как в & 245, энергия , испускаемая в каждую сторону 
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от источника, дается выражением: 


че=9(—%), —в= == #1^ с05? Ра, 


а 
так что для значительного промежутка времени 
а? 
=: ^ #) 


Если труба закрыта. неподвижным поршнем, помещенным вблизи. 
источника, то вся энергия излучается в одном направлении;` но это 
еще не все. В результате удвоенного давления развивается энергик 
в два раза `больше, чем раньше, и, таким образом, в этом случае 

аА? 
Чем уже труба, тем больше энергия, испускаемая данным источником. 
Интересно сравнить эффективность источника у закрытого конца 
цилиндрической трубы с эффективностью равного источника, располо- 
женного в вершине конуса. Из 8 280 мы имеем в последнем случае 
Е2а А? 


И! = У р, (6) 
так что 
|2 


Энергия, испускаемая в обоих случаях, одинакова, когда, & == А25, 
т. е. когда сечение цилиндра равно площади, вырезываемой конусом 
на сфере радиуса А-1. 

301. Мы должны ‘теперь исследовать, насколько, справедливо 
утверждение, что колебания внутри цилиндрической трубы на до- 
статочном расстоянии от их источника становятся приблизительно 
плоскими. Взяв ось 2 параллельной образующим цилиндра, исследуем 
движение, потенциал которого меняется по закону ©, на положи- 
тельной стороне источника, расположенного в &==0. Если ф — по- 
тенциал и если вместо 02/0х? -[- 0?|ду? подставить УЗ, то уравне- 
нием движения будет 


(нуно. | (1) 


Если ф не зависит от 2, то это уравнение представляет колебания, 
целиком поперечные к оси цилиндра. Если тогда потенциал про- 
порционален ей, то он должен удовлетворять уравнению 


(У -Е 2) ф==0, (2) 
равно как и условию, что на границе сечения 
д: 
5. ==0. (3) 


Чтобы эти уравнения могли быть совместными, р ограничивается 
некоторыми определенными значениями, соответствующими периодам 


11 рРэдей 
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собственных колебаний. Нулевое значение р дает ф —=соп${ — реше- 
ние, которое мы должны будем сейчас рассмотреть, хотя оно и не 
имеет значения для задачи в двух измерениях. Для каждого допусти- 
мого значения р имеется определенная нормальная функция ци от 
хиу (5 92), так что решение имеет вид 


ф = Аше!Ра!, (4) 


Две функции и и и’, соответствующие различным значениям р, явля- 
ются сопряженными, именно, для них 


| шах 4у=0, (5) 

и всякая функция от х и у может быть разложена внутри контура 
в ряд 

= Аш -- Али, -- Ари. ..., (6) 


Где #&, соответствующее р —=0, постоянно. 

В действительной задаче ф все еще можно разложить в тот же 
ряд, при условии, что Ау, А:,... рассматриваются как функции 2. 
‚ В результате подстановки в (1) мы получаем, принимая во внимание (2), 


шо {ах НВА } ша) А} 
{ая —м А} +...=0, (7) 


где в силу свойства сопряженности нормальных функций каждый 
коэфициент при и должен обращаться в нуль по отдельности. 
Таким образом, 


42А 42А 
Решение первого из этих уравнений есть 
Ао ай + Ве- а, 


что дает | | 
Фи == аоией (а +2) -- Вооей(а!-2), (9) 


Решение общего уравнения для А принимает различную форму в 
зависимости от того, будет ли А? — р? положительным или отрица- 
тельным. Если вынужденное колебание является более низким, чем 
наинизшее из чисто поперечных собственных колебаний, то каждое 
конечное значение р? больше, чем А?, или Е? — р? всегда отрицательно. 
Полагая 


и, (6 
мы имеем 
А — де? | Ве- 
откуда 
ф== (аеЁ? -|- Ветвь) це#а!. (11) 


Но при предположенных условиях очевидно, что движение не стано- 
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вится бесконечно болышим вместе с 2, так что все коэфициенты @ 
равны нулю. По несколько иному основанию то же самое справед- 
ливо для @,, так как не может существовать волны в отрицательном 
направлении. Мы можем поэтому положить 


ф== Въе#(а-—г) -- В. ш1е- вара -- Выйе- а? ева! (12) 


— выражение, которое сводится к своему первому члену, когда 2 до- 
статочно велико. Мы приходим к заключению, что во всех случаях 
волны в конце концов становятся плоскими, если вынужденное 
колебание является более низким, чем наинизщее из собствен- 
ных поперечных колебаний. 

В случае кругового цилиндра радиуса г длина волны наинизшего 
поперечного колебания равна 2п7:1,841 = 3,4137 (5 339). Если при 
этом длина волны вынужденного колебания превосходит 3,4137, то 
волны в конце концов становятся плоскими. Может случиться, что 
волны в конце концов становятся плоскими, хотя длина волны и 
падает ниже указанного предела. Так, если источник колебаний сим- 
метричен относительно оси трубы — например, простой источник, 
расположенный на оси трубы, — то наинизшее поперечное колебание, 
$ которым нам пришлось бы иметь дело, было бы более, чем на 
октаву, выше, чем в общем случае, и длина волны вынужденного 
колебания могла бы иметь значение, меньшее половины указанного 
значения. 

Из (12), когда 2==0, следует 

(7: — [ЕВ а! — ивамеа — 


92 _ ооо 


откуда 
Я з ы 
| = 49 == — (Аводе и, (13) 


поскольку а, | 4 и Т. д. все обращаются в нуль. 


&/ «/ 


В связи с этим ясно, что плоские волны на некотором расстоянии 
От источника такие же, как если бы они были получены с помощью 
твердого поршня в начале, что дает ту же самую среднюю нормаль- 
ную скорость, какая существует в действитсльности. Всякое нормальное 
движение, положительная и отрицательная части которого равны, 
Не дает в конце концов никакого эффекта. 

Когда нет никаких ограничений относительно характера источника, 
И когда некоторые из собственных поперечных колебаний являются 
более низкими, чем данное, то несколько значений А? — р? положи- 
тельны, и тогда появляются члены вида 


9 — Вией а! е— У К1 — р 2, 
Или, в действительных величинах, 


| ф = Ви со 1 Раё — У Е — ре 2!; (14) 
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это указывает, что особенности источника распространяются на беско- 
нечно большое расстояние. 

Задачу, рассмотренную здесь, можно считать обобщением за- 
дачи $ 268. Для кругового цилиндра ее можно решить полностью 
с помощью функций Бесселя, но это мы предоставляем читателю. 

302. В $ 278 мы полностью определили движение воздуха, являю- 
щееся результатом периодического движения в направлении нормали 
граничной плоской пластины бесконечной протяженности. Если 0% [дп — 
заданная скорость в направлении нормали элемента 4$, то 


1 д — г 
си о 


дает потенциал скорости в точке Р на растоянии гот @5$. Остальная 
часть настоящей главы, посвящается исследованию частного случая 
этой задачи, имеющей место, когда скорость в направлении нормали 
имеет заданное постоянное значение на площади круга радиуса Ю, 
а на остальной части плоскости равна нулю. В частности, мы исследуем, 
какие силы, являющиеся результатом реакции воздуха, действуют 
на твердую круглую пластинку, колеблющуюся по простому гармо- 
ническому закону в равном ей по площади круглом отверстии, выре- 
занном в твердой плоской пластине, простирающейся в бесконечность. 

Для полного изменения давления, действующего на пластинку, 
мы имеем ($ 244) 


| 8р4а$=— 05 | 04$ = — рас ( ф 45, 


где с — нормальная (пафига!) плотность, а ф меняется пропорционально 
ей. Таким образом, согласно (1), 


{ [граб 0 


В двойной сумме 
у (3) 


которую мы должны теперь вычислить, каждая пара элементов должна 
быть взята по одному разу, и произведение нужно суммировать после 
умножения на множитель г-1е-**”, зависящий от их взаимного рас- 
стояния. Лучшим методом является тот, который предложен проф. 
Максвеллом для обычного потенциала !). Величина (3) рассматривается 
как работа, которая была бы затрачена для полной диссоциации 
вещества, составляющего диск, т. е. для ‚удаления каждого элемента 
из области влияния всякого другого, в предположении, что потенциал 
двух элементов пропорционален г-1е- Г. Величину требуемой работы, 
которая зависит только от начального и конечного состояний, можно 
вычислить, предполагая, что операция выполняется любым путем, 
какой окажется более удобным. С этой целью мы предположим, что 


1) Махуе!П, „ТВеогу о! Везопапсе‘. Р#/. Тгапд., 1810. 


(2) 
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диск разделен на элементарные кольца и что каждое кольцо уводится 
прочь в бесконечность прежде, чем будут нарушены какие-либо из 
внутренних колец. 

Первым шагом является вычисление потенциала У на краю диска 
радиуса с. Взяв полярные координаты 0, @ с какой-либо точкой 
окружности в качестве полюса, мы имеем 


-| 


Эту величину нужно умножить на 2тс 4с, а затем проинтегриро- 
вать по с между пределами 0 и ВЮ. Удобнее, однако, произвестц 
сначала преобразование. Мы имеем 


® 


+522 с0$9 


— ] | е— о 4 — = | {1—е— с с0$ 9} @0. 
« 0 0 


® х 
2 р 
2 | 2{1с соз 2 | 24с эт 04) — 
0 0 


5 5 
2 | с0$ (2Ёс 11 0) 40 — = | з1а (2Ес з1п 0) 40 == Л (2) —К(2), (4) 
б 


где вместо 2Ас написано 5. Л (2), есть фузкция Бесселя нулевого 
порядка (5 200), а А (2) — функция, определенная уравнением 


5 
К (2) = 2 | $1 (2 11 9) 4 == 
0 


2 23 25 21 \ 
= (2 наРызы винт +...}. (2) 


Отвлекаясь в настоящий момент от дальнейшего рассмотрения 
функции К, мы можем написать 


У=+ [К (2) —# {1—2 (6) 
и, таким образом, 
2К 
У. 


= | 242 [К (2) —#{1— Л (2)} |. 
0 
_ Но, согласно (6) $ 200 и (8) $ 204, 


абеле) = ел (о) (7). 
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таким образом, если определить К, равенством 


К, в =] к 42, (8) 


то мы можем написать 
З. ` п2Ю У 
а КН) РЕ" (1 — ®. (9) 


> ЕЕ 


Полное давление выводится отсюда, если ввести множитель 
ГРас дФ 
к дп’ 


так что 
д у с д 
[22 45 == ата. 58 (1— 25): 5 К: (2ЕЮ). (10) 


Реакцию воздуха на диск можно, таким образом, разделить на 
две части, из которых первая пропорциональна скорости диска, а вто- 


- рая — ускорению. Если & обозначает смещение диска, так что & = се , 
д 


": . .. 0 
то мы имеем &==10& = #а е; и поэтому в уравнении движения 
диска реакция воздуха представляется силой трения 


ас.пЮ?.ё (1 71°), 


замедляющей движение, и приростом инерции, равным 5 К, (2ЕВ). 
Если АЮ мало, то мы имеем из ряда (5) $ 200 для /,, расположен- 
ного по возрастающим степеням, 
‚ Л ЕК) #2? &4К+ ЕЮ Е8Ю8 
к. 13 Град пав |... (11) 
так Что член, соответствующий трению, равен приблизительно 
1 пото* 
— рр: 
5 аопК®К”К*<. (12) 


В силу самой природы задачи коэфициент при & должен быть поло- 
жительным, иначе реакция воздуха, вместо того чтобы уменьшить, стре- 
милась бы увеличить скорость. То, что Л, (2) действительно всегда меньше, 


чем > 2, можно проверить следующим образом. Если 0 лежит между 


О ит, а д положительно, то $1 (2 5106) —25110 отрицательно, 
и поэтому 


1 | {11 (2310) —2310} $11040 
о 


1 
также отрицательно. Но этот интеграл равен „Л! (2) —> 2, а следо- 
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вательно, и эта разность отрицательна для всех положительных зна- 
чений г. 


Когда ЕЮ велико, Л, (2ЕЮ) стремится к нулю, и тогда член, 
выражающий трение, становится равным просто аспВ?. Этого ре- 
зультата можно было бы ожидать; действительно, если ЕЮ очень велико, 
волновое движение в соседстве с диском становится приблизительно 


плоским. Мы имеем тогда, согласно (6) и (8) $ 245, 4р ==арой, где 


бо плотность (5), так что задерживающая сила есть пЮ?др = аспЕ?.. 

Мы должны теперь рассмотреть член, представляющий изменение 
инерции, и наряду с прочим доказать, что это изменение является 
увеличением, т..е. что А, (2) положительно. В результате непосред- 
ственного интегрирования ряда,(5) для К’ (который всегда сходится), 


имеем 
3 


5 Л 
Кина изв Кизел... (13) 


Поэтому, кагда РК мало, мы можем написать в качестве выражения 
для прироста инерции 


8<ЮЗ __ 8Ю 
5 ==опК* 3-. (14) 


Эту часть реакции воздуха можно поэтому представить, предположив, 
что колеблющаяся пластинка несет с собой массу воздуха, равную 
заключенной в цилиндре, основанием которого служит пластинка, 
а высота равна 8Ю|3п, так что, если пластинка достаточно мала, 
присоединяемая масса не зависит от периода колебания._ 
Рассматривая ряд (5) для А (2), можно доказать нелосредственно, 
что 
ва (2) Ке=.Ь—К@), (15) 
или 


(инт ко=&. (16) 


Из первой формы (15) следует, что 


# 


К = | Кез 2—2 К . (17) 


и. 
0 


С помощью этого выражения для А. (2) легко доказать, что функция 
всегда положительна. Действительно, 


5. . 
аК (2) = 2 [зи 2 $1т 0) 4 = 
о 


а: = 0$ (2 511 9) зп 8 40; (18) 


м 
а|ы 
>. 
о 
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так что 


К, 241 те 9) т 04 == 
0 


к 


ра 
— 42 у ( 2 п о $11 0 49 (19) 


® 


— интеграл, каждый элемент которого положителен. Когда = очень 
велико, с0$ (2 $10) колеблется с очень большой скоростью, и, таким 
образом, К’ (2) стремится к форме 


К, (2) = .2. (20) 


Если 2 велико, ряд, расположенный по возрастающим степеням, для 
Ки К,, хотя всегда в конце кояцов и сходящийся, становится беспо- 
лезным для практического вычисления, и тогда необходимо обратиться 
к другим приемам. “Заметим, что диференциальное уравнение (16), 
удовлетворяемое А, то же самое, какому принадлежит и функция 
Бесселя Лу, за исключением члена в правой части, именно 2|пг. Функция 
К входит поэтому в форму, которая получается, если к общему решению 
уравнения Бесселя, содержащему две произвольные постоянные, при- 
бавить какое-либо частное решение (16). Таким частным решением 
является 


ут. К 2-1— 2—8 12.32. 2-5 — 12.32.52.2-7-[- 
—- 12.32.52. 72.29 —..., (21). 


как это легко проверить подстановкой. Ряд в правой части (21), 
несмотря на то, что он в конце концов расходится, может быть 
с успехом использован для вычисления, когда 2 велико. Действительно, 


со 
он является аналитическим ‘экоишолентом | 27 Е 8). я 8, и мы 


можем положить 

е-Вав 
И 2-Е Р 
определяя две произвольные постоянные путем исследования форм, 
принимаемых, когда 2 очень велико. Но, может быть, проще следо- 


вать методу, каким пользовался в случае бесселевых функций Лип- 
шиц 1). 


—- дополнительная функция, 


Коту 


1) ТАрзсНИ, СтеЦе, том УТ 1859; Тощше! Знйеп ег Фе Веззе- 
эсАел РипАЦопеп, стр. 59, 
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Согласно (4), мы имеем 


Ло (г) — К (2) -Н е— 12 03 0 — — ее ее . (22) 


> а 


Рассмотрим интеграл где 1 — комплексное переменное 


вида и 19.  Рсматримя 1 ак Е обычно, одновременные пары значе- 
ний {и 9, как координаты точки, мы видим, что интеграл равен 
нулю, если интегрирование по < распространено по контуру прямо- 
угольника, вершинами которого являются соответственно 0, #, -й -|- 

р, 1, где й — некоторая действительная ная величина. 
Таким образом, 


|. | 
е-24и [еее п е-2(#+7 4и Е ВЕТИ —0 
У 1-Е и. ВУИ Те " 
откуда, если мы предположим, что Йй == со, 
1 со 
ево _ м е-ги4и + [ е-г (#+) ди (23) 
7) У1— с Уя ит ) УЕ @-Е 2 ° 
Заменяя иг через м мы можем написать (23) в форме 
1 р 
е—12040 =—! __ е-8а8 _ в— 1 (2—1) ети Е и ‚ (24) 


руШ— „ИЕ 


Первый член в правой части (24) — целиком мнимый; согласно (22), 
` поэтому. >. п*./ (2) является действительной частью второго члена. 


 Развертывая бином под знаком интеграла и затем интегрируя по 
формуле 


* 
и —1 1 
| емивнг (+1), 
мы получаем разложение Ло (2) по отрицательным степеням = в виде 
2 12.32 1 
Л (2} = у и 28 --.. . | соя (2—ч")-+ 
12.32.53 1 
ЧИ {= 1.82 — таз .. ап (2— ут). (25) 


| , 
Обрывая разложение при любом желаемом числе членов и образуа 
выражение для остатка, можно доказать, что ошибка, какую совер- 
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шают; когда пренебрегают остаточным членом, не может превосхо- 
дить последнего из удерживаемых членов ($ 200). _ 
Аналогичным образом, мнимая „часть правой части (24) эквива- 


1. че 
‚лент на —5 ИК (2), так что 


к(а=2 ав 12.32.2785 — 12.32.02.2-7--.. .} —- 
2 12.32 12.32.52. 72 , 1 
У = — 1.2482) --т. 2.3.4.(824 °*°° } эп (2—ч")— 
12 12.32.52 | 
2 == —1.53. 82: жк... } оз (2— уп)... (26) 


Значение А' (2) можно теперь определить с помощью (17). Мы на- 
ходим 


КА 3.24 -|- 12.32.5.276 —12.32.52.7.2-8--...} 


3.5.1  3.5.7-9.1.3.5 
НИ ет) а ПОЗ Г. }— 
3.5.7.1 
И == 5 4") в 8) 1.2.3.82 = 


3. ( 7.9. И. 1.3.5.7. р 
- 1.2.3.4.5.(825  ‘*°'])* (27) 
Окончательно выражение для К! (2) можно представить в форме 


Кая {2-21 —3.278--12.82.5.2-8— |. 32.52.7.2-т-- 


(бете 


(12 — 4) (32 — 4) (52 — 4) (72 — 4) 
-- 1.2.3-4.(82)4 о" } — 


Уи 
— 2—9 6—9. }1 


1.2.3.82) {28) 


Тогда очевидно, что К\ не обращается в нуль, когда 2 велико, но 
приближается к 22|п. Но хотя прирост инерции, который пропорцио- 
нален К\, становится бесконечно большим вместе с Ю, он в конце 
концов исчезает, в сравнении с площадью диска и с другим чле- 
ном, который представляет диссипацию. Это согласуется с тем, что 
можно было бы предвидеть из теории ‘плоских волн. 

Если, независимо от реакции воздуха, масса пластинки равна М, 
и восстанавливающая сила 145, то уравнение движения пластинки, на 


1) Как и следовало ожидать, ряды внутри скобок те же самые, какие 
встречаются в выражении функции (Л (2). 
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которую действует внешняя сила Р, пропорциональная 2, имеет 
ВИД 


{ м- аз КВ) } ат? (1 — ЕЮ ЕР, (29) 


или, согласно (13), если, как это будет обычно в практических при- 
ложениях, ЕЮ мало: 


(ме ЕЕ. (30) 


Заслуживают быть отмеченными два частных случая этой задачи. 
Пусть, во-первых, /М и В равны нулю, так что на пластинку, саму 
по себе лишенную массы, не действуют никакие другие силы кроме 
Г и тех, которые возникают вследствие воздушных давлений. Так 


как & ={Ра&, то член, представляющий трение, относительно незна- 
чителен, и мы получаем, если ЕЮ очень мало, 


сп? == — ЕЁ. (31) 


‚ Пусть, далее, М и | таковы, что собственный период пластинки, 
когда на нее действует ‘только реакция воздуха, одинаков с перио- 
дом, приложенным к ней извне. При этих условиях 


и поэтому 
атК*.—- 5 = Р. (32) 


Сравнивая с (31), мы видим, что амплитуда колебания в том слу. 
чае, когда инерция воздуха уравновешивается, больше в отношении 
16:ЗпЕЮ; это указывает на значительное ‘увеличение, если ЕЮ мало. 
В первом случае фаза движения такова, что сила Р совершает срав- 
нительно очень небольшую работу, между тем как во втором случае 
инерция воздуха компенсируется упругостью, и тогда Р, будучи 
в одинаковой фазе со скоростью, дает максимальное количество 
работы. 


`ГЛАВА ХУ 
ТЕОРИЯ РЕЗОНАТОРОВ 


303. В случае трубы, закрытой с одного конца и открытой 
с другого, мы имели пример массы воздуха, способной колебаться 
с некоторыми определенными свойственными ей периодами при более 
или менее полной независимссти от внешней атмосферы. Если бы 
воздух за открытым концом был совершенно лишен массы, то дви- 
жение внутри трубы не имело бы тенденции уходить наружу, и за- 
ключенный в ней столб. воздуха вел бы себя подобно всякой другой 
сложной системе, не подверженной диссипации. В действительном 
эксперименте инерцию внешнего воздуха устранить, конечно, нельзя, 
но когда диаметр трубы мал, возникающий эффект на протяжении 
нескольких периодов может быть незначительным, и тогда колебания, 
однажды возбужденные в трубе, обладают в известной степени по- 
стоянством. Чем уже канал, соединяющий внутренность сосуда с внеш- 
ней средой, тем совершеннее осуществляется независимость. Такие 
полости образуют резонаторы; в присутствии какого-либо внешнего 
источника звука заключенный в полости воздух колеблется в унисон 
с ним и с амплитудой, зависящей от соотношения между величинами 
периодов собственного и вынужденного колебаний, достигающей 
большого значения в случае приблизительного изохронизма. Когда 
первоначальная причина звука перестает действовать, резонатор от- 
дает назад накопленные внутри, него колебания, становясь, таким обра- 
зом, на короткое время вторичным источником. Теория резонаторов 
составляет важную отрасль нашего предмета. 

В качестве введения в эту теорию мы можем взять простой случай 
закрытого с одного конца цилиндра, в котором движется без тре- 
ния поршень. Предположим, что воздух с другой сторовы поршня 
лишен инерции, так что давление абсолютно постоянно. Если теперь 
привести поршень в колебания с очень болышим периодом, То ясно, 
что содержащийся в цилиндре зоздух во всякий момент времени 
будет находиться с очень большим приближением в состоянии рав- 
новесия (одинаковая всюду плотность), соответствующем мгновенному 
положению поршня. Если масса поршня очень значительна сравни- 
тельно с массой заключенного в цилиндре воздуха, то собственные 
колебания, возникающие в результате смещения, будут происходить 


ъ 
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почти так, как если бы воздух не имел инерции; при определении 
периода из кинетической и потенциальной энергий первую можно 
вычислять без учета инерции воздуха, вторую же так, как если бы 
разрежение и сжатие были равномерны. В рассматриваемых условиях 
воздух действует только как пружина в силу своего сопротивления 
сжатию или расширению; форма сосуда, в которой заключен воздух, 
поэтому несущественна, и период колебания остается одним и `тем 
же, если не изменяется емкость. 

Когда газ сжат или расширен, работа полученного смещения 
находится умножением каждого бесконечно малого увеличения ‘объема 
на соответствующее давление и интегрированием гпю всей требуемой 
области. В настоящем ‘случае действительно деятельной является, 
конечно, Лишь разность давлений по обе стороны поршня, и для 
малого ‘изменения она пропорциональна изменению объема. Полная 
работа этого малого изменения такова, как если бы расширению 
противодействовало всюду среднее, т. е. половина конечного, дав- 
ление; таким образом, соответственно изменению объема от $ .до 
$--5$, поскольку р==а?9, 


Ир 2585 = 1 051. (1) 


Если А обозначает площадь поршня, м — его массу, а х— его 
линейное перемещение, то 85 = Ах, и уравнение движения есть 


азА? 
М-Н х=0, (2) 
что указывает на колебания с  врнодом 
2 
и —. (3) 


Представим себе теперь содержащий воздух сосуд, внутренность 
которого сообщается с внешней атмосферой через узкое отвер‹тие 
или горлышко.`Нетрудно видеть, что эта система способна совер- 
шать колебания, аналогичные только что рассмотренным; при этом 
воздух в соседстве с отверётием занимает место поршня. При доста- 
точном увеличении $ период колебания можно сделать сколь угодно 
большим, и мы получаем в конце концов такое положение вещей, 
когда кинетической энергией можно пренебречь всюду за исключе- 
нием пространства в соседстве с отверстием, а потенциальную энер- 
гию можно вычислять так, как если бы плотность внутри сосуда 
была всюду одинаковой. Протекая через отверстие под действием 
разности давлений с двух сторон или в силу своей собственной инер- 
ции, после того как такое давление перестало действовать, воздух 
движется приблизительно так, как это делала бы в аналогичных усло- 
виях несжимаемая жидкость, при условии, что размеры пространства, 


1) Ср. (12) $ 245. 
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где кинетическая энергия имеет заметное значение, очень малы срав- 
нительно с длиной волны. Предположения, на основе которых мы 
намерены действовать, не являются, конечно, строго правильными 
в приложении к действительным резонаторам, какими пользуются 
в экспериментах, но они достаточны, чтобы дать наглядное представ- 
ление о предмете и во многих случаях служить основанием для доста- 
точно точного вычисления высоты. Они становятся строгими только 
в пределе, когда длина волны бесконечно велика в сравнении с раз- 
мерами сосуда. 

[Изложенные выше принципы позволяют сразу же вычислить вы- 
соту резонатора с объемом $, полость которого сообщается с внеш- 
ним воздухом посредством длинного цилиндрического горлышка длины 
[ и площади А. Масса воздушного поршня есть оАЁ, так что (3) 
дает для периода колебания 


о [5$ 
= 25, Ч 


или, если \ — длина плоских волн той же самой высоты, 


[$5 
= — о —. 5 
ат п 7 (5) 
Если поперечное сечение. горлышка есть круг радиуса Ю, то А==тВ?, 
и мы получаем формулу (8) $ 307.] 
304. Кинетическую энергию движения несжимаемой жидкости 
через данный канал можно выразить через плотность р и скорость 


переноса, или потока, Х, потому что при рассматриваемых условиях 
характер движения всегда один и тот же. Так как Т необходимо 


меняется пропорционально р“ и Х?, то мы можем положить 

1 х 
где постоянная с, которая зависит только от природы канала, есть 
линейная величина, как это можно заключить из того факта, что 


размерность Х относительно пространства есть 8 и относительно 
времени — 1. В самом деле, если ф потенциал скорости, то в силу 
теоремы Грина 


Т=-5 хе | [(%) "+ (9%) + (5) едете | [909.45 


причем интегрирование должно быть распространено по поверхности, 
включающей всю область, в которой скорость имеет заметную вели- 
чину. На достаточном расстоянии по обе стороны от отверстия ф 
становится постоянным; если обозначить эти постоянные значения 
через ф; и ф. и ограничить теперь интегрирование той половиной 5, 
в напрарлении к которой течет жидкость, то мы имеем 


1 д : 
Г=5 ри | [51455 52 (21 — $2) А. 
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Но, так как ф внутри $ определяется линейно своими <значениямн 
д 
на поверхности, интеграл [5 45, или Х, пропорционален (ф, — фо} 


Если мы положим Х —6($, —4$.), то получим, как прежде, 
1 . 
Т==5 Ас. 


Природу постоянной с понять легче всего, рассматривая электри» 
ческую задачу, условия которой математически тождественны с усло- 
виями рассматриваемой. Предположим, что 
жидкость заменена одинаково повсюду про- 
водящим веществом, граница же канала или 
отверстия — непроводниками. Мы знаем, что, 
если с помощью батарей или каким-нибудь 
другим путем на обеих сторонах поддержи- 
вается разность электрических потенциалов, 
то через отверстие будет протекать постоян- 
ный электрический ток пропорциональной ве- 
личины. Отношение полного тока к электро- 
движущей силе называется проводимостью 
канала; таким образом, мы видим, что наша 
постоянная с представляет просто эту прово- 
димость, если принять, что удельная прово- Фиг. 58. 
димость гипотетического вещества равна еди- 
нице. То же самое можно выразить иначе, сказав, что с есть сторона 
куба, сопротивление которого между противоположными гранями 
одинаково с сопротивлением канала. В дальнейшем мы часто будем 
пользоваться электрической аналогией. 

Если с известно, собственный тон резонатора легко найти. 
Так как 


1 Х? 
И 94? 5 | 
и (2) 
1 Х? 


то уравнение движения есть 

:. а2с 

Х- -= Х==0, (3) 
что указывает на простые колебания с периодом 


$ 
=. (4) 


Если №— частота, или число полных колебаний, совершаемых 


В единицу времени, то | 
а [2 
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Длина волны ), котопяя является величиной, наиболее тесно свя- 
занной с размерами полости, лается уравнением 


= ту 5 (6) 


и изменяется обратно пропорционально линейному размеру. Следует 
заметить, что. длина волны ‘является функцией только размера 
и формы резонатора, между тем как частота зависит также и от 
природы газа; важно отметить, что высота зависит от природы газа, 
находящегося внутри канала и вблизи него, но не от природы газа, 
занимающего внутренность сосуда, так как инерция в последнем по- 
ложении не играет роли, а сжимаемость всех газов приблизительно 
одинакова. Таким образом, в случае трубы замена водорода возду- 
хом в соседстве с узлом вызвала бы лишь малое изменение, но ее 
эффект в соседстве с пучностью был бы значительным. 

До сих пор мы говорили об одном соединительном канале, но 
если имеется несколько каналов, то существенного изменения задача 
не претерпевает. Та же формула для частоты еще приложима, если 
мы, как прежде, понимаем под с полную проводимость между внут- 
ренностью сосуда и внешним‘ пространством. Если каналы располо- 
жены достаточно далеко друг от друга, чтобы действовать незави- 
симо, результирующая проводимость есть простая сумма проводимостей, 
принадлежащих отдельным каналам; в иных условиях результирующая 
меньше, чем вычисляемая путем простого сложения. 

Если имеются два совершенно одинаковых канала, которые не 
взаимодействуют друг с другом и проводимость каждого из которых 
в отдельности есть с, то мы имеем 


№=и2-- У = (7) 


— уравнение, показывающее, что нота выше, чем в случае только одного 


канала, в отношении уз: 1, т.е. на интервал, значительно меныший 
квинты, — закон, наблюденный Зондхаусом и доказанный теоретически 
Гельмгольцем для случая, когда соединительные каналы представляют 
собой простые отверстия в бесконечно тонких стенках резервуара. 

305. Исследование проводимости для каналов различного рода 
является важной частью’ теории резонаторов; однако, точное 'решение 
задачи во всех случаях — исключение составляют лишь очень немно- 
гие -- недоступно современной математике. Можно, впрочем, изло- 
жить некоторые общие принципы, проливающие свет на вопрос; во 
многих же интересных случаях можно получить приближенное реше- 
ние, достаточное для практических целей. 

Мы знаем (55 79, 242), что энергия жидкости, протекающей 
через канал, не может быть больше энергии любого воображаемого 
пвижения, дающего тот же самый общий поток. Отсюда, если поток 
каким-нибудь путем сузить или ввести какое-нибудь препятствие, то 
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проводимость в результате этого уменьшится, так как введенное 
изменение эквивалентно дополнительной связи. Перед изменением. 
жидкость была свободна принять то распределение течения, которое 
имеет место в конечном счете. В тех случаях, когда точное решение 
получить нельзя, мы можем воспользоваться свойством минимума, 
чтобы оценить нижний предел проводимости; ‘энергия, вычисленная 
из гипотетического закона течения, никогда не может быть меныие 
истинной и должна превосходить ее; если только гипотетическое 
и истинное движения не совпадают. 

Другой общий принцип, который часто бывает полезен, удобнее 
высказать на языке теории электричества. Величина, с которой мы 
имеем дело, есть проводимость некоторого проводника, бостоящего ` 
из вещества с единичной удельной проводимостью. Принцип состоит 
в том, что если проводимость какой-либо части проводника возра- 
стает, то возрастает и проводимость всего целого, если же прово- 
димость какой-либо части уменьшается, то уменьшается и проводи- 
мость целого; исключение могут составлять лишь несколько весьма 
специальных случаев, где изменение не имеет места. При прохеждс- 
нии через проводник электричество самб распределяется таким обра- 
зом, что энергия диссипации для данного полного тока является наи- 
меньшей из возможных ($5 82). Если бы теперь удельное сопротив- 
Ление какой-либо части было уменьшено, то полная диссипация была 
бы меньше, чем прежде, даже если бы распределение токов осталось 
неизменным. А 101101 это будет иметь место, когда токи -перерас- 
пределяются так, чтобы сделать диссипацию минимальной. Если бес- 
конечно тонкая пластина вещества, натянутая поперек канала, сделана 
идеально проводящей, то сопротивление целого уменьшится, если 
только она не совпадает с одной из невозмущенных эквипотенциаль- 
ных поверхностей. В последнем исключительном случае это не даст 
никакого эффекта. 

306. Среди каналов различного вида важное место должно быть 
отведено таким, которые состоят из простых отверстий в неограни- 
ченных плоских стенках бесконечно малой толщины. В практических 
приложениях достаточно, чтобы стенка была очень тонкой срав- 
нительно с размерами отверстия и приблизительно плоской на рас- 
стояниях от отверстия, болышйх сравнительно с теми же раз- 
мерами. 

За счет симметрии по обе стороны от стенки движение жидкости 
в плоскости отверстия должно быть нормальным, и поэтому потен- 
циал скорости постоянным; на остальной части плоскости движение 
должно быть исключительно тангенциальным, так что для определе- 
ния ф на одной стороне плоскости мы имеем условия (1) ф == 50154 на 
площади отверстия, (П) дз|дп==0 на всей остальной части плоскости 
стенки, (Ш) ф —соп3{ в бесконечности. 

Так как для нас интересны только изменения ф, то мы можем 
предположить, что ф в бесконечности исчезает. Мы ‘увидим, чте` 


12 Рэлей 
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условия (П) и (Ш) удовлетворяются, если предположить, что ф есть 
потенциал притягивающего вещества, распределенного по площади 
отверстия; остальная часть проблемы заключается в нахождении 
такого распределения’ вещества, чтобы его потенциал мог быть по- 
стоянным на той же самой площади. С'математической стороны эта 
задача. одинакова с задачей нахождения распределения электричества 
на заряженной проводящей пластине, расположенной в открытом 
пространстве и имеющей форму рассматриваемого отверстия; прово- 
димость отверстия можно выразить через емкость пластины в 
статической проблеме. Если $, обозначает постоянный потенциал 
в отверстии, то электрическое сопротивление (для’ одной стороны) 
будет 


где интегрирование распространено по площади отверстия. 
Но с фот Хх (полное количество ‘распределенного веще- 
п 


ства), и, таким образом, если М — емкость, или заряд, соответствую- 
щий единичному потенциалу, то полное сопротивление есть (пМ)-!. 
Соответственно этому для проводимости, которая является величи- 
ной, обратной сопротивлению, — 


—п/М. (1) 


Насколько мне известно, эллипс — единственная форма отверстия, 
для которой с или М можно определить теоретически {); в этом 
случае результат содержится в известном решении проблемы нахож- 
дения распределения заряда на проводящем эллипсоидле. Из того 
факта, что оболочка, ограниченная двумя концентрическими подоб- 
ными и подобно расположенными эллипсоидами, не производит ни- 
какого воздействия на частицу, расположенную внутри ее, легко 
видеть, что поверхностная плотность в любой точке эллипсоида, не- 
обходимая для того, чтобы давать постоянный потенциал, пропорцио- 
нальна длине перпендикуляра р, опущенного из центра на касатель- 
ную плоскость в рассматриваемой точке. Таким образом, если 
р — плотность, то 0 ==хр; общее количество вещества @ дается вы- 
ражением 


в= || раб=х | \р45 =4тхабс 2), (2) 
так что 
__ СР 
Р— 4табе ° (3) 


1) Случай резонатора с эллиптическим отверстием был рассмотрен 
Гельмгольцем (СтеЦе, том 57, 1860), результат которого эквивалентен (8). 
2) 2с обозначает здесь третью главную ось эллипсоида. 
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В обычном обозначении 


1 
Рут 
=НИНВ 


или, так как 22|? ==1 — х?|а? — у?|6?, 
с 


Саха бух ` 
И 5-е 


Если мы теперь предположим, что с бесконечно мало, мы получим 
частный случай эллиптической пластинки, а если мы больше не раз- 
личаем две поверхности, то получаем: 


(9 
в—=—ы—=—=—. (4) 
оаь 1—9, 


Мы должны теперь найти значение постоянного потенциала Р. 
Рассматривая значение Р в центре пластинки, мы видим, что 


ра [|= | [ 94746. 


Интегрируя „сначала по г, мы имеем: 


г 


[4 — утят , 
44 У 1 — е? со$2 9 


где е — эксцентриситет; таким образом, 


(9) 49 [6] 
р—=® | О Ре, 
г | тя а (8) 


где Р символ полной эллиптической функции первого рода. Полагая 
Р==1, мы находим 
с __ а` 


ем (5) 


Это — окончательное выражение для емкости эллипса, главная полуось 
которого @ и эксцентриситет г. В частном. случае круга, е==0, 


Р(е=-т и, таким образом, для круга радиуса Ю 
с=—=9 8. (6) 
Если емкость резонатора есть $5, то из (6) & 304 мы находим 


= и 5. (7) 


12% 
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Площадь с эллипса дается выражением 
б == па? И! — е2, 


отсюда, выражая с через с, 
1 т 20 — ей 


Если е мало, мы получаем, разлагая по степеням е перед инте- 
грированием: 
1 12 12.32 12.32.02 
А 42.62 ° ев --.. ..} (9) 
откуда 
2Е (е) (1 — ©)“. 
аа. 


Пренебрегая е8 и более высокими степенями, мы имеем поэтому 


ИРИ (10) 


Этот результат показывает нам, что проводимость эллиптического 
отверстия почти одинакова с проводимостью круглого отверстия 
равной площади. Среди отверстий различной формы данной площади 
должно иметься одно с минимальной проводимостью,-и хотя фор- 
мальное доказательство и представляет затруднения, легко понять, 
что таким отверстием может быть только круг. Нижний предел для 
значения © дается, таким образом, проводимостью круга равной пло- 
шади, т. е. 2 Ист сп, и когда действительная форма очень близка 
к кругу, то этот предел можно взять в качестве хорошего прибли- 
жения к действительному значению. 

Значение А дается тогда выражением 


= 2 на — 4$, (11) 
Чтобы показать, как незначительно влияет умеренный эксцентриситет 


на значение с, я вычислил с помощью таблиц Лежандра для Р(е) 
следующую короткую таблицу. 


ф |е—=30Ф| 6/9==003$ | */2 2 (0 (1—е?)"* 
0° | 0.00000 | 1.00000 1.0000 

20° | 034204 | 0,93969 1,0002 

30° | 0,50000 | 0,86603 1,0013 

40° | 0,64279 | 0,76604 1,0044 

50° | 0,76604 | 0,64279 1,0122 

60° | 0.86603 | 0,50000 - 10301 

70° | 0:93969 | 0,34202 1,0724 

80° | 0.98481 | 0,17365 1,1954 


90° 1.00000 0,00000 со 
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Полагая е==зш Ф, мы получим отношение осей, равное с0$Ф, и 
проводимость 


б п 

с—2 ИЕ УЕ у 
Значения последнего множителя, данные в четвертом столбце, пред- 
ставляют собой отношения проводимости эллипса к проводимости 
круга равной площади. Можно видеть, что даже при эксцентри- 
ситете эллипса, соответствующем отношению осей 2:1, увеличение 
проводимости составляет всего около 38|, что соответствовало бы 
изменению‘ высоты резонатора немного более, чем на комму ($5 18). 
Повидимому нет никаких оснований предполагать, что эта приблизи- 
тельная независимость от формы есть специфическое свойство эллипса, 
и мы вправе с некоторой степенью уверенности заключить, что 
в случае умеренно удлиненного овального отверстия проводимость 
со значительной степенью точности можно вычислить по одной лишь 
площади. 

Если площадь задана, то верхнего предела с не существует. 
Действительно, предположим, что площадь © разделена: на п равных 
кругов, достаточно удаленных друг от друга, чтобы действовать 
независимо. Площадь каждого круга есть б|п, а его проводимость 
2 (пп)-'85'3. Общая проводимость в п раз болыше и поэтому 


возрастает беспредельно вместе с п. Как общее правило, чем больше 
удлинено или распространено отверстие, тем больше будет прово- 
димость для данной площади. 

Чтобы найти верхний предел проводимости данного отверстия, 
мы можем воспользоваться тем положением, что всякое увеличение 
отверстия должно сопровождаться увеличением значения с. Так, 
в случае квадрата мы можем быть уверены, что с меньше, чем для 
описанного круга, и мы уже видели, что оно больше, чем для 
круга равной площади. Если 6 — сторона квадрата, то 


ур << У 3% 


Тоны резонатора с кйадратным отверстием, вычисленные из этих 
двух пределов, отличались бы друг от друга приблизительно на 
целый тон; более низкий из них был бы несомненно много ближе 
к истинному. Этот пример показывает, что даже тогда, когда анализ 
не может дать решения в строго математическом смысле этого слова, 
‚мы все же не должны оставаться в полном неведении относительно 
порядка величин, с которыми имеем дело. 

В случае подобных отверстий, или систем отверстий, с изме- 
няется прямо пропорционально линейным размёрам. 

307. Большинство резонаторов, применяемых на практике, имеет 
большей или меньшей длины горло, но даже когда нет ничего, что 
можно было бы назвать горлом, нельзя каждый раз пренебрегать: 
толщиной стенки резервуара. Мы исследуем поэтому проводимость 
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канала, просверленного в преграждающей пластине, ограниченной 
параллельными плоскостями, и хотя мы не можем решить проблему 
строго, мы получим сведения, достаточные для практических целей. 
Толщину пластины мы обозначим через Ё, радиус цилиндрического 
канала через РА. 
Каково бы ни было сопротивление канала, оно уменьшится, если 
ввести в Аи В бесконечно тонкие диски идеальной проводимости 
(фиг. 59). Эффект этих дисков тот, что они образуют постоянный 
‚ потенциал на своих площадях, и задача видоизменяется 
так, что становится доступной строгому решению. Вне 
А и В движение одинаково с исследованным ранее, 
когда преграждающая ` пластина бесконечно тонкая; 
между Ди В поток равномерный. Поэтому в целом со- 
противление равно 


и: 18 28 -Г=Аз, 
откуда 


=. (1) 


[5-8 
`Если через @ обозначить поправку, которую нужно 


прибавить к Ё, чтобы учесть открытый конец, то 


1 
Фиг. 59. Я — 4 п. (2) 


Эта поправка, вообще говоря, незначительна, но если Г, очень мало 
в сравнении с А, предполагаемое движение все ближе и ближе 
совпадает с действительным, и, таким образом, значение а (2). стре- 
мится сделаться правильным. 

Верхний предел для сопротивления можно вычистить ‘из гипоте- 
тического движения жидкости. Для этой цели мы предположим, что 
в Ди В введены бесконечно тонкие поршни; результатом этого 
явится то, что нормальная скорость будет в этих местах постоянной. 
Внутри трубы поток будет, как и прежде, равномерным, но для 
внешнего пространства мы должны будем рассматривать новую задачу: 
определить ‘движение жидкости, ограниченной бесконечной плоскостью, 
когда нормальная скорость на некоторой “круговой площади плоскости 
имеет постоянное значение, а на остальной части плоскости равна нулю. 

Потенциал все еще может рассматриваться как ‘обусловленный 
веществом, распределенным по диску, но он болыше уже не постоянен 
на площади; плотность же вещества, будучи пропорциональ- 
ной дФ|дп, постоянна. 

Кинетическая энергия движения равна 


1 де 1д 
| [9% 46 =- 5 | 245 


где интегрирование распространено по плошади круга. 
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Полный поток через плоскость равен 


Отсюда 


2 кинетическая энергия __ \Ц, 4 
(поток)? —_ дар 0% ° 
дп 


Если принять плотность вещества за единицу, то ду|дп==2т и 
требуемое отношение выразится через Р|пзАЮ“*, где Р обозначает по- 
тенциал на самого себя кругового слоя радиуса А вещества с еди- 
НИЧНОЙ ПЛОТНОСТЬЮ. 

Простейший метод вычисления Р связан с тем соображением, что 
Р представляет собой работу, необходимую для разложения диска 
на бесконечно малые элементы, и удаление их на расстояния, исклю- 
чающие взаимное влияние 1). Если мы’ возьмем полярные координа- 
ты р, @ с полюсом на краю диска, радиус которого есть а, то по- 


лучим для потенциала в полюсе у=\ 49 40, причем пределы для р 
есть О и 24с050, пределы для @ суть —эт и 5". 


Таким образом, 
У— 4а. (3) 


Вырежем теперь полоску ширины 4а по краю диска. Работа, необ- 
ходимая для того, чтобы удалить ее на бесконечно большое расстоя- 
ние, равна 2па да-4а. Если мы постепенно урежем диск до конца и 
удалим все части в бесконечность ?), то найдем полную работу, инте- 
грируя по а от 0 до К, в виде 
р— 8. 
3 | 

Пределом сопротивления (для одной стороны) является, таким 
образом, 8|3п?К; мы заключаем, что сопротивление всего канала 
меньше, чем 


[. 16 
хе: Гая ` (4) 
Сопоставляя наши результаты, мы видим, что 
я _ 8 
дК<4<;.К (5) 
ИЛИ 
а`> 0,785Ю, 
а< 0,849Ю. ; (6) 


1) Часть $ 302 повторяется здесь в интересах тех, кто пожелал бы 
избегнуть трудностей более полного исследования. | 

3) Этот ‘метод вычисления Р был подсказан автору профессором 
К. Максвеллом., ” 
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Следует заметить, что @ здесь обозначает поправку за один ко- 
нец. Полное сопротивление соответствует длине [.-|- 24а трубы, имею- 
щей сечение пА?. 

Если [, очень велико ‘сравнительно с К, мы можем положить 


просто 


Ща 
с=“р. (7) 


В этом случае мы имеем из (6) $ 304 


ВУЗЕ. (8) 


Поправка на открытый конец @& есть функция Г, совпадающая 
1 
с нижним пределом, именно 4 ПК, когда [. обращается в нуль. Когда 


Г, возрастает, @ возрастает вместе с Г, но никогда не достигает 
(даже, когда Г. бесконечно велико) верхнего предела 8Ю|3п. Дей- 
ствительно, рассмотрим движение, происходящее на каком-либо сред- 
нем участке трубы. Кинетическая энергия больше, чем это соответ- 
ствует только длине участка. Если поэтому удалить данный’ участок. 
и соединить свободные концы так, чтобы движение в остальном про- 
должалось, как прежде, то кинетическая энергия уменышится бельше, 
чем это соответствует длине удаленного куска. А Гогйо!! это будет 
справедливо для реального движения, которое существовало бы в уко- 
роченной трубе. То, что для [==о© @ не становится равным 8А|3п, 
очевидно потому, что нормальная скорость, далекая от постоянства, 
‘как было предположено при вычислении этого результата, должна 
вобфрастать от центра наружу и становиться бесконечно большой на 
краю. 

Дальнейшее приближение к значению & можно получить, предпо- 
ложив переменную скорость в плоскости устья. Вычисление можно 
найти в Добавлении А. Очевидно, что в случае. бесконечно длинной 
трубы & не может достигнуть значения 0,82422К. Действительное 
значение @, вероятно, недалеко от 0,82^. 

308. Кроме цилиндра имеется очейь немного форм канала, про- 
водимость которых можно определить математически. Впрочем, когда 
форма приближенно цилиндрическая, мы можем вычислить граничные 
величины, полезные для нас, так как они позволяют оценить влияние 
таких отклонений от математической точности, которых следует ожи- 
дать на практике. 

Нижний предел для сопротивления какого-либо удлиненного и 
приблизительно прямого проводника можно получить непосредственно, 
мысленно вводя бесконечно болыШое число плоских идеально прово- 
дящих слоев, перпендикулярных к оси. Если через с обозначить пло- 
щадь сечения в какой-нибудь точке х, то сопротивление участка 
между двумя слоями, отстоящими друг от друга на 4х, равно`6—14х 
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и поэтому все действительное сопротивление, конечно,, болыше, чем 


} о-1ах, (1) 


если только проводник на самом деле не является цилиндрическим. 

Чтобы найти верхний предел, мы можем вычислить кинетическую 
энергию потока на основе гипотезы, что скорость параллельно оси 
одинакова в пределах каждого сечения. Гипотетическое движение — 
то, которое возникло бы в результате введения бесконечно большого 
числа движущихся свободно твердых поршней; вычисленный результат 
необходимо превзойдет истинный, если только сечение не является 
постоянным. Мы предположим для простоты, что канал симметричен 
относительно оси, ав этом случае и движение жидкости, несомненно, 
также симметрично. 

Если О обозначает полный поток, то мы имеем ех Нурое$1 для 
скорости на оси в какой-либо точке х 


и =—=6-10, (2) 


откуда можно определить с помощью уравнения непрерывности 


[(6) $ 238] 


2 Я 

радиальную скорость 9. 
Таким образом, 
РО — с0п5+ | (р? 0 
— 2 дх › 
или, так как на оси нет никакого источника жидкости, 
5 7 — — 3 
я — — ® 


Кинетическую энергию теперь можно вычислить простым интегриро- 
ванием: 


ло ах = (0? \ о\1\щх, 
| ог тах — ^^ у* (5) ах, 


8 дх 
где у — радиус канала в точке х, так что с ==пу?*. 
Таким образом, 


2 кинетическая энергия __ (1 | 1 /а; ). 
(поток)? =| пу? 1 2 (2 } 4х. (4) 


Это — величина, определяющая верхний предел для сопротивления. 
Первый член, соответствующий компоненте скорости и, одинаков 
С тем, какой был получен ранее для нижнего предела, как это и 
можно было предвидеть. Разность двух пределов, дающая макси- 
мальную ' ошибку, которая может вкрасться, если принять один из 
Них за истинное значение, есть 


у 6) 
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В приблизительно цилиндрическом канале 4у|4х есть малая ве- 
личина, так что найденный этим путем результат является очень хо- 
рошим приближением. Не обязательно, чтобы сечение было почти 
постоянным, нужно лишь чтобы оно изменялось медленно. Успех 
приближения в этом и аналогичных случаях связан с тем фактом, 
что значение оцениваемой величины есть минимум. Всякое разумное 
приближение к действительному движению даст результат, очень близ- 
‘кий’к истине, согласно принципам диференциального исчисления. 

На основании свойств потенциала и функции тока ($ 238) настоя- 
щая проблема допускает действительное приближенное решение. Если 
ф и Ф обозначают значения этих функций в какой-либо точке’ х, г, 
а и, о обозначают аксиальную и трансверсальную скорости, то 


__ 014 08 _ 14% 
бт бд грдх’, (6) 
откуда, после исключения 
0% „10% __ 0% _ 
дет да 0, (7) 


078 т де Г д = (8) 
Если Р обозначает значение ф, как функции Хх, когда г==0, то 


общие значения ф и Ф можно выразить через Р посредством (7) и (8) 
в форме рядов: 


гк" | ГАР УвЕУ! 
ф=Р— 5 92.42 58.42. аа -Г :. о 
__ гр МЕ" РвЕУ __ арт: (9) 
= —5 23-4 Г 2.48.6  21.42.62.8 1 '*° 


где штрихи обозначают диференцирование по х. На границе канала, 
где г==у, ф — постоянно (скажем, ф/). Тогда 
у 
фа РИ | Ро (10) 
1 2 22.4 22.43.6 ”* 

— уравнение, связывающее у и Р. В нашей задаче у задано, и мы 
должны выразить Р через него. Последовательным приближением мы 
получаем из (10) 


В — = -% ва (3) зая я = (5)}— 


У 0 (1241 
— вая (5). (11) 


Полный поток дается интегралом 


у у 
(5 217 г == 1% 2пгаг = 214, 
9х ] г 9 
0 


и поэтому сопротивление между двумя эквипотенциальными поверх- 
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ностями представляется выражением 


1 р 
= Е ах. 
Выражение для сопротивления допускает значительное упрощение 
путем интегрирования по частям в случае,* когда канал в пределах 


интегрирования строго цилЛиндрический. Этим путем мы находим 
окончательный результат в виде 


12 уууи]2 | 
сопротивление = |“ 11 У" аа ‚ (12)9) 
У’и У’ обозначают здесь производные у по х. 

Таким образом, видно, что верхний предел в предыдущем иссле- 
довании является на самом деле правильным результатом до второго 
порядка приближения. Если мы рассматриваем у как функцию ®х, 
где ®-— малая величина, то (12) правильно с точностью до членов, 
содержащих @*. 

309. Знанием законов, которыми определяется высота резонаторов, 
мы обязаны трудам нескольких экспериментаторов и математиков. 

‚ Наблюдением, что при данном устье (мундштуке) высота резона- 
тора зависит, главным образом, от объема, мы обязаны Лисковиусу, ' 
который нашел. что высота тона колбы, частично наполненной водой, 
не изменялась, когда ее наклоняли. Этот результат был подтвержден 
Зонйхауссом 2). Последний наблюдатель нашел далее,` что в случае 
резонаторов без горла влияние отверстия зависело, главным обра- 
зом, от его площади, хотя некоторое повышение тона и имело место, 
когда форма была очень удлиненной.‘ Зондхаусс дал формулу 


14 
№М=52 400 т, , (1) 


в которой единицей длины является миллиметр. 
Теорией резонаторов этого типа мы обязаны Гельмгольцу 3), 
формула которого 


ас р. 
5 е 
приложима к круглым отверстиям. 
Для колб с длинным горлом Зондхаусс 4) нашел 
1] 
№М==46 705 ——- (3) 


[118 $? 3 
1) Ргосее4 тэ; оф те Гопаоп Машетайса! Зое у, том УП, стр. 70, 
876 


2) Зопаваизз, „Оерег Чеп ВгипуитКге!5е] ип4 аз Зсб\аеипезоезе{2 ег 
КиБ1зснеп РЕеИеп“, Розе. Апп., ГХХХЬ стр. 235, 341, 1850. 

3) Нешво!+7, СтеЦе, том ГУП, стр. 1 —72, 1860. 

4) Зопаваизз, „Оебег Яе ЭсВаИзсп\/поипоеп 4ег [НН шт ег Иез СЛазгбИ- 
теп ипа т седесКеп Р4{еЙеп уоп ипе!спег Уе{е“, Розз. Апп., (ХХХ, стр. 1, 
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что соответствует теоретической формуле 


а св 
2 в аь° (4) 
[; 3$ 3 

На практике не часто встречается, чтобы горло резонатора было 
настолько длинно, чтобы можно было пренебречь поправкой на обткры- 
тые концы, как предполагает (4), или, напротив, настолько коротко, 
чтобы им можно было пренебречь; как было предположено в (2). Верт- 
гейм 1) был первым, кто показал, что влияние открытого конца 
можно представить прибавкой @& к длине, независимой, или прибли- 

зительно независимой, от Г и *. 
Приближенным теоретическим определением & мы обязаны Гельм- 


1 
гольцу, который дал величину 4 "К в качестве поправки для _откры- 


того конца с бесконечным фланцем. Его метод’ заключался в оты-. 
‘скании форм трубы, для которых проблема была бы разрешима, 
и в выборе такой формы, которая была бы всего ближе к цилиндру. 


Поправка 4 "К строго применима к трубе, радиус которой у откры- 


того конца и‘`на большом расстоянии от него есть Ю, но которая 
в соседстве с открытым концом незначительно расптиряется. 

Из того факта, что действительный цилиндр можно получить 
введением специального препятствия (обзгисНоп), мы можем заключить, 
что результат, полученный таким путем, слиШком мал. | 

Интересно, что прием, которому мы следуем в этом труде и кото- 
рый впервые был дан в мемуаре о резонансе, вёдет в точности 
к такому же результату, хотя трудно представить себе два метода, 
более непохожие друг на друга. 

Поправка на длину зависит до некоторой степени от того, задер- 
живается поток воздуха от открытого конца или нет. Когда горло 
выдается в открытое пространство, торможение будет меньше, чем 
тогда, когда поток встречает фланец, как было предположено в на- 
ших приближенных вычислениях. Впрочем неточность, вводимая этим 
путем, не очень значительна, и мы можем вообще принять с хоро- 


1 
шим приближением а=—- пК. На практике, когда горла корот- 


кие, гипотеза фланца довольно хорошо согласуется с фактами, а 
когда горла длинные, поправка сама по себе имеет, подчиненное 
значение. 

Общая формула имеет тогда вид 


№М= 5 (ету?) (5) 


1) Уег{е!т, „Мёто?ге зиг [е5 УгаНоп$ зопогез 4е Ра“, Аим. 4. СШт. 
(3) ХХХ, стр. 385, 1851. 
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где с — площадь поперечного сечения горла, или численно 


КПИ 
6,2832 1. ИТ 0,8863 Уз 


Формула, лишь слегка отличающаяся от этой, была дана, как выра- 
жение результатов своих измерений, Зондхауссом 1), который тогда 
же высказал убеждение, что она, не является простой эмпирической. 
интерполяционной формулой, но выражает закон природы. Теория 
резонаторов с шейкой была дана примерно в то же время ?) в ме- 
муаре „О резонансе“, опубликованном в РИЙозормса! Тгапзасйоп5$ 
за 1871, откуда взята болышая часть материала нескольких послед-” 
них страниц. 

310. Простой метод вычисления высоты резонаторов, которым 
мы занимались, приложим только к наиболее низкому колебанию, 
характер которого совершенно особый. Обертоны резонаторов со 
сжатыми, горлами относительно очень высоки, и соответствующие 
колебания ни в какой степени не являются независимыми от инер- 
ции воздуха внутри резервуара. Характер этих колебаний будет 
более очевиден, если мы рассмотрим колебания воздуха внутри 
совершенно замкнутого сосуда, такого, как сфера; однако, редко 
случается, чтобы — высоту 
можно было вычислить теоре- 
тически. Имеются, впрочем, 


№ (6) 


случаи многократного резо- —ы-—“ 5 5 \— 
нанса, к которым приложима Д, № ^ 


наша теория. Они имеют ме- 
сто тогда, когда два или боль- 
ше сосудов соединяются кана- Фиг. 60. 
лами друг с другом и с внеш- 

ним воздухом; их легко трактовать методом Лагранжа, конечно, при 
условии, что длина волны колебания достаточно велика сравнительно 
с размерами сосуда. 

Предположим, что имеются два резервуара $ и 5’, сообщающиеся 
друг с другом и с внешним воздухом с помощью узких каналов или 
шеек. Если бы мы, стали рассматривать 55' как один резервуар^ 
и приложили к нему нашу предыдущую формулу, ?мы пришли бы 
к ошибочному результату, так как эта формула основывается на 
допущении, что инерцию воздуха внутри резервуара можно не учи- 
тывать; между тем очевидно, что энергия движения через соеди-. 
нительный канал может быть так же велика, как и энергия движе- 
ния через два других канала. Однако, исследование по тому же 
самому общему плану, как и прежде, полностью разъясняет этот 
случай. Обозначая, соответственно, через Х\, Х.,, Х. полный перенос 


1) Зоп@раизз, Росо. Апп., СХТ, стр. 53, 219, 1870. 
2) Ргосеетз$ оф Ше ЮоуаЁ Зосеу, ноябрь 24, 1870. 
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жидкости через каждый из трех каналов, мы имебм, подобно (2) 
$ 304, для кинетической энергии выражение 


и2 ` и2 2 
1 7, №, 43 
геи На} ы 
а для потенциальной рии пиражени 
(Х— ХХ -х а 
р 02 = Щи р 2)? }. (2) 


Применение метода Лагранжа дает диференциальные уравнения 
движения в виде 


—х Хо — и 
ее ни ан 
После сложения и интегрирования 
ее (4) 


Отсюда после исключения Х,_ 
.. 2 , 
Хао, + 9х, =0, 
+ $ { (св) Х. - — се ИХ} ==0. 


Полагая Х, == АеР и Х, = ВеР!, мы получаем, после подстановки 
и определения отношения А:В, 


р рта ь бат | о ево оз с} =0 (6) 


— уравнение для определения собственных тонов. Если Л — частота 

колебания, №2 — — р?!4п? и оба значения р? будут, конечно, `дей- 

ствительными и отрицательными. Формула значительно упрощается, 

если с3==С1 и 9'==5; однако, было бы поучительнее рассмотреть 

этот случай с самого начала. Пусть с ==с; == со == с. 
Диференциальные уравнения принимают вид 


Х+° {а-я Хх, Хь} =0, 
Же ау х,-х,} =, 


Хх -- Хз 
т ® 


(5) 


(7) 


между тем как из (4) Х. = — 
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Отсюда , 
т их) 0 


(8) 
(АЖ т (х,— Ху) =0. 


Все движение можно разделить на две части. Для первой из них 


Хх -НХ, =0, (9) 
для чего необходимо Х.,==0. Движение поэтому такое же, какое 
могло бы иметь место, если бы сообщение между $ и 5’ было пре- 
рвано, и имеет частоту, даваемую выражением 

ас атс 

№ = 45 == `4т2$ * (10) 

Плотность воздуха одинакова в обоих резервуарах. 

Для другой компоненты Х, —Х,==0, так что 
=; МИЯ с. (11) 

12$ 
Колебания, таким образом, противоположны по фазе. Отношение 
частот дается выражением №?| № —= (т-- 2)|т; это показывает, что 
второе колебание имеет более короткий период. В этом колебании 
‘соединительный канал действует до некоторой степени как второе 
отверстие для обоих сосудов и таким образом повышает частоту. 
Если канал сжат, то интервал высоты между двумя нотами мал. 

Частный случай общей формулы, заслуживающий быть отмечен- 
ным, мы получаем, полагая с, =0. Это ‚достигается устранением 
одного из сообщений с внешним воздухом. Мы получаем таким обра- 


зом 
1-6 с а4стс 
р-р (2-8) 940, (12) 
или, если $ —9', С, =6С, —=тс, 
А-а бе тие —0, (13) 
откуда 
№ ас ——_ 4 
аб {т 2-5 Им? --4}. (14) 


Если мы, далее, предположим, что т==1, или со =с:, то 
2 е 
№ = вс (3-55), 


и, таким образом, 


№ З+У5 
м — 9 — 2,618, 
м2 —2 618. 


МЗ 
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Мы видим, что интервал от №, до № одинаков с интервалом от 


№ до №. и равен У2.618 =1,618, т.е. несколько больше квинты. 
Можно видеть, что, каково бы ни было значение т, интервал между 
двумя тонами не может быть меньше 2,414,! что равно примерно 
одной октаве и малой терции. Соответствующее значение т равно 2. 

Аналогичный метод приложим к любой сколь угодно сложной 
комбинации резервуаров и соединительных каналов при единственном 
ограничении относительно размеров резервуаров и длин волн; только 
что приведенный пример достаточен, чтобы иллюстрировать теорию 
многократного резонанса. В уже упоминавшёмся моем мемуаре о .ре- 
зонансе подробно разбирается несколько примеров измерения высоты 
тона двойных резонаторов. 

311. Уравнения, которыми мы пользовались до сих пор, не учи- 
тывают ухода энергии из резонатора в пространство. Если бы пере- 
хода энергии между резонатором и внешней атмосферой действительно 
нё было, то движение было бы изолированным и имело бы небольшой 
практический интерес; тем не менее характеристику резонатора состав- 
ляют его колебания, являющиеся в значительной степени независимы- 
ми. Колебания, возбужденные 
однажды, будут продолжать- 
ся в течение значительного 
числа периодов без большой 
потери‘ энергии, и их частота 
почти совсем не будет зави- 
сеть от скорости диссипации. 
Скорость диссипации являет- 
ся, однако, важной чертой 

Фиг. 61. в характере резонатора, от 

которой существенно зависит 

при некоторых условиях его поведение. Следует иметь в виду, что 
рассеяние, или диссипация, о которой мы говорим, означает только 
уход энергии из сосуда и из пространства вблизи него и ее рассеяние 
в окружающей среде, но не преобразование механической энергии 
в теплоту. Такое преобразование наши уравнения не учитывают, 
если’ только не будут введены специальные члены с целью пред- 
ставить эффект вязкости, теплопроводности и теплового излучения. 

[Влияние теплопроводности было рассмотрено Колачеком 1). | 

‚ В предыдущей главе (5 278) мы видели, как выражается движе- 
ние по правую сторону безграничного фланца (фиг. 61) через нор- 
мальную скорость жидкости на диске А. Мы нашли, $ 278 (3), 


г (‘дре- 
= (9 -_ 48, 


где ф пропорционально ей. 


1) Ко!абек, ИДей. Апп., том ХИ, стр. 353, 1881. 
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Если г — расстояние между двумя точками диска, то Аг — малая 
величина и е-@” 1= 1 —\ Аг. 
Таким образом, 


= (| [2% —#| [# 4). (1} 


Первый член зависит от распределения потока. Если мы предположим, 
что дф|дп постоянно, мы получим в конечном счете член, представ- 
ляющий увеличение инерции, или поправку за длину, равную 8 |[3п. 
Мы его уже рассматривали, когда предполагали, что в А находится 
поршень. Второй член, от которого зависит диссипация, не зависит 


от распределения потока, являясь функцией только полного потока Х.. 
Ограничивая наше рассмотрение этим членом, мы можем написать 
Хх 
ФАО (2) 


Предполагая теперь, что Ф пропорционально ей", мы имеем для 
°той части изменения давления в А, от которой зависит диссипация, 
соотношение 

ртёХ ри? Х (3) 
жж а‘ 


др== — $, = — 010. = 


Соответствующая работа, совершенная при переносе количества 


пХ 
жидкости $Х, есть ^^ 8Х; а так как выражения для потенциальной и 


2`а 
кинетической энергии имеют, как в 5 804, вид 
1 2.2 1 22 
Ум $, ТГ=зре, (9) 
то уравнением движения будет вместо (3) $ 304 следующее: 
ас 
х- ре < ==0'). (5) 


При оценке с необходимо учесть инерцию жидкости с правой сто- 
роны от А, соответственно члену, опущенному в выражении др. 
Уравнение (5) имеет обычную для свободных колебаний систем 
с диссипацией и одной ‚степенью свободы ($ 45) форму. Амплитуда 
изменяется пропорционально г—"*# 42а, уменышаясь в отношении е:1 
по истечении времени, равного 4тпа/п?с. Если высота (определяе- 
мая п) задана, то, колебания обладают наибольшим постоянством 
В том случае, когда с наименьшее, т. е. когда горло максимально 
узко. 
—ые—- 


1) Уравнение (5) только приближенное, поскольку диссипативная сила 
‚ ВЫчисляется в предположении, что колебание незатухающее; это, однако, 
не может повести к существенной ошибке, если диссипация мала. 


13 Рэлей 
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Если $ задано, то после подстановки выражения. с ‘через $ и п 
мы получим 
Е (6) 
1% — 1п45 
— соотношение, показывающее, что при этих условиях продолжи- 
тельность движения с уменьшением п бьстро возрастает. 
_ В случае подобных резонаторов с — п71, и тогда | 
4та 1. 
пе п’ 
это показывает, что в данном случае по прошествии одного и того 
же числа периодов всегда имеет место одна и та же пропорциональ- 
ная потеря амплитуды. Этот результат можно получить методом 
размерностей, как следствие принципа динамического подобия. 

В качестве примера (5) я могу указать на случай шара с горлом, 
предназначенного для сжигания фосфора в кислороде, емкостью 
0,251 куб. фут. (7100 смз). Из опыта было найдено, что нота макси- 
мального резонанса давала 120 колебаний в’ секунду, так что п == 
—=120.2п. Полагая скорость звука & равной 1120 фут. (34 200 см) 
в секунду, мы находим из этих данных: 

4таз 1 
$ — 5 сек. 

Судя по звуку, который возникает, если ударить ло шару, я ду- 
маю, что эта оценка должна быть слишком низкой; впрочем, следует 
заметить, что отсутствие бесконечного фланца, принимавшегося 
в теории, должно очень существенно влиять на скорость диссипации. 

Мы исследуем теперь вынужденные колебания, обязанные источ- 
нику звука, внешнему по отношению к резонатору. Если давление др 
у.устья резонатора, создаваемое источником, т. е. вычисленное в пред- 
положении, что устье закрыто, есть Реа, то уравнение движения, 
соответствующее (5), но приложимое только к вынужденным колеба- 
ниям, имеет вид 


.. ма 2 
ЕХ- и ХЕ ра Х — Брой#аё, (7) 


Если Х = Хе 1+°), причем Ху — действительное, то 
к _ (: в) (Е 
р?а* Хх 5 с „) ° 
Максимальное изменение С ‘давления внутри резонатора связано с Ху 
уравнением 


2 
0—4 5%, —8 
так как Х.|$ есть максимальное сжатие. Таким образом, 
[2 25 \? Е35 \2 
вз= (1—“2 (=), (9) 


что согласуется с уравнением, полученным Гельмгольцем для случая, 
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когда сообщение с внешним воздухом осуществляется через простое 
отверстие ($ 306). Настоящая задача почти целиком является частным 
случаем той задачи, которая рассматривалась в $ 46; различие свя- 
зано с тем фактом, что коэфициент диссипации в (7) является функ- 
цией периода, а не абсолютно постоянной величиной. Если период, 
определяемый А, и 5$ заданы, то (9) показывает, что внутреннее из- 
менение давления С имеет максимум, когда с ==А?$, т. е. когда 
собственная нота резонатора (вычисленная без учета диссипации) одина- 
кова с нотой возбуждающего звука. Максимальное колебание, когда 
совпадение периодов идеально, изменяется обратно пропорционально 5; 
но, если 5 мало, то незначительного, неравенства периодов доста- 
точно, чтобы вызвать заметное падение интенсивности резонанса (5 49). 
При пользовании резонаторами невыгодно слишком сильно ‘понижать © 
и с; это связано, вероятно, с тем, что приспособления, необходимые 
для установления связи внутренности резонатора с ухом или с другим 
чувствительным аппаратом, влекут за собой отклонение от тех пред- 
положений, на которых основаны вычисления, отклонение, все более 
и более значительное по мере того, как уменьшаются размеры. Когда 
чувствительный аппарат не связан с внутренностью резонатора, как в опы- 
те с усилением звука камертона посредством резонатора, в рассмотре- 
ние входят другие элементы, и необходимо иное исследование (5 319). 

В силу принципа взаимности предыдущее рассуждение можно 
приложить и к вычислению действия источника звука, расположенного 
внутри резонатора. 

312. Мы переходим теперь к дальнейшему обсуждению задачи 
открытой трубы. Предположим, что открытый конец трубы снабжен 
бесконечным фланцем и что ее диаметр мал в сравненйи с длиной. 
волны рассматриваемого колебания. 

В качестве введения в вопрос мы предположим далее, что ‘устье 
трубы имеет легко подвижный поршень, лишенный толщины и массы. 
Предыдущие задачи, от которых настоящая отличается по существу 
очень мало, уже дали нам основание полагать, что наличие поршня не 
вызовет значительного изменения. Мы принимаем ($5 244), что внутри 
трубы потенциал скорости равен 


ф== (А соз Ах —- В зш Ах) ей", (1) 
причем, как обычно, А =21п |) =п[а. В устье, где х=0, 
фо == Дей"; ( 5). — АВе!":. (2) 
0 
Справа от поршня соотношение между Фу и ( ся ), согласно 5 302, 


имеет вид 


\ | м __ др {1— Л п} — 55 Е: (22Ю) 


—} (3) 
И 
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(® — радиус трубы). Отсюда можно получить решение проблемы без 
какого-либо ограничения относительно малости ЕЮ; но так как при- 
сутствие поршня не меняет существенно дела только тогда, когда 
КЮ мало, мы можем также воспользоваться преимуществом упроще- 
ния, полагая сразу, как в (1) $ 311, 


4. . 
им 
9х /о 


Но так как поршень не занимает места, значения (0%!0х}, должны 
быть одинаковы по обе его стороны; а так как у него нет и массы, 


то аналогичное должно быть справедливо и для значений | (оо. 


Таким образом, 
Ав Ев {— 9 


э 


ыы! 


А—в{— В. (5) 


Подставляя в (1), мы находим, отбросив мнимую часть и положив 
для краткости В =1, 


‘ 


ИЛИ 


ф— | эт Ех — м оз вх} с0$ И — 5 Е2Ю? с0$ Ах $т пЕ. — (6) 


} 

В этом выражении член, содержащий зш ий, зависит от диссипа- 
ции, и таков же, как если бы поршня ‘не было вовсе, между тем 
как член, содержащий 8^Р |3п, представляет эффект инерции внешнего 
воздуха в соседстве с устьем. Чтобы сравнить с полученным ранее 
результатом, возьмем @ таким, чтобы | 


8АЮ 


т АХ — = 60$ Вх = т А (х — 4); 
тогда, пренебрегая квадратами малых величин, имеем 
8Ю 
&— - (7) 
И 
Ф— т А (х — а) с0$ пё — 5 К?Ю? с0$ Ех тр. (8) 


Эти формулы показывают, что если оставить без учета диссипа- 
цию, то потенциал скорости оказывается таким, как будто труба 
удлинена на-8|3п радиуса, и открытый конец ведет себя тогда как 
пучность. Величина этой поправки согласуется с тем предположитель- 
ным результатом, какого, согласно предыдущему исследованию, мы 
могли бы ожидать от введения поршня. Мы видели, в чем причина 


того, что истинное значение & лежит между ут и 8Ю п и что 
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присутствие поршня не влияет на член, представляющий диссипацию. 
Но прежде чем обсуждать наши результаты, было бы целесообразно 
исследовать их заново несколько иным методом, который, будучи, 
кроме того, и несколько более общим, поможет пролить свет на 
механику всего. этого вопроса. 

313. Для этой цели удобно переместить начало координат в от- 
рицательном направлении на такое расстояние от устья, чтобы волны 
оказались там приблизительно плоскими, — смещение, которое согласно 
нашим предположениям не должно превосходить малой доли длины 
волны. Трудность вопроса со- 
слюит в нахождении связи меж- . 
ду волнами в трубё, которые | Р 
на достаточном расстоянии 
от устья являются плоскими, 
и расходящимися волнами 
вне ее, которые на достаточ- 
ном расстоянии можно тракто- Фиг. 62. 
вать как сферические. Если 
переход имеет место в пространстве, малом сравнительно с длиной 
волны, как это очевидно и должно быть, если диаметр достаточно 
мал, то задача допускает решение, какова бы ни была форма трубы 
в соседстве с устьем. 

В точке Р, расстояние которой от А не очень велико, потенциал 
‘скорости есть (5 279) 


А' 


ф — - е-“АГейи, (1 ) 


откуда 
0 Аеи-® 


и -Ь. (2) 


Рассмотрим поведение. массы воздуха, заключенной между плоским 
сечением в О и полусферической поверхностью, центр которой есть А и 
радиус г, причем г велико сравнительно с диаметром трубы, но мало 
сравнительно с длиной волны. В этом пространстве воздух должен 
двигаться приблизительно как несжимаемая жидкость. Но поток через 
полусферическую поверхность равен 


од = — 2тА' (1 -- {гей -в0 — — 21 А' ем, (3) 


если пренебречь квадратом Ки. 
Если, как прежде, мы положим для _ потенциала скоростн внутри 


трубы м 
ф =: (А с0$ Ах -—- В эт Ах) е*", (4) 


19 поток через сечение в О будет равен 
Г д: зле 89 Е 
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и, таким образом, 
СЕВ —= —2п/А'. (6 


Это — первое условие; второе должно быть найдено из того соображе- 
ния, что полный поток (два значения которого были только что рас- 
смотрены) пропорционален разности потенциалов на концах. Таким 
образом, обозначив через с проводимость канала между двумя -конеч- 
ными поверхностями, имеем 


6 (5%). —6(ф,— $), 


В А е— — Д. (7) 
с г 


ИЛИ 


Подставляя вместо А’ его значение из (6), мы имеем: 
1 е-йт 1-1 ГЕ 
— А—оРВ ( —- —— | —= бодр, 
В СГ Эк сев тир. 25 
В этом выражении вторым членом можно пренебречь по сравнению 
с первым, так как с есть по болыней части величина того же .по- 


рядка, что и радиус трубы, а если устье сильно сжато, то еще менвше. 
Таким образом, мы можем взять 


=#в( — =). (8) 


Подставляя это в (4), мы получим Комплексное выражение потенциала 
скорости внутри трубы — если положить В равным единице — в виде 


. 1 17. 
пьян кам 


или, если оставить только действительную часть, 
. сА 7:2 . 
ф=—= 1 за Ах — — со5 Ах р с0$ п? — = с0$ Ех $1 ПЕ. (9) 
[ 25 


Следуя Гельмгольцу, мы можем упростить наши результаты, вводя ве-, 
\ 
личину @, определяемую уравнением: 


ша". {10) 


Таким образом, 


_. ма (х — а) 


эль ! 
= ен 08 ий — "со $ и, (11) 


И соответствующий потенциал скорости вне устья 
__ СЁ р 
ф == — 5=-60$ (иЁ КТ). (12) 


`Если Ю радиус трубы, то мы можем заменить $ через пА?. 


313] ОТКРЫТЫЕ И ЗАКРЫТЫЕ ТРУБЫ 199 


Если труба представляег собой простой цилинлр и начало коор- 
динат лежит на расстоянии АГ от ее устья, то мы знаем, что 06-1 == 


1 
= АЕ -|- иЮ, где р — число, несколько большее тп. В таком случае 


(начало взято достаточно близко к устью) Ёа есть малая величина, 
и поэтому по (10) 


а= = АЕ -|- К. (13) 


В то же время со$ Ра можно принять за единицу. Главный член 
в ф, содержащий с0$ и, можно тогда вычислять так, словно труба 
удлинена, и в точке, расположенной на расстоянии &Ю дальше дей- 
ствительного положения устья, имеется пучность, — в согласии с най- 


‚денными нами ранее результатами. Эти результаты, приближенные 


для обычных труб, становятся точными, когда диаметр беспредельно 
уменьшается, — если трением возможно пренебречь. 

Если в А нет фланца, то значение с изменяется очень мало при 
удалении препятствия, но главный эффект сказывается на члене, пред- 
ставляющем диссипацию. Если мы ‘примем, в порядке приближения, 
что волны, расходящиеся от 24, сферические, то мы должны взять 
для потока’ 4пг? 0Ф|д’ вместо 217? 0%|дг. Конечным эффектом из- 
менения будет уменьшение наполовину значения потенциала скорости 
вне устья, равно как и' соответствующего. второго члена в $ (содер- 
жащего $1п п/). Можно видеть, таким образом, что величина дисси- 
пации существенно зависит от степени, с какою волны могут рас- 
ходиться, и наши аналитические выражения должны рассматриваться 
лишь как грубые оценки. 

Точная теория открытой органной трубы, включающая уравнения 
(11) и (12), была развита Гельмгольцем {), метод которого, однако, 
значительно отличается от принятого здесь. Старые решения задачи, 
данные Лагранжем, Д. Бернулли и Эйлером, были основаны на до- 
пущенних что у открытого конца давление не может отклоняться от 
давления окружающей атмосферы — принцип, который, пожалуй, и 
в настоящее время допустимо применять к идеально открытому концу. 
Тот факт, что во всех обычных случаях энергия теряется в про- 
странство, является доказательством того, что в трубе. нигде нет абсо- 
лютной пучности, и можно было бы ожидать, что эффектом инерции 
воздуха непосредственно (снаружи) устья будет увеличение длины. 
Положения узлов в звучащей трубе были изучены экспериментально 
Саваром 2) и Гопкинсом 3), получившими ряд результатов, что интер- 
вал между устьем и ближайшим узлом всегда меньше половины ин- 
тервала, 'разделяющего последовательные узлы. 


1) НернпВой2, СтеЦе, том 57, стр. 1, 1860. 

2) Зауаг, „ВесНегсНез зиг 1ез угаНопз 4е Раг“, Апп. 4, СЩт., 
том ХХУ, 1823. 

3) НорЮпз, „Аема! УЬгаНопз ш суНайнса! Без“ ‚ СатЬ2е Тгап$» 
асНоп$, том У, стр. 231; 1885, 
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[Поправка, необходимая для открытого конца, является источ- 
‹ ником отклонения от простого закона октав, который согласно эле- 
ментарной теории связывал бы ноты замкнутой и открытой труб 
одной и ТОЙ же длины. Пусть, например, в приложении к органной 
трубе аК обозначает поправку для верхнего конца, когда он открыт, 
и /[— длину трубы, включающую поправку на устье у нижнего 
конца. Полная. эффективная длина открытой трубы есть тогда /-- аЮ, 
между тем как эффективная длина трубы, когда она закрыта на верх- 
нем конце, равна просто /. Открытая труба практически длиннее, 
и интервал между нотами меньше, чем октава простой теории !). 

Быть может целесообразно указать, что поправка, предполагав- 
шаяся независимой от ‚длины волны, не должна нарушать гармони- 
ческих соотношений между парциальными тонами, независимо от 
того, будет ли труба открытой или закрытой. | 

314. Экспериментальные определения поправки для открытого 
конца' производились, вообще говоря, без фланца, и поэтому важно 
дать хотя бы грубую оценку его эффекта. Никакого теоретического 
решения задачи об открытом конце без фланца до сих пор дано не 
было, но легко видеть (55 79, 307), что удаление фланца понизит 
поправку значительно ниже значения 0 ‚82Ю (Добавление 1). Ввиду 
отсутствия теории я попытался определить эффект фланца экспери- 
ментальным путем 2). Органными мехами продувались две органные 
трубы, находившиеся приблизительно в унисоне друг с другом, чтобы | 
давать биения, которые можно было бы подсчитать; эффект фланца 
выводился из разности в частотах биений, полученных для случаев, 
когда одна из труб. была снабжена фланцем или когда фланца не 
было ни у одной из труб. Поправка на фланец составляла около 
0,2Ю. Повторение (вероятно, больше заслуживающее доверия) этого 
эксперимента Бозанкё дало 0,25Ю. Если мы вычтем 0,22Ю из 
0,82Ю, то получим, 0,6Ю, что можно рассматривать как вероят- 
ное приблизительное значение поправки для конца без фланца, 
в предположении, что длина волны велика в сравнении с диаметром 
трубы. 

Попытки определить поправку целиком из эксперимента до сих 
пор не привели к очень точным результатам. Измерения Вертгейма 3) 
над трубами, открытыми с обоих концов, дали в качестве среднего 
(для каждого конца) 0,663Ю, между тем как для труб, открытых 
только с одного конца, средний результат был 0,746Ю. В двух 
тщательных экспериментах Бозанке *) с трубами, открытыми с обоих 
концов, поправка для одного конца была 0,685 при А—=—12Ю 


1) Возапаце{, РАЙ. Мар., том УТ, стр. 63, 1878. 

2) РЕЦ. Мар. (5) Ш, 456, 1877. [Самые ранние эксперименты этого рода 
принадлежат Грипону (Ап. а, Сыт, 1, стр. 384, 1874), который показал, 
что т больших фланцев пропорционален диаметр трубы. | 

егтет, Аля. 4. Сыт. (3), том ХХХГ, стр. 394, 1851, 

) Возапанен Рай, Маз, (5), том ТУ, стр, 219, 1871. 
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и 0,543® при ^==30Ю. Бозанке принимает в качестве общего 
правила, что. поправка (выраженная в долях Ю) возрастает с увели- 
чением отношения диаметра к длине волны: часть этого возрастания 
может быть, однако, обязана взаимной реакции концов, что застав- 
ляет плоскость симметрии вести себя подобно твердой стенке. Когда 
труба не слишком длинна в сравнении с ее диаметром, то положе- 
ние вещей близко скорее к случаю присутствия, чем к случаю от- 
сутствия фланца. Сравнение теории и наблюдения в этом отношении 
несколько трудно, потому что, когда поправка мала, на ее значение, 
вычисленное из наблюдений, влияют неточности в абсолютной высоте 
и скорости звука; для случая же, когда она относительно велика 
(здесь с экспериментом удобнее иметь дело), не существует теории. 
Вероятно, более точное значение поправки можно былое бы получить 
с резонатором типа, рассмотренного в & 306, где соединение 
с внешним воздухом осуществляется с помощью простого отверстия; 
„длина“ в этом случае равна нулю и „поправка“ — это все. Неко- 
торые измерения этого рода, в которых, однако, не делалось попы- 
ток достигнуть большой точности, можно найти в моем мемуаре 
о резонансе 1). 

° [Тщательные экспериментальные определения поправки на откры- 
тый конец без фланца были проделаны Блэйкли 2), который применял 
вертикальную трубу из тонкой латуни в 2,08 дюйма (5,3 см) диа- 
метром. Нижняя часть трубы была погружена в воду, поверхность 
которой определяла „закрытый конец“; эксперимент заключался в из- 
менении степени погружения, пока не досжигался максимальный ре- 
зонанс с камертоном известной высоты. Если два наиболее коротких 
расстояния поверхности воды от открытого конца, найденные таким 
путем, были [и 4, то ([, — 1) представляет половину длины волны, 


И „поправка на открытый конец“ есть 5 (6 —4)—1. Следующие 


цифры представляют собой результаты, полученные Блэйкли и вы- 
раженные в долях радиуса. Они относятся к одной и той же трубе, 
отвечавшей на камертоны различной высоты. 


с... 253,68 0,565 
е' .. .317.46 0'595 
=... 380,81 0'564 
Бр’. . . 444.72 0'587 
с”... .507.45 0,568 


Средняя поправка составляет, таким образом, 0,576Ю.] 

Для определения высоты резонаторов экспериментальным путем 
применяли различные методы. Пожалуй, ‘наиболее часто резонаторы 
заставляли звучать по способу органных труб, продувая струю воз- 


1) РЫГ. Ткапх,, 1871, Сы, также Зоидхаусс, Рода, Апп., том 140, стр, 83, 919 
(1870) и некоторые мои замечания по этом ово (РН Мив. сент, 1879), 
1) Ва Нмеу, РАЙ. Мее, том УИ, стр, 339, 1875, 
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духа наискось поперек их устья. Хотя этим путем и были получены 
хорошие результаты, наше Незнание механизма действия потока воз- 
духа делает метод неудовлетворительным. В экспериментах Бозанке 
в трубах не возбуждалось вынужденное звучание, но поперек откры- 
того конца продували короткие прерывистые струи воздуха, причем 
высота оценивалась из свободных колебаний, когда звук замирал. 
Метод, которым’ я иногда с удобством пользовался; в принципе 
аналогичен и состоит в возбуждений свободных колебаний посред- 
ством удара. Чтобы получить возможно более течно определенную 
ноту, важно подобрать жесткость вещества, с которым приходит 
в соприкосновение резонатор, сообразно с высотой: наибольшая вы- 
сота требует мягкого удара: Так, высота, тона пробирки может быть 
определена в момент, когда ею ударяют о согнутое колено. Поль-. 
зуясь этим методом, мы не должны забывать, что собственную вы- 
соту колеблющегося тела изменяет член, зависящий от квадрата дис- 
сипации. В обозначениях $ 45 частота уменьшается от п до 


1 
п(1 — Ап?) или, если. х-——число колебаний, совершаемых за 
время, в течение которого амплитуда падает в отношении е:1, отп до 


1 
п (1 — 9) . 


Поправка, однако; ‘редка Васлуживает того, чтобы принимать ее 
во внимание. 

Измерения, приведенные в моем мемуаре © резонансе, были ос- 
нованы на ином принципе, именно; на оценке ноты максимального ре- 
зонанса. Ухо’ помещалось вблизи некоторой полости, и проигрывалась 
хроматическая гамма. Этим путем оказалось возможно при небольшой 
практике оценивать высоту хорошего, резонатора с точностью до ` 
четверти полутона. В случае небольших колб с длинными горлами, 
к которым предыдущий метод был бы неприложим, оказалось доста- 
точным просто держать колбы вблизи колеблющихся струн рояля. 
Резонансная нота давала сама знать о себе дрожанием,колбы, легко 
‚ ощущавшимся` пальцами. При. пользовании этим методом важно вы- 
работать способность без предубеждения подразделять интервал 
между двумя последовательными полутонами. Если теоретический ре- 
зультат уже известен, то почти невозможно прийти к независимому 
суждению путем эксперимента. 

` 315. Мы изучим теперь, следуя Гельмгольцу, более близко при- 
роду представляемого формулой (11) $ 313 движения внутри трубы. 

Мы имеем 


Ф—=[.с0$ (иЁ— 6), (1) 
где 
[2 т 2А (х — я) 243? арх о 
—— 609 ва -- ие 608 9х, (2) 


22с с0$ Ка с0$ 2х 


50 — — Зета) (3) 
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В выражении для [2 второй член очень мал, и поэтому мы очень 
близки к максимальным значениям ф, когда 


в(—а)=(— м >)". 
или | 
—Х—-Ш)——А—а, (4) 


где т — положительное целое число. 
Расстояние между последовательными максимумами, таким обра- 


зом, равно --\, и значение максимума есть 5ес? Аа. Минимальные зна- 


чения /.2 встречаются приблизительно там, где А (х — 4) == — тп или 
—Х = 5 т) — а, (5) 
а их величина дается выражением 
245? 24? 
[2 —= 45 С0$ № == д, С0$ Аа. (6) 
Аналогично 
9% 
9х == Ус0$ (7 — 7), (7) 
где 
2__ 26082 А (х —а) | 2602, . о 
18 =— С -|-- да. Ех, (8). 
223 с0$ а Зп Ах 
сова (9) 
Максимальные значения /2? имеют место, когда 
—х=у т —а, (10) 
а минимальные значения — когда 
1 1 
— = 5 А — ЧА— а. (11) 


. Приблизительная величина -максимума есть А? ес? ра, минимума — 
260? соз?Ка|4т?. Очевидно, что максимумы скорости находятся‘ в тех 
же местах трубы, где находятся минимумы сжатия (и разрежения), 
а минимумы скорости — в тех местах, где максимумы сжатия. Серии 
пучностей и узлов располагаются так, как если бы первый узел на- 
ходился на, расстоянии @ за устьем. 

Что касается фаз, то мы видим, что и.фи У вообще малы; по- 
этому за исключением мест, где [2 и /2 близки к минимуму, все 
движение синхронно, как при отсутствии диссипации. 

До сих пор мы рассматривали задачу о прохождении плоских 
волн вдоль трубы и их постепенной диффузии от устья незавйсимо 
от вопроса о происхождении самих плоских волн. Мы принимали 
только, что источник движения расположен где-либо вне трубы. 
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Будем теперь предполагать, что движение обязано известному коле- 


банию поршня, расположенного в х==—/ причем начало коорди- 
нат находится в устье. Таким образом, при х = —{ 
| 0 
д» — 0 60$ ИЁ; (12) 


/ 


н это выражение необходимо связать с выражением для плоских 
волн, обобщенным путем введения произвольных амплитуды 


и фазы. 
Мы можем положить 
д 
9х == ВУ с0$ (п! — — ), (13) 
где Л и имеют значения, данные в (8), (9), между тем как В из 
произвольны. Сравнивая (12) и (13), мы заключаем, что 


‚ __ #28 60$ Ка зш А 


ева, ("9 
со5?Ё ((-Ра Кс? х 
Ц? — В? ыы —- — па (15) 


— уравнения, которыми определяются В и =. 


В согласии с (12) $ 313, соответствующая расходящаяся волна 
представляется выражением 


ф—= к 08 — = — №. (16) 

Если С задано, то В имеет наибольшее значение, когда 

со$ А (/-- 2) =0, т. е. когда поршень расположен в приближенном 

узле. В этом случае 
2% 

В == зо совы © (17) 

— выражение, показывающее, что величина результирующего коле- 

бания очень велиьа, хотя и не бесконечна, так как с0$ Е& не может 

обращаться в нуль. Когда устье сильно сжато, с0$ #4 может сде- 

латься малым, но зв этом случае необходимо, чтобы согласие между 

периодами было очень точным, для того чтобы первым членом (15) 

можно было пренебречь по сравнению со вторым. В обычных трубах 
со$ а приблизительно равен еЯинице. 

Минимум колебания имеет место при { таком, чтобы с0$ А ({-|- а) = 

—=--1, т. е. когда поршень расположен в пучности. В этом случае 


В= 9905 *5. | (18) 


Колебание вне трубы тогда в зависимости от значения @ равно 
или меныме колебания, которое имело бы место ‹в отсутствии 
трубы, если бы колеблющаяся пластина была частью вид“ 
кости Уз, 
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316. Наши уравнения можно также приложить к исследованию 
лвижения, возбужденного в трубе внешними источниками звука. 
Предположим сначала, что устье трубы закрыто неподвижной плас- 
тиной, образующей часть плоскости уг, и что потенциал, обуслов- 
ленный внешними источниками (приблизительно постоянный на плас- 
тине), при этих условиях есть 


ф — Н/со$ ИЕ, (1) 


где ф складывается из потенциалов всех источников их зеркаль- 


ных изображений в плоскости уг, как объяснено в $ 278. Внутри 
трубы потенциал пусть равен 


ф = Нсо$ Ах с0$ П&, - (2) 


так что ф и его производная непрерывны на барьере. Физическый 
смысл всего этого прост. Представим себе внутри трубы движение, 
определяемое условием, что скорость в устье равна нулю и что 
сжатие в устье такое же, какое создают источники звука, когда 
устье закрыто. Очевидно, что при этих условиях пластину, закры- 
вающую устье, можно удалить, нисколько не изменяя движения. 


Однако в точке х=——[, вообще говоря, скорость конечна, и по- 
‚этому мы не можем предположить, что труба там закрыта. Но когда 
при х == —{ находится узел, т. е. когда [ таково, что [31 ЕЙ =0, 


то все условия удовлетворены и действительное движение вну- 
три трубы выражается уравнением (2)!). Это движение, очевидно, 
такое же, какое имело бы место, если бы труба была закры- 
та с обоих концов; во внешнем же пространстве потенциал 
такой же, как если бы устье трубы было закрыто твердой плас- 
тиной. 

В общем случае, чтобы привести воздух в точке х = —[ в со- 
стояние покоя, мы должны наложить на движение, представленное 
уравнением (2), другое — типа, исследованного в 5 313, определен- 
ное так, чтобы оно давало х— —{/ скорость, равную.и противо- 
положную скоростн первого. Таким образом, если второе движение 
определено выражением 

9 — В/соз (и! — #1), 


то мы имеем = -7==0 и 


а [052 Е (1-- в) 4? т Ш о р 
В а -- ра 90 #1) == Аз? #1. (3) 
Если зт А] —=0, мы имеем, как было объяснено выше, В —=0. Мак- 
симум В имеет место тогда, когда со$ А (1-- а) ==0 и тогда 


2=Н . 
В = 585 "). (4) 


1) [Ошибка, на которую указал д-р Бертон, здесь исправлена.] 
2) Не]тНноН27. СтеЦе, том 57, 1860, 
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Очевидно, — как этого и следовало ожидать, что резонанс наиболь- 
ший, когда приведенная длина представляет собой нечетное крат- 


1 
ное и А. 


у 


317. Положение, согласно которому инерция воздуха в соседстве 
с узлом не должна играть большой роли, позволяет нам видеть, что 
в таких местах форма трубы не имеет большого значения, а нужно 
учитывать только емкость. Это соображение позволяет нам вычислить 
высоту трубы, цилиндрической на большей части своей длины р, 
но вблизи закрытого конца расширяющейся в шар небольшой ем- 
кости 5. 


Приведенная длина тогда, очевидне, равна 


[4 а-- 50-1, (1) 


где а`— поправка на открытый конец, а с — площадь `попереч- 
ного сечения цилиндрической части. Эта формула часто оказывается 
полезной, и ее можно применять и тогда, когда отклонение 
от цилиндрической формы не имеет характера расширения. 

Когда расширение, представляемое 5$, слишком велико, чтобы 
сделать возможной предыдущую трактовку, мы можем поступать 
следующим образом. Если пренебречь диссипацией, то потенциал 
скорости в трубе можно считать равным. 


ф— т А (х — а) с0$ пр, 


причем начало координат находится в устье, между тем как при- 


ближенно @.=—= т пА. В точке х —=—{ мы имеем 
ф==изшА (1-Р а) эт ий 
и 
09 — рсозй (/-|- а) с0$ и. 
дх 
Но сжатие дается выражением $ = —а`?ф, и условие, которое 
должно быть удовлетворено у х = —[, следующее: 
90$ 0э 
5 = б 5х , (2) 


если предположить, что сжатие внутри $ в основном одинаково. 
Таким образом, 


$п2а-2 зт А (1-- 9) =сАс0$ (1-- @), 
или, так как п ==аА, 


ве = (3) 


—щ уравнение, определяющее высоту. Численные примеры приложе- 
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ния уравнения (3) даны в моем мемуаре о резонансе (РЁЙ. Тгаиз., 
1871, стр. 117). | 

Аналогичное рассуждение доказывает, что в любом таком случае 
стоячих колебаний, когда длина волны в несколько раз больше диа- 
метра широкой части, конец трубы, примыкающий к расширению, 
ведет себя приблизительно как открытый конец, если А$ значитель- 
но больше с, и как закрытый конец, если А$ значительно 
меньше б. 

318. Вопрос о действии резонатора пд влиянием источника звука 
в унисоне с резонатором — вопрос значительной тонкости и 
важности, по поводу которого среди авторов работ по ‘акустике, 
не исключая и автора данной книги, возникало много неяс- 
ностей. 

В некоторых случаях резонатор поглощает звук, как бы при- 
тягивая к себе колебания и, таким образом, отвлекая их из обла- 
стей, где они иначе должны были бы чувствоваться. Предположим, 
например, что имеется простой источник звука В, помещенный в узкой 


1 
трубе на расстоянии 4 (или каком-либо нечетном кратном этой 


величины) от закрытого конца и не слишком близко от устья, тогда 
во всякой удаленной внешней точке А его эффект равен нулю. 
Это — непосредственное следствие принципа взаимности, потому что, 
если бы А было источником, то в В изменения потенциала не про- 
исходило бы. Ограничение, предупреждающее излишне’ большую 
близость к устью, можно отбросить, если мы предположим, что 
источник В, вместо того чтобы быть сконцентрированным в одной 
точке, равномерно распределен по НЦоперечному сечению. Тогда, 
каковы бы ни были размеры и форма отверстия, по другую сторону 
не будет абсолютно никакого возмущения. Это ясно из ‘теории коле- 
баний в одном измерении: обратное предположение, именно, что 
какие бы источники возмущения ни существовали за сечением, 


\ $4 ==0 — можно доказать с помощью формулы Гельмгольца (2) 


$ 298, если взять в качестве ф потенциал скорости чисто аксиаль- 


ного колебания того же периода. 

Едва ли нужно говорить о том, что всякий раз, когда излучение 
энергии отсутствует, источник не совершает работы; для этого ‘не 
требуется, чтобы у источника не было изменения давления, так как 
в случае простого источника это невозможно, но нужно, чтобы 
переменная часть давления обладала в точности фазой ускорения 


‚И не имела бы компоненты с фазой скорости. 


Другие примеры поглощения звука резонаторами даются некото- 
рыми видоизменениями интерференционной трубы Гершеля !), при- 
менявшейся Квинке, чтобы помешать тонам определенной высоты 
достигнуть уха. 


1) РВИ. Маг., том Ш, стр. 405, 1833. 


208 ТЕОРИЯ РЕЗОНАТОРОВ [гл. ХУ! 


В комбинациях труб, представленных на фиг. 63, звук свободно 
входит в 4; в В он оказывается у устья резонатора, высота кото- 
рого совпадает с его собственной. При этих условиях он погло- 
щается, и вдоль ВД не распространяется никакого колебания. Цилин- 
дрическую трубу ВС можно, очевидно, заменить любым другим 
резонатором той же высоты (71), не нарушая действия аппарата. 
‚ Обычное объяснение при помощи (так называемой) интерференции 
прямой и отраженных волн тогда менее применимо. 

Случаи, когда источник находится в устье резонатора, не нужно 
смешивать с случаями, когда источник находится внутри Если В — 
источник на дне закрытой трубы, приведенная длина которой равна 


т), то интенсивность в наружной точке А может быть значительно 


ни 


(а) 


Фиг. 63. 


больше, чем в отсутствии трубы. Действительно, потенциал в А, 
обязанный источнику в В, такой же, какой имел бы место в В при 
наличии источника в А. 

319. Для более близкого исследования механизма резонанса мы. 
придадим задаче форму, свободную от трудностей, не являющихся 
неизбежными, предположив, что резонатор состоит из неболыной 
круглой пластинки на пружине, вставленной в бесконечную твердую 
плоскость. В предыдущей главе было доказано: (30) 5 302, что если 
М — масса пластинки, &—ее смещение, 42 — восстанавливающаяся сила, 
Ю — радиус пластинки и 6 — плотность воздуха, то уравнение коле- 
бания имеет вид 


(м Е ЕЕ =, (1) 


где Ри & пропорциональны ей, 
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Если собственный период колебания (включая реакцию внешнего 
воздуха) совпадает с наложенным периодом, то уравнение приводится 
к следующему: 


5. аотА? В4ё = Е. (2) 


Предположим теперь, что РГ обусловлено внешним источником 
звука, дающим, когда пластинка находится в покое, потенциал Фу, 
приблизительно постоянный на площади пластинки. Таким образом, 


Е = — др.пЮ? — {Рас-пЮ?-Фу, (3) 
так что 


п = Х=2и-1, =ЙФ,, (4) 


и потенциал Ф, обязанный движению пластинки, на ‘расстоянии г 
равен 

Хей Ное-2# ег 5 

ор ВоР 90 р (5) 


т. е., как легко видеть, независим от площади пластинки. Оставляя 
пока,в стороне случай идеального изохронизма, предположим, что 


8 ЮЗ 


— (м- . таро, (6) 


так что 21|’ есть длина волны собственной ноты резонатора. Если 


8 
вместо М-- 3-0? написать МГ, то уравнение, соответствующее (5), 
принимает форму 


== Фо 


ег 
вх» (7) 
иг (1—2 Е ) 


по 4 


из которой мы можем заключить, как и прежде, что если А' =А, 
то эффективность резонатора как источника не зависит от Ю. Если 
совпадение не является идеальным, закон спадания зависит от ЛГЮ-*. 
Таким образом, если /М’ велико, а А мало, то, чтобы приблизиться 
к максимуму (5 49), требуется большая точность настройки, хотя 
максимальная эффективность резонатора здесь и не меньше. В случае 


16 
резонаторов с простыми отверстиями М — з сЮз, так что Л’Ю- 


изменяется пропорционально Ю-!. Следовательно, для резонаторов 
< малыми отверстиями требуется ббльшая точность настройки, но 
разница незначительна. Из сравнения настоящего исследования с рас- 
суждением 6 311 следует, что условия действия различны в зависи- 
‘мости от того, рассматривается ли внутренний или внешний эффект. 

Мы возвратимся теперь к случаю изохронизма и предположим 
далее, что внешний источник звука, на который отвечает резонатор 2, 
образуется движением подобной ему пластинки В, расстояние кото- 
рой ‘с от А есть величина, большая сравнительно с размерами пла- 


14 Рзлей 
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стинки. Интенсивность источника В можно положить такой, чтобы 


его потенциал был равен 
| $ е-{7 
г . (8) 


| 


Следовательно, Ф, = с-1е-, и поэтому, в силу (5), 
е-йг  е-йс в-йг 


№ РР (9) 


— Уравнение, показывающее при одинаковом расстоянии от источ- 
НИКОВ 


-6 
| 
-> 
> 
х 
<“ 
| 


ф е—Ё#с 

$ Ш‘ 

Чтобы представить себе, каково соотношение между фазами, 
предположим, что индуцированное колебание ф распространяется от 


(10) 


1 
В по пути А и подвержено дополнительному запаздыванию на 4 А, 


так что общее запаздывание между Ви А равно с-|- 4. Что ка- 


сается амплитуды, то ф больше Фф в отногиении` 1: с. 

Таким обвазом, когда Ас мало, индуцированное колебание зЯачи- 
тельно больше и полный звук значительно громче, чем если бы 
действие А не имело места. В этом случае фаза запаздывает на 
четверть периода. | 

Важно получить ясное представление о причине этого усиления 
звука. В предыдущей главе ($ 280) мы видели, что если А фикси- 
ровано, В излучает значительно меньше, чем этого можно было бы 
ожидать на основании развитого давления. Объяснение этого заклю- 
чалось в том, что фаза давления была неблагоприятной; большая 
часть его концентрируется только на преодолении инерции окру- 
жающего воздуха и неэффективна в смысле совершения работы. Но 
давление, которое приводит А в движение, есть полное давление, 
а не только та несущественная его часть, которая сама совершала 
бы работу. Движение А определяется условием, что та компонента 
полного давления на А, которая имеет фазу скорости, должна быть 
равна нулю. Но большая часть давления, которое обусловлено движе- 
нием А, имеет фазу ускорения, и поэтому предписанное условие 
требует равенства малой компоненты давления, обусловленного дви- 
жением 4, некоторой величине, сравнимой с большой компонентой 
давления, обусловленного движением В. Результатом является то, 
что Д становится значительно более мощным источником, чем В. 
Поршень А, конечно, не совершает никакой работы; его эффект 
состоит в увеличении работы, совершаемой в В, путем изменения 
соотношения между фазами давления и скорости, которое иначе было 
бы неблагоприятным. 

Бесконечная плоскость в предыдущем рассуждении требуется 
только для того, чтобы мы могли найти за ней место для нашего 
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механизма `пружин. Если мы удовольствуемся еще более идеализиро- 
ванными источниками и резонаторами, то мы можем от нее отказаться. 
Каждый поршень следует дополнить дублетом, колеблющимся анало- 
гичным образом, но в противоположном направлении; эффектом 
этого будет обращение в нуль на плоскости АВ нормальной 
скорости жидкости. При этих условиях плоскость не будет оказы- 
вать никакого влияния, и ее можно удалить. Если размеры пласти- 
нок беспредельно уменьшать, то они становятся в конце концов 
эквивалентными простым источникам жидкости: мы заключаем отсюда, 
что простой источник В становится более эффективным, чем раньше, 
в отношении 1:Ас, если на небольшом расстоянии с от него дейст- 
вует простой резонатор (как его можно назвать) той же высоты, 
т. е. источник, в котором инерция непосредственно окружающей 
жидкости компенсируется при помощи соответствующих приспособ- 
лений и который приводится в движение только внешними причинами. 

Нри настоящем состоянии наших сведений в области механики 
колеблющихся жидкостей, когда дедуктивные трудности по большей, 
части еще предстоит преодолеть, всякое упрощение условий, которое/ 
позволяет продвинуться вперед, не нарушая целиком практического 
характера вопроса, может оказаться шагом большой важности. Таким 
было, например, введение Гельмгольцем представления об источнике, 
сконцентрированном в одной точке, который аналитически представ- 
ляется нарушением в этой точке уравнения непрерывности. Возможно, 
что аналогичным образом и представление о простом резонаторе 
также окажется полезным, хотя построить его было бы, так сказать, 
еще более невозможно, чем простой источник. 

320. Мы видели, что помещение вблизи простого источника резо- 
натора, настроенного соответствующим образом, вызывает значитель- 
ное усиление звука. То же самое имеет место в еще большей сте- 
пени, когда источник звука сложный. Потенциал, обусловленный 
двойным источником (5$ 294, 324), есть 


пре (1; ( 


Если резонатор находится на небольшом расстоянии с, то 
ф ес 
о — Мо тэ › 


И поэтому потенциал от резонатора, расположенного на расстоянии Г’ 
есть 
е-#с ем е—#с ‘ег 
фо ^ ег = №0 Я "р (7) 


Если и, обращается в нуль, то резонатор не дает никакого 
эффекта, но если мо, =-Е1, Т. е. если резонатор расположен на 
эси двойного источника, мы имеем 

_ ее ет 
— т вар (3) 
4+ 
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На некотором расстоянии от двойного источника вызываемый им 


потенциал равен 
__ ее 
ф=и——- (4) 


Таким образом, мы можем считать, что потенциал, вызываемый 
резонатором, `если пренебречь угловым изменением, болыше потен- 
циала двойного источника в отношении 2?с?:1. 

Колеблющаяся твердая сфера сообщает окружающему возлуху 
движение того же рода, что и двойной источник, расположенный 
3 ее центре; но замена, подсказываемая этим фактом, допустима 
только тогда, когда радиус сферы мал сравнительно с с; другими 
словами, присутствие сферы изменяет действие резонатора. Тем не 
менее, предыдущее исследование показывает, насколько мощно `дей- 
<твие резонатора, когда он помещен в соответствующем, положении 
вблизи сложного источника звука, характер которого таков, что он 
сам по себе давал бы на некотором расстоянии лишь очень малый эффект. 

Одним из лучших примеров этого применения резонатора яв- 
‘ляется колеблющийся стеклянный или металлический стержень, 
закрепленный своими узловыми точками. Стеклянная полоска около 
фута [30 см] длиной, шириною в 1 дюйм [2,5 см| и средней тол- 


1 
чщины | скажем; -- дюйма, [0,32 см] }, поддерживаемая на расстоянии 


около 3 дюймов [7,6 см] от концов обвитой' вокруг нее пружиной, 
хорошо отвечает назначению. Если ударить по ней молотком, то 
она дает очень мало звука, если не считать обертонов; но даже от 
них можно почти совсем освободиться, выбирая молоток подходящей 
мягкости. Эта недостаточность звука является следствием малых 
размеров стержня сравнительно с длиной волны, что позволяет воз- 
‘духу легко переходить с одной стороны на другую. Если поместить 
теперь над одним из свободных концов стержня устье резонатора 
соответствующей высоты !), то при правильном ударе можно по- 
лучить звук значительной силы и чистоты. Этим путем можно 
‘построить усовершенсТвованную фисгармонию с тонами много ниже 
тех, которые были бы осуществимы без резонаторов. В обычном 
инструменте длины волн достаточно коротки для того, чтобы позво- 
лить стержню сообщать колебания непосредственно воздуху. 
Усиление звука звонка в хорошо известном опыте, принадлежа- 
‘шем Савару?), является примером действия этого, же рода; но, по- 
жалуй, наиболее поразительным примером является устройство, при- 
нятое Гельмгольцем в. его опытах, требовавших чистых тонов, кото- 


’; 1 Для достижения наилучшего эффекта устье резонатора следует 
„воместить довольно близко ‘к стержню; тогда высота определенно ниже, 
чем это было бы в открытом пространстве. Окончательную установку 
можно осуществить, меняя величину препятствия. Это применение резона- 
хоров известно с глубокой древности. 

2) Зауаг!, Апп.. 4. Сшт., том ХМУ, 1823. 
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рые и получились от камертонов, расположенных над устьем резона- 
торов. 

321. Если два простых резонатора А, и А., находящиеся каждый 
в отдельности в унисоне с источником, помещают рядом друг с 
другом, эффект меньше, чем в случае, когда имеется только один 
резонатор. Если потенциалы от А, и 4, соответственно равны Фа 
и Ф., то мы можем положить 

—Р Го 


е— "1 ле 
9—4 —— —_ ‚ 9. =А, и“ 


Пусть Ю представляет расстояние А, А,, а Ф, иф, — потенциалы, 
которые существовали бы в А; и А,, если бы не было резонаторов: 
тогда условия для определения А; и А,, в силу (5) $ 319, следу- 
ющие: 


А . 
фр = АА, , 


А (1) 
ф-- В. =-НАА,. 
Согласно гипотезе, Ф, и Ф, приблизительно равны, и поэтому 
Ю 
А, = А. —- 1 ВЮ ф . (2) 


Так как {АЮ мало, то эффект много меньше, чем только с одним 
резонатором. Следует впрочем заметить, что уменьшенная эффектив- 
ность связана с тем, что резонаторы расстраивают друг друга, и 
если компенсировать эту тенденцию изменением пружины, то любое 
число резонаторов, помещенных рядом, даст в точности тот же эф- 
фект, что и один резонатор. Этот момент иллюстрируется 5 302, 
где можно видеть (32), что хотя резонанс и не зависит от разме- 
ров пластины, от них зависит инерция воздуха, которая должна быть 
компенсирована пружиной. 

322. Здесь было бы уместно сказать несколько слов о возражении, 
выставленном Безанке ‚!) и, казалось бы, обесценивающем обычные 
вычисления высоты резонатора и поправки на длину органных труб. 
Когда жидкость протекает постоянным потоком через отверстие в 
тонкой пластине, то характер движения со стороны, где давление 
низкое, совершенно иной, чем это было найдено в $ 306. Жидкость, 
вместо того чтобы, пройдя через отверстие, растекаться по поверх- 
ности пластины, образует приблизительно цилиндрическую струю, 
форму которой для двумерного случая можно вычислить?) п фор- 
муле, данной Кирхгоффом. Со стороны высокого давления Движение 
Не отклоняется так значительно от определяемого электрическим за- 


коном. Равным образом жидкость, выходящая наружу из трубы, про- 
—ы 


1) Возапаиеь Рйй. Маг., том ТУ, стр. 125, 1877. 
2) Рай. Маг., том П, стр. 441, 1876. 
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полжает двигаться цилиндрическим потоком. Если внешнее давление 
больше, то характер движения иной. В этом случае линии тока 
сходятся со всех сторон к устью трубы, собираясь затем в парал- 
ялельный пучок, сечение которого значительно меньше сечения трубы. 
Ясно, что если бы образование струй имело место в значительной 
«тепени и' при прохождении воздуха через устья резонаторов, то 
наши вычисления высоты нужно было бы значительно видоизменить. 

Исследование точных условий, при которых образуются струи, 
является предметом большой трудности. Можно было бы даже сом- 
неваться в том, происходит ли образование струй вообще в жидко- 
сти без трения, движущейся с настолько малыми скоростями, что 
соответствующие давления, которые пропорциональны квадратам ско- 
ростей, незначительны. Но для воздуха, движущегося под действием 
‚давлений, имеющихся в резонаторах, с которым нам и приходится 
иметь дело, нужно принять, что струи иногда могут встречаться. 
Около двух лет назад, производя опыты с одним из латунных ре- 
‚зонаторов Кенига высоты с’, я заметил, что, когда соответствующий 
камертон, сильно возбужденный, располагался около устья, из сопла 
на противоположной стороне выходила струя воздуха значительной 
силы. Эта струя способна усилиться до такой степени, что может 
‚задуть свечу, на пламя которой она направлена. Эффект этот не 
связан с каким-нибудь особым движением воздуха около ножек ка- 
мертона; это можно показать, установив камертон на резонансный 
‘ящик и обратив открытый конец ящика к устью резонатора; полу- 
чаемый эффект лишь немного меньший по интенсивности. Аналогич- 
чый результат был получен с камертоном и резонатором, настроен- 
ными октавой ниже (с). Более близкое исследование обнаружило тот 
факт, что на краях сопла поток, текущий наружу, заменяется потоком 
‘в противоположном направлении, так что язык пламени расположен- 
ной подходящим образом свечи представлялся входящим в сопло, 
между тем как другая свеча, расположенная непосредственно впереди, 
задувалась. Эти два эффекта в действительности чередуются и только 
кажутся одновременными вследствие неспособности глаза уследить 
за столь быстрыми изменениями. Образование струй должно вызы- 
вать серьезную потерю энергии движения. Чтобы получить сильный 
звук от резонатора этой формы, необходимо поэтому каждый раз, 
когда к нему подносится соответствующий камертон, закрывать сопло. 

В то же время не представляется вероятным, чтобы образование 
<труй в сколько-нибудь заметной степени имело место у устьев обычно 
употребляемых резонаторов. Почти достаточным доказательством 
этого Является близкое согласие между наблюденной и вычисленной 
высотой. Другой аргумент, приводящий к тому же самому заклю- 
чению, можно извлечь из факта стойкости собственных колебаний 
резонаторов ($ 311), прололжительность которых, казалось бы, ис- 
ключает всякую значительную причину диссипации, сверх передачи 
движения окружающему воздуху, 
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В случае органных труб, в которых колебания очень мощны, 
все эти доводы не так неоспоримы, но я не вижу оснований пола- 
гать, что движение у верхнего открытого конца сильно отличается 
от того, которое принимает в своих вычислениях Гельмгольц. Ни- 
какого противоположного заключения, я думаю, вывести из явлений 
стационарного движения с уверенностью нельзя. В противоположном 
крайнем случае — случае импульсивного движения — струи, конечно, 
не могут образовываться, как это следует из принципа наименьшей 
энергии Томсона ($ 79), и неясно, с каким из этих крайних случаев 
наиболее справедливо было бы сравнить периодическое движение. 
Наблюдения по методу перемежающегося освещения (5 42) могут 
впрочем пролить дальнейший свет на этот вопрос. 

3224. Как уже было упомянуто, свободные колебания массы 
воздуха, заключенной в резонаторе, могут быть возбуждены соот- 
ветствующим ударом по последнему. Газ вначале не принимает уча- 
стия в движении, сообщенном стенкам, и полученное таким образом 
относительное движение является источником свободных колебаний 
типа, рассмотренного в предыдущих разделах. Когда вынимают проб- 
ки из частично наполненных бутылок или когда резко снимают 
крышки круглых картонных пеналов, свободные колебания резони- 
рующих столбов воздуха возбуждаются именно этим путем. 

Если колебания необходимо поддерживать для того, чтобы обес- 
печить непрерывное испускание звука, то колеблющееся тело должно 
быть соединено с источником энергии (5 68а); при этом Ззаимодей- 
ствие между источником и телом должно быть таким, чтобы имело 
место правильное соотношение фаз. Вопрос о том, что именно яв- 
ляется источником звука — источник энергии или резонатор, — не имеет 
особенного значения, и на него можно ответить по-разному, в зави- 
симости от точки зрения в данный момент. В органе источником 
звука является скорее труба, нежели сжатый воздух внутри мехов 
или даже струя воздуха, но когда звучание подобной трубы полд- 
держивается пламенем, то преимущественная роль в их соединенном 
эффекте обычно отдается последнему. 

До настоящего момента истолкование незатухающих (поддержи- 
ваемых) колебаний довольно просто, но для полной теории в ка- 
ком-либо’ частном случае требуется такое исследование взаимодействия, 
которое определит соотношение между фазами. От этого зависит 
вопрос о том, будет ли взаимодействие благоприятным или неблаго- 
приятным для продолжения колебаний, определить же это часто 
очень трудно. " 

Прежде чем перейти к обсуждению действия дутья, целесообразно 
остановиться несколько подробнее на свойствах органной трубы, рас- 
сматриваемой просто как резонатор. Мы видели ($ 314), как следует 
учитывать верхний открытый конец, но согласно правилу Кавайе-Кол- 
ля полная поправка, которую нужно прибавить к измеренной длине 
открытой трубы, чтобы получить приблизительное согласне с простой 
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формулой (8) $ 255, достигает величины з- Ю, что значительно 


больше поправки 1,2Ю, необходимой для простой трубы кругового 
сечения, открытой с обоих концов. Это расхождение иногда припи- 
сывается дутью. Следует, однако, вспомнить, что нижний конец 
открыт значительно меньше чем верхний, и что если бы для пос- 
леднего требовалась заметная поправка за счет того, что он недоста- 
точно открыт, то, вероятно, значительно большая поправка была 
бы нужна для первого. Наблюдения автора !) показали, что это дей- 
ствительно так. Труба с выдвижным коленом настраивалась в макси- 
мальный резонанс с данным (256) камертоном, как в эксперименте 
Блэйкли ($ 314). Через нее затем продували воздух хорошо отре- 
гулированными мехами с измеренным давлением; высота полученных 
этим путем звуков сопоставлялась по методу биений (5 30) с высотой 
камертона. Результаты показали, что высота трубы, приведенной в 
звучание потоком воздуха при практически доступных давлениях, 
была выше, чем ее собственная нота максимального резонанса, так 
что значительную поправку к длине, найденную Кавайе-Коллем, 
нельзя приписать дутью, а следует отнести за счет того, что нижний 
конец — сжатый — в элементарной теории трактуется как открытый. 
Чтобы оценить собственную ноту, потребовалась бы еще большая 
„поправка к длине“ 

Увеличение высоты за счет дутья возрастает вместе с давлением. 
Так, в рассмотренном выше случае труба при давлении в 1,06 дюй- 
мов (2,7 см) водяного столба давала ноту приблизительно на 2 
колебания в секунду выше ноты камертона, но когда давление дутья 
возрастало до 4,2 дюймов (10,7 см), избыток был около 11 коле- 
баний в секунду. Когда’ давление увеличивалось еще больше [оуег- 
Ь1о\112], труба давала октаву своего собственного тона, что, несом- 
ненно, соответствует другому виду колебания воздушного столба. 

Остается рассмотреть поддерживающее колебание действие дутья. 
Колебания столба воздуха можно усилить, либо вводя в том месте, 
где изменяется плотность, в момент сжатия (или же удаляя в момент 
разрежения} жидкость, либо сообщая соответствующее ускорение 
частям столба воздуха, расположенным около пучности. Так как 
дутье органа действует у открытого конца трубы, то ясно, Что здесь 
мы имеем дело со второй альтернативой. Ветровой слой, направлен- 
ный поперек края трубы, легко отклоняется. Когда во время коле- 
бания внешний воздух стремится войти в трубу, он увлекает с 
собой струю более или менее полностью. На полпериода позднее, 
когда собственный поток направлен наружу, струя отклоняется в 
соответствующем направлении. В каждом из случаев струя усиливает 
преобладающее движение и делает, таким образом, возможным под- 
держание колебаний. 


% РЕН. Маг, Ш, стр.-462, 1877; ХПИ, стр. 340, 1882. 
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Для хорошего звучания необходимо, чтобы струя воздуха была 
отрегулирована очень точно. Однако, Шнеебели 1!) показал, что если 
колебание уже однажды возникло, свободы оказывается больше. 
В одной экспериментальной установке струя была отрегулирована 
так, что она проходила целиком вне трубы. При. этих условиях 
звучание было несовершенным, пока с помощью не очень сильного 
дутья, направленного на нее снаружи, струя не нрогибалась внутрь. 
трубы до нужного положения. Труба тогда начинала звучать и. про- 
должала действовать, пока давлением в обратном направлении струя 
не отклонялась назад. Движение струи можно было сделать видимым 
< помощью дыма или кусочка папиросной бумаги, удерживавшегося 
так, чтобы он колебался вместе с ней. Как Шнеебели, так и Смит?) 
настаивают на аналогии струи с язычком язычковой органной трубы, 
однако, механизм действия в этих двух случаях, повидимому, суще- 
ственно различен. 

Изложенная нами точка зрения, принятая Гельмгольцем в четвер-. 
том издании его большого труда, повидимому, позволяет дать удовле- 
творительное общее объяснение поддержания непрерывных коле- 
баний; однако, объяснение это нельзя считать полным. В вопросах. 
этого рода практика обычно опережает теорию, и многие поколения, 
практиков довели органную трубу до высокой степени совершенства. 

Другая точка зрения, которая была благоприятно встречена мно- 
гими авторитетами, сводится к тому, что трубе приписывается роль. 
приспособления, усиливающего своим собственным резонансом звук, 
первоначально возникший благодаря трению струи об ее край; по- 
видимому, возникновение звука таким путем, также не допускает 
сомнений 3). Возможно, что между этими двумя точками зрения в 
конце концов меньше различия, чем это могло бы показаться вначале, 

и вторая может оказаться особенно удобной, если речь идет скорее 

о возникновении звука, нежели собственно о его поддержании. Де- 
тальное обсуждение вопроса можно найти в работе ван-Шайка *). 
Чтобы получить более полное объяснение, мы должны, вероятно, 
подождать, когда лучше будет известна механика струи. 
’ 3226. Харакфер звука, издаваемого трубой, зависит от того, 
имеются ли в нем различные обертоны — вопрос, требующий даль- 
Нейшего рассмотрения. Когда система колеблется свободно, обертоны 
могут быть гармоническими или негармоническими, в зависимости от 
ее природы, и состав звука зависит от начальных условий. Но в 
‘случае незатухающего (поддерживаемого) колебания, которое мы сей- 
Час изучаем, движение строго периодическое, и обертоны, если оны. 
о 
’ 1) ЗерпееБен, Роро. Апп., том 153, стр, 301, 1874. 

2) тии, Мавиге, 1873, 1874, 1875. 

3) См., например, Ме!де, Авиз Е, стр. 252; Зоп@Ваизз, Роре. Аля... 


ХС, стр. 126, 1854. 


101 Уап севайк, Оебег Ше Топеггевийяя 41 Гацаруег}еп, Роттердам, 
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вообще имеются, должны быть гармоническими. Частота всего коле- 
Фбания будет приблизительно соответствовать собственной наиболее 
низкой частоте трубы !), но совпадение между высотой слышимого 
юбертона и обертона какого-либо свободного колебания может 
быть значительно менее близким. Интенсивность всякого обертона 
зависит, таким образом, от двух вещей: во-первых, от того, в какой 
<тепени поддерживающие силы обладают компонентой правильного 
типа, и, во-вторых, от степени близости между обертоном и 
жаким-либо собственным тоном колеблющегося тела. В органных 
трубах резкий верхний край и сравнительно небольшая толщина 
струи воздуха благоприятствуют образованию обертонов; благодаря 
этому Гельмгольцу удалось в узких открытых трубах отчетливо слы- 
знать первые шесть парциальных тонов. Напротив, в широких откры- 
тых трубах совпадение между обертонами и собственными тонами 
‘менее близкое. Благодаря этому трубы данного класса, особенно де- 
февянные, дают звук более мягкого характера, в котором кроме ос- 
новного тона можно обнаружить только октаву и дуодециму 2). 
Когда около склянки или сферического резонатора продувают 
воздух, как в случае органной трубы, то благодаря отсутствию со- 
седних с гармониками собственных тонов возникающий звук почти 
свободен от обертонов. 
°322с. Когда две органные трубы одинаковой высоты стоят рядом 
друг с другом, то возникают осложнения, которые на практике не- 
редко причиняют затруднение. В исключительных случаях трубы мо- 
гут почти что заставить замолчать друг друга. Но даже когда их 
взаимодействие более умеренное, оно все же может привести к 
тому, что заставит трубы звучать в унисон, вопреки неизбежным 
‘малым различиям. Простейший случай, какой представляется нашему 
вниманию, — это случай трубы, вдоль средней плоскости которой 
предположена введенной тонкая жесткая (ге$1$Нпя) стенка. Если эта 
стенка занимает всю плоскость, то первоначальная труба разделяется 
на две, независимые друг от друга и идеально одинаковые трубы. 
Высота этих сегментов одинакова с высотой первоначальной трубы, 
если пренебрегать трением, так как во время колебаний трубы дви- 
жение в средней плоскости симметрии отсутствует. Но дело меняет- 
ся, если стенка образует лишь часть плоскости, заключенной вну- 
три трубы, так как тогда два колеблющихся столба могут взаимо- 
действовать. (Система в целом имеет две степени свободы — сейчас 
мы не рассматриваем обертонов — и свободные колебания совершаются 
с двумя различными периодами. Первый из них характеризуется син- 
хронизмом фазы колебаний составляющих столбов воздуха, и высота, 
<ледовательно, та же, что и перед разделением трубы на две части. 
Но для второго типа фазы колебания составляющих столбов противо- 


1} Мы не говорим здесь о „чрезмерном дутье“ [оуегМомпе] 
2) НейппоН2, ГопетрИпаипееп, 4-е издание, стр. 155, 1877. 
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положны, так что воздух, выходящий из одного конца, поглощается 
смежным открытым концом другой части. Вследствие этого „поправка 
на открытые концы“ значительно уменьшается и высота этого коле- 
бания соответственно повышается. Пока движение свободное, временно 
могут существовать колебания и того и другого рода, что может 
повести к возникновению биений; отсюда, однако, не следует, что 
оба колебания могут поддерживаться дутьем. Это и в самом деле уже 
заранее кажется невероятным, и эксперимент показывает, что спустя 
мгновение колебания приводятся только ко второму типу. Смежные от- 
крытые концы действуют как противоположные источники, и испу- 
скается очень мало звука, хотя внутри труб и снаружи, в непосрелд- 
ственном соседстве с их устьями, сила колебаний не уменьшается. 
Подобные же явления возникают, когда две отдельные, но одинаковые 
трубы устанавливаются рядом друг с другом, и под влиянием дутья 
эта система может совершать колебания только одного рода, вопреки 
малым различиям в высоте нот, испускаемых трубами, когда они 
звучат по отдельности 1). 

3224. Прямое наблюдение положения вещей внутри колеблюще- 
гося столба воздуха является, несомненно, очень трудным, однако, 
интересные результаты были получены Теплером и Больцманом ?): 
они призвали на помощь метод оптической интерференции, чтобы 
преодолеть трудность, обусловленную невидимостью воздуха, и стробо- 
скопический метод, чтобы преодолеть трудность, обусловленную 
быстротой изменений. Верхний конец органной трубы, закрытой тон- 
«ой металлической пластинкой, был снабжен стенками из стекла, вы- 
пававшимися за металлическую пластинку; с помощью специальной 
оптической установки осуществлялась интерференция света, проник- 
шего выше и ниже пластинки. Вследствие того, что пространство 
выше занято воздухом нормальной плотности, ниже — воздухом в 
состоянии увеличенной или уменьшенной плотности, соответственно 
мгновенной фазе момента, интерференционные полосы испытывают 
смещения, синхронные с воздушными колебаниями. Если наблюдать 
непосредственно, то эти смещения ускользают от глаза:‘но с помощью 
электрически возбуждаемого камертона, снабженного соответствую- 
щими щелями ($5 42), освещение можно сделать перемежающимся с 
периодом, почти совпадающим с периодом колебания; тогда последо- 
вательность изменений становится видимой. Из наблюдаемого движе- 
ния полос возможно заключить не только о полном изменении плот- 
ности от максимума к минимуму, но и о законе изменения плотностн 
в функции времени. | 

Когда труба большого сечения продувалась лишь умеренно сильно, 
изменение плотности в узле достигало 0,009 атмосферы, и закон был 
почти точно простым гармоническим. При большом давлении дутья 


1) Ргосее@то$ о} ге Мизса! АззосаНоп, декабрь 1678. 
% Тбрег и. ВоН2тапп, Роз. Апп. том СХЫ, стр. 321, 1870. 
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простой гармонический закон сильно нарушался, причем полосы сдви- 
гались почти внезапно из одного крайнего положения в другое. В 
этом случае амплитуда первого обертона составляла около четверти 
амплитуды основного тона. Полное изменение плотности было 
равно 0,019 атмосферы. 
322е. В некоторых экспериментальных исследованиях применялись 
трубы более симметричной относительно оси формы !). Кромку 
трубы составлял цельный круговой край трубы, определяемый 
плоскостью, перпендикулярной к осн, а над ним продувался поток воз- 
духа. Аналогичное устройство принято в обычном  паровом 
свистке. ь 
Другой путь применения струи воздуха для возбуждения звуча- 
ния малых труб был испробован Зондхауссом 2); он еще менее по- 
нятен. Труба, целиком открытая с одного конца, частично закрыта 
с другого конца деревянной или металлической пластинкой в 2 или 
3 мм толщины, имеющей цилиндрическое отверстие с острыми края- 
ми (фиг. 63а). Чтобы привести трубу в действие, необходимо только 
поместить ее открытый конец в ре- 


| зервуар, откуда идет поток воз- 
духа. Для грубых целей, когда не 

требуется ни регистрировать давле- 
| ние, ни сохранять постоянную тем- 


пературу, достаточно дуть ртом, и 

Фиг. 63а. звук можно возбудить как нагнета- 

нием, так. и всасыванием. Цилин- 

дрическое отверстие можно заменить отверстием конической формы, 

но в этом случае воздух должен течь от более узкого конца к более 

широкому. Звуки, отмеченные Зондхауссом, изменялись от а’ до 16, 
соответствуя во всех случаях собственным тонам трубы. 

Свистящие звуки, издаваемые ртом, очевидно, принадлежат к этому 
классу; изменение высоты (примерно от с” до сб) осуществляется, 
главным образом, за счет изменения внутренней емкости ($ 304). 
Относительно образования звука при свисте иногда говорят, что оно 
связано с вибрацией губ, но нам представляется, что это ошибочное 
мнение. Я нашел, что можно свистеть через подходящее коническое 
отверстие в куске самшита (Бох-\004), прочно зажатом между губами. 

Существование колебания может рассматриваться как свидетель- 
ство того, что постоянное течение воздуха через рассматриваемые 
каналы неустойчиво. Противоположно тому, что имеет место в орган- 
ной трубе и в чувствительных пламенах, деформации струи, казалось, 
должны бы быть симметричными. 

Возможно, что здесь имеется тенденция к попеременному следова- 
нию и отступлению от хода, намеченного стенками. 


1) Опроп, Апл. 4. Свете, Ш, стр. 384, 1874. 
2) бопапацзз, Розе. Апп., ХСГ, стр. 126, 1854. 
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322 }. Вопрос о поддержании колебаний посредством тепла состав- 
ляет важную часть интересующего нас предмета и мы постараемся дать 
по крайней мере общее представление о том, каким образом этот 
эффект имеет место. Почти во всех случаях, где телу сообщают 
тепло, происходит расширение, и его можно заставить совершать 
механическую работу. Если фаза сил, действующих таким путем, 
благоприятна, можно получить и поддерживать колебание. 

Наглядным примером является прибор (госКег) Тревеллиана, состо- 
ящий из некоторой массы железа или меди, которой придана такая 
форма, чтобы во время колебания вес ее попеременно переносился 
на одно или другое из двух смежных и параллельных ребер. Когда 
инструмент нагревают и помещают на плиту холодного свинца, коле- 
бания продолжаются до тех пор, пока еще остается достаточно тепла. 
„Сэр Джон Лесли первый высказал предположение, что причину 
этих колебаний следует искать в расширении холодного куска свинца 
за счет теплоты, которая течет внутрь него от нагретого металла в 
точках контаката. Фарадей !), Зеебек?) и Тиндаль3) приняли это 
объяснение; они показали, что большая часть фактов, которые они 
сами и другие получили относительно этих колебаний, легко объяс- 
‘няются с этой точки зрения, если только предположить, что расши- 
рение свинца достаточно велико, чтобы произвести заметный эффект. 
Напротив, Форбс *) после обширной серии опытов пришел к от- 
рицанию объяснения сэра Джона Лесли; одним из принципиальных 
оснований для этого была представлявшаяся ему невозможность допу- 
<тить, что расширение, вызванное таким медленным процессом, как тепло- 
проводность, может дать сколько-нибудь заметный механический эффект. 

Дэвис, из статьи которого 5) взята приведенная цитата, исслело- 
вал вопрос математически и показал, что объяснение Лесли является 
достаточным. Очевидно важно, чтобы нижнее тело обладало большою 
<коростью расширения с температурой. В этом отношении свинец 
стоит высоко среди металлов, а каменная соль, которую Тиндаль 
нашел хорошо отвечающей требованиям эксперимента, обладает еще 
большей скоростью расширения. 

На возражение Форбса можно ответить, что процесс теплопро- 
‘водности отнюдь не является медленным, если расстояния и массы 
малы; а особое отталкивание, выдвинутое им в качестве основы иного 
объяснения, было бы неподходящим по фазе: необходимо, чтобы 
фаза- силы отставала от фазы отрицательного смещения. 

В опыте, принадлежащем Пэйджу 6), колебания сделаны незави- 
симыми от начальной разности температур, местное же нагревание в 


1) Еагадау, Ргос. о} Юоу. 115, том П, стр. 119, 1881 
2) Зеереск, Род». Апп., том ПЛ, стр. 1, 1840. 

3) ТупааП, РАЙ. Маз., том УПЦ, стр. 1, 1854. 

4) Рогрез, РЯИ. Маа., том 1У, стр. 15, 182, 1834. 

5) Па\у!з, РАЙ. Маг., том ХЕУ, стр. 296, 1873. 

$ Расе, $ИЦтап‘$, Лоигпа| том [Х, стр. 105, 1850. 
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точках контакта’ осуществляется с помощью электрического тока, 
который пропускают от одного тела к другому. В этой установке 
из расширения ‘нижнего тела нельзя вывести никакого сжатия верх- 
него. На аналогичном принципе Гор!) осуществил непрерывное дви- 
жение медного шара, который движется по круговым рельсам, соеди- 
ненным с мощной батареей. 

3222. Но наиболее интересными примерами колебаний, поддержи- 
ваемых с помощью тепла, являются те, которые происходят, когда 
резонирующее тело газообразно. „Если теылота периодически сооб- 
щается массе воздуха, колеблющейся, например в цилиндре с порш- 
нем, и отнимается от нее, то получаемый эффект зависит от фазы 
колебания, с каким происходит передача тепла. Если теплота сооб- 
щается воздуху в момент наибольшего сжатия или отнимается от него 
в момент наибольшего разрежения, то это усиливает колебание. На- 
против, если теплота сообщается в момент наибольшего разрежения, 
то колебание этим ослабляется. Последнее происходит само собой 
вследствие излучения ($ 247), когда скорость изменения не очень 
велика и не очень мала; действительно, когда воздух сжимается, он 
становится теплее и сообщает тепло окружающим телам. Два край- 
них случая являются исключительными, хотя и по разным причинам. 
В первом случае, который соответствует гипотезам теории распро- 
странения звука Лапласа, времени, для того, чтобы мог осуществлять- 
ся заметный перенос тепла, недостаточно. Во втором случае 
температура остается почти постоянной, и потеря тепла проис- 
ходит во время процесса сжатия, а не тогда, когда сжатие уже 
произошло. Этот случай соответствует теории распространения 
звука Ньютона. Если перенос тепла имеет место в момент наиболь- 
шего сжатия или наибольшего разрежения, высота остается неиз- 
менной. 

„Если воздух в момент переноса тепла имеет нормальную плот- 
ность, то колебание не усиливается и не ослабляется, но высота его 
изменяется. Так, высота увеличивается, если тепло сообщается воз- 
духу за четверть периода до фазы наибольшего ° сжатия, и пони- 
жается, если тепло сообщается на четверть периода дозже фазы нан- 
большего сжатия. 

„Вообще, эффект того и другого типа достигается посредством 
периодического переноса тепла. Высота изменяется, а колебания или 
усиливаются или ослабляются. Однако, эффект второго типа не имеет 
места, если рассматриваемая масса воздуха находится в пучности, 
т. е. в месте, где плотность не меняется, а также, если тепло сооб- 
щается в одинаковой мере как на любой стадии разрежения, так и 
на соответствующей стадии сжатия“ 2). 


1) Соге, РАЙ. Ма-, том ХУ, стр. 519, 1858; том ХУШ, стр. 94, 1859. 
2) Ргос. Юоу. [т3Е., том УШ, стр. 536, 1878; Маёшге, том ХУШ, стр. 319. 
1878. 
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Таким образом, во всякой задаче о поддержании колебаний по- 
средством тепла, какая может встретиться на практике, главный вон- 
рос, который должен рассматриваться, — это вопрос о соотношении 
между Фазой передачи тепла и фазой колебания. 

322й. Звуки, испускаемые струей водорода, горящего в трубке, 
открытой с обоих концов, были замечены вскоре после открытия. 
`этого газа и были предметом нескольких тщательных исследований. 
Хладни указал, что ноты здесь в основном те же, какие могут быть. 
получены другими путями, например с помощью дутья. Фарадей !} 
показал, что и другие газы в состоянии занять место водорода, хотя. 
и не без ущерба. Однако, только Зондхауссу ?) мы обязаны наиболее- 
жетальным исследованием условий, при которых образуется звук. Его: 
опыты указывают на важность роли, которую играет столб газа в: 
трубке, дающей струю. Звук, например, нельзя получить с подводя- 
щей газ трубкой, которая заткнута ватой вблизи струи, хотя на-глаз: 
нельзя обнаружить никакой разницы между пламенем, полученным: 
этим путем, и другими, которые в состоянии возбуждать звук. Когда 
подводящая газ трубка не содержит препятствий, звуки, получаемые: 
переменой резонатора, ограничены по высоте и часто разде- 
ляются на отдельные группы. В интервалах между группами ника- 
ким способом невозможно вызвать постоянный звук; можно еще. 
добавить, что по ‘крайней мере для части интервала влияние- 
пламени неблагоприятно, так что колебание, — возбужденное- 
дутьем, затухает быстрее, чем в случае, когда пламя не было: 
зажжено. 

Можно применять резонаторы и иной формы, чем открытая труба; 
иногда это дает преимущество. Очень низкие ноты можно получить. 
от сферических резонаторов, таких, как большие шары, применяе- 
мые для демонстрации сгорания фосфора в кислороде. Такой шар. 
давал в своем естественном состоянии глубокий и чистый тон в 64 ко- 
лебания в секунду. Когда к нему была приспособлена длинная и 
узкая шейка, сделанная из картонной трубки, вычисленная частота 
Падала до 25, и колебания, достаточно сильные, чтобы погасить. 
пламя, были едва слышны. Когда желательно возбудить очень низкие 
звуки, подводящую трубку нужно взять значительной длины, а от- 
верстие не должно быть сильно сжатым. 

Электрически возбуждаемые камертоны могут быть при получе- 
нии чистых тонов иногда заменены поющим пламенем, если нет на- 
‹стоятельной необходимости соблюдать абсолютное постоянство вы- 
соты. Чтобы избежать прогрессивного ухудшения воздуха, рекомен- 
дуетря пользоваться резонатором, открытым одинаково как сверху, 
так и снизу. Цилиндрические стекла с расширением, какие часто при- 
меняются для парафиновых ламп, удовлетворяют этому требованию 


ж—Ы—ы—ы—————— = 


1) Рагадау, Онагё. Гоигт $ст., том У, стр. 274, 1818. 
2) ЗопаВацзз, Рорг. Апп., том СХ, стр. 1, 426, 1860. 
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и в то же время дают чистый ‘тон. Можно также поместить посре- 
дине цилиндрической трубы слабо пригнанный пыж !). 

Как показал Уитстон, прерывистость поющего пламени легко 
демонстрировать с помощью колеблющегося или вращающегося зер- 
кала. Более точное исследование лучше всего осуществляется стробо- 
скопическим методом (5 42). Зарисовки наблюденных этим путем 
преобразований были даны Теплером 2); из них видно, что при опре- 
деленной фазе пламя может целиком втягиваться’ внутрь подводящей 
трубки. 

Колебания, способные быть подлержанными, не всегда возникают 
сами собой. Начальный импульс можно сообщать ударом по резона- 
тору или легким продуванием, направленным поперек устья. В пора- 
‚ительных экспериментах Шаффгоча и Тиндаля3) пламя, молчавшее 
до того, отвечает на звук, который находится в унисоне с ним. В не- 
которых случаях интенсивность возбужденных таким путем колеба- 
ний возрастает до такой степени, что пламя гаснет. 

Эксперименты Зондхаусса показывают, что между длинами под- 
водящих трубок и звучащих столбов воздуха существует пропорцио- 
нальность. Для различных газов можно сохранять одну и ту же 
полводящую трубку; средние длины звучащих столбов при этом 
приблизительно пропорциональны корням квадратным из плотности 
газа. Таким образом, устанавливается связь между собственной но- 
той подводящей трубки и нотами, которые можно получить с ее 
помощью. | | 

Частью вследствие своеобразного и плохо понятого поведения 
пламен, частью же по другим причинам полное объяснение рассма- 
триваемых сейчас явлений представляет некоторые трудности; но не 
может быть сомнения в Том, что эти явления принадлежат к области 
колебанй, поддерживаемых нагреванием, причем теплота сообщается 
пефиодически массе воздуха, заключенной в звучащей трубке, в том 
месте, где в ходе коле“ания давление изменяется. Некоторые авторы 
склонялись к тому, чтобы обращать особое внимание на действие 
потока воздуха через трубу, но звуки, как мы видели, легко получить 
не только при отсутствии прямого потока, но даже когда пламя 
расположено так, что вблизи него вообще нет заметного пернодиче- 
ского движения воздуха. 

Вследствие переменного давления внутри резонатора выход газа, 
а поэтому и выделение теплоты, изменяется во время колебания. 
Возникает вопрос о том, при каких условиях это изменение обладает 
характером; необходимым для поддержания колебания. Если предпо- 
ложить, — как мы склонны были поступить в первоначальный \ мо- 
мент, — что выход газа наибольший, когда давление в резонаторе 


1) РИ. Ма»г., том УП, стр. 149, 1879. 
2) Тбр!ег, Розе. Апп., том СХХУПЬ, стр. 126, 1866. 
3) ТупдаП, $оцпа, 3-е издание, стр. 224, 1875. 
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имеет наименьшую величину, и что фаза наибольшего нагрева сов- 
падает с фазой наибольшего выхода газа, то мы имели бы положение 
вещей, наиболее неблагоприятное из всех возможных для существо- 
вания колебания. Нетрудно, однако, видеть, что оба эти предположения 
неправильны. В подводящей трубке (предполагая, что она ничем не 
заткнута и имеет не слишком малое отверстие) возбуждаются стоячие 
или приблизительно стоячие колебания, фаза которых одинакова с 
фазой Или противоположна фазе колебания в резонаторе. Если 
длина подводящей трубки от горелки до открытого конца сосуда, 
где добывается газ, меньше четверти длины волны действительного 
колебания в водороде, то наибольший выход газа опережает на 
четверть периода фазу наибольшего сжатия, так что, если развитие 
теплоты несколько запаздывает сравнительно с выходом газа, по- 
ложение вещей благоприятно для поддержания звука. Известное 
запоздание такого рода неизбежно, потому что струя воспламеняю- 
щегося газа может гореть только снаружи; однако, во многих случаях 
можно обнаружить еще более сильную причину в том, что во время 
обратного входа газа в подводящую трубку небольшие количества 
воздуха могут войти из резонатора, удалить который следует раньше, 
чем снова начнется выход газа. 

Если длина подводящей трубки в точности равна одной четверти 
длины волны, то стоячее колебание в ней будет такого -характера, 
что узел образуется у горелки; при этом переменная часть давления 
(разу же внутри горелки будет той же самой, что и внутри резо- 
натора. При этих условиях нет никаких причин к тому, чтобы 
течение газа, или выделение теплоты, было переменным, и поэтому 
колебание не может поддерживаться. Этот частный случай сво- 
боден от некоторых трудностей, которые присущи общей задаче, 
и сделанное заключение находится в согласии с наблюдениями 
Зондхаусса. 

Когда длина подводящей трубки несколько больше четверти 
длины волны, движение газа существенно отличается от описанного 
вначале. Вместо того чтобы опережать фазу наибольшего сжатия, 
наибольший выход газа наружу здесь отстает от нее на четверть 
периода, и поэтому выделение теплоты несколько запаздывает, и 
весь эффект является неблагоприятным. Это положение вещей про- 
должает господствовать по мере удлинения подводящей трубки, пока 
она не достигает длины, равной полуволне, после чего движение 
снова меняет знак, и возможность поддержания колебания восста- 
навливается. Хотя размеры пламени и его положение в трубке (или 
горле резонатора) также производят свое влияние, все же этот очерк 
теории достаточен для объяснения факта, отмеченного Зондхауссом, — 
именно, что основою в этом вопросе является длина подводящей 
трубкн. 

322$. Другое явление рассматриваемого сейчас класса часто отмечает- 
ся стеклодувами. Когда на конце довольно узкой трубки 12 или 14 см 


15 Рэлсей 
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длиной выдувается шар около 2 см диаметром, иногда слышен звук, 

исходящий от нагретого стекла. Для экспериментальных целей хорошо 
применять твердое стекло, которое впоследствии можно нагреть по 
желанию снова, причем оно не теряет своей формы. Как было 
показано Де-ля-Ривом, образование звука облегчается присутствием 
пара, особенно паров спирта и эфира. 

Зондхаусс доказал !), что колебание самого стекла не играет 
существенной роли в этом явлении; этому же неутомимому наблю- 
дателю удалось открыть связь (65 303, 309) между высотой ноты 
и размерами аппарата. Однако, никакого удовлетворительного объ- 
яснения образованию звука дано не было. 

Ради простоты можно рассматривать простую трубку, нагретую 
у закрытого конца, с плавно падающей к холодному открытому 
концу температурой. Четвертью периода ранее фазы наибольшего 
сжатия (которое происходит почти одновременно во всех частях 
столба) воздух движется внутрь, т. е. к закрытому концу, и по- 
этому переходит от более холодных к более нагретым частям трубки; 
но теплота, полученная в этот момент (нормальной плотности), не 
оказывает никакого влияния ни в смысле усиления, ни в смысле 
ослабления колебания. То же самое было бы справедливо относительно 
всего теплового действия, если бы выравнивание температуры было 
мгновенным, так, чтобы между температурой воздуха и прилегающих 
частей трубки никогда не было заметной разницы. Но в действитель- 
ности выравнивание температуры требует времени, и, таким образом, 
температура воздуха отличается от температуры прилегающих частей 
трубы, приближаясь к температуре той части трубки, откуда только 
что пришел воздух. Отсюда следует, что в момент наибольшего сжатия 
теплота приобретается воздухом, в момент же наибольшего разреже- 
ния — отдается и, таким образом, возникает возможность поддерживать 
колебания. 

Не следует, однако, забывать, что, если совсем отвлечься от 
передачи тепла, сжатый воздух теплее разреженного воздуха; 
поэтому, для того чтобы- все тепловое действие имело эффектом 
усиление, необходимо, чтобы перед сжатием воздух проходил не 
просто к более теплым частям трубки, но тоже к тем ее частям, 
которые более теплы, чем воздух, когда он туда прибывает. Ввиду 
этого для поддержания колебания необходим большой градиент 
температур, и даже при большом градиенте влияние переноса тепла 
будет необходимо неблагоприятным у закрытого конца, где движение 
очень мало. Это, вероятно, и является объяснением преимущества, 
даваемого расширением лампового стекла. Очевидно, что если на- 
гревать открытый конец трубки, то эффект передачи тепла будет 
еще более неблагоприятным, чем в случае одинаковой повсюду 
температуры. 


1) бопаваизз, Рог. Апп., том ЕХХХ, стр. 1, 1850. 
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3227. Последний пример образования звука в результате на- 
гревания, который мы здесь рассмотрим, представляет собой порази- 
тельное явление, открытое Рийке !). Когда кусок частой металлической 
сетки, натянутый на нижнюю часть трубы, открытой с обоих концов 
и расположенной вертикально, нагревается газовым пламенем, помещен- 
ным ниже ее, то почти непосредственно вслед за удалением пламени 
слышен звук значительной силы, длящийся несколько секунд. Рийке 
нашел, что образование звука, отличаясь в этом отношении от случая _ 
звучащих пламен, тесно связано с возникновением сквозной тяги, 
встречающей нагретую сетку. При такой форме опыта теплота скоро 
исчерпывается, и звук прекращается; но сохраняя сетку нагретой 
(током от сильной гальванической батареи), Рийке удавалось продлить 
звук на сколь угодно долгое время. 

Эти звуки могут быть получены очень сильными, и тогда полу- 
чение их представляет собой очень интересный лекционный эксперимент. 
Для этой цели можно воспользоваться чугунной трубой в 5 футов 
(152 см) длиной и 43|, дюйма (12 см) диаметром. Сетка (железная 
проволока) имеет около 32 ячеек на дюйм длины (2,54 см); ее удобне 
взять двух диаметров (толщин). Сетке можно придать с помощью 
молотка на цилиндрическом деревянном бруске такую форму, чтобы 
ее диаметр был немного меньше диаметра трубы, и тогда она будет 
сохранять свое положение в трубе просто благодаря трению. Когда 
нужно получить звук, сетчатые колпачки вдвигаются в трубу на 
высоту около фута (30,5 см): ниже их располагается пламя большой 
горелки на таком уровне, чтобы сетка нагревалась до яркокрасного 
каления. Для этого, если необходимо, следует удлинить вертикаль- 
ную трубу лампы на дополнительную длину медной трубкой. Когда 
достигнуто хорошее красное каление, пламя быстро удаляют, убирая 
горелку или прекращая приток газа. Примерно через секунду воз- 
никает звук; вскоре его интенсивность возрастает настолько, что он 
сотрясает комнату, после чего постепенно замирает. Общая продол- 
жительность звука может доходить до 10 секунд ?). 

Обсуждая вопрос о поддержании колебаний в соответствии с 
уже изложенными взглядами, мы должны исследовать характер пере- 
менной отдачи теплоты от сетки воздуху. Пока на отдачу действуют 
непосредственно изменения давления или плотности, это влияние не- 
благоприятно, поскольку воздух получает теплоту от сетки меньше, 
когда его собственная температура в результате сжатия повышается. 
Поддержание звука связано с переменной передачей тепла, являющейся 
результатом переменного движения воздуха через сетку, причем это 
движение складывается из равномерного движения вверх с движением 
попеременно вверх и вниз, обязанным колебанию. В нижней половине 


7 КЦке, Рорю. Апп., том СУП, стр. 339, 1859; РЕЙ, Маг. том ХУИ, 
стр. 419, 1859. 
2) РАЦ. Маг., том УП, стр. 155, 1879. 
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трубы эти движения действуют согласно за ‚четверть периода до 
фазы наибольшего сжатия и претиводействуют одно другому четвертью 
пернода позднее этой фазы. Скорость переноса теплоты будет за- 
висеть, главным образом, от температуры воздуха, соприкасающегося 
с сеткой, и является наибольшей, когда эта температура наинизшая. 
Пожалуй, всего легче проследить за механизмом действия на простом 
колебании без постоянного потока. Прн этих условиях весь воздух, 
который приходит в соприкосновение с металлом в течение полного 
периода, нагревается; после этого устанавливается ‘состояние, при 
котором дальнейшая передача теплоты сравнительно мала. Легко 
теперь понять эффект наложения малого постоянного потока вверх. 
В конце движения, направленного внутрь, т. е. в фазе наиболышего 
сжатия, небольшое количество воздуха, с которым этого до сих пор 
не происходило и которое является поэтому холодным, приходит в 
соприкосновение с металлом, и теплота, сообщенная металлом этому 
количеству воздуха, действуют наиболее благоприятным `` образом в 
смысле поддержания колебания. 

Совершенно иной результат получается, если поместить сетку 
в верхней половине трубы. В этом случае свежий воздух поступает 
в момент наибольшего разрежения, когда приток тепла оказывает 
вместо благоприятного — неблагоприятный эффект. Основную ноту 
трубы возбудить поэтому нельзя. 

Дополнительное явление, открытое Босша!) и Риссом?), может 
быть объяснено на основании тех же самых принципов. Если поток 
горячего воздуха встречает холодную сетку, то возникает звук; но 
чтобы получить: основную ноту трубы, сетку следует расположить 
в верхней, а не в нижней, как раньше, половине трубы. В опыте, 
принадлежащем Риссу, звук поддерживается в течение неограничен- 
ного времени. Верхняя часть медной трубы сохраняется холодной 
с помощью воды, содержащейся в окружающем ее сосуде, через 
дно которого труба проходит. При этом сетка остается сравнительно 
холодной, хотя на нее и действует тепло газового пламени, распо- 
ложенного дюймом или двумя ниже. Опыт иногда удается лучше, 
когда тяга регулируется деревянной пластинкой, помещенной вблизи 
на небольшом расстоянии над трубой. 

Как в опытах Рийка, так и в опытах Рисса переменная передача 
тепла зависит от колебательного движения, между тем как эффект 
передачи зависит от изменения давления. Сетку поэтому следует 
помещать там, где оба эффекта заметны, т. е. не вблизи узла и не 
вблизи пучности. Наиболее благоприятное положение, — это на 
расстоянии четверти длины трубы от верхнего или от нижнего 
конца 3). 


1) Воззсна, Роз. Апп.,том СУП, стр. 342, 1859. 
2) К!езз, Розе. Апи., том СУТ, стр. 653, 1859; СХ, стр. 145, 1860. 
8) Ргос. Юоу. п, том УПИ, стр. 536, 1879; Маге, том ХУ Ш, стр. 319, 1878. 
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322. Остается коротко рассмотреть другой класс поддержи- 
ваемых воздушных колебаний, где поддержание осуществляется 
путем механического введения жидкости, которое производится 
в узле вблизи фазы максимального сжатия. Хорошо известные 
примеры этого явления дают такие язычковые инструменты, как 
кларнет, и различные духовые инструменты, действующие прямо 
от губ. 

Получаемые ноты определяются в основном воздушными столбами, 
до некоторой степени, вероятно, изменяемыми механическими при- 
способлениями. Язычковые трубы фисгармонии и органа представляют 
собой иное устройство. Высота здесь определяется почти целиком 
язычками, колеблющимися в силу их собственной упругости, причем 
резонирующие столбы воздуха или отсутствуют совсем, или же 
играют лишь подчиненную роль. 

В рассматриваемых сейчас инструментах столб воздуха и трубки, 
в которую вдувается воздух, сообщаются через узкое отверстие, 
которое периодически открывает и закрывает колеблющийся язычок. 
Язычки разделяются Гельмгольцем на открывающиеся внутрь и от- 
крывающиеся наружу. В первом случае проход открывается, когда 
язычок движется внутрь, т. е. против струи воздуха, как это про- 
исходит в кларнете. Губные инструменты, такие, как тромбон, 
принадлежат ко второму классу, где проход открыт в момент, когда 
губы движутся наружу, т. е. вместе с потоком воздуха. ` 

Рассмотрим случай цилиндрической трубы, открытой с дальнего 
конца, в которой воздух колеблется с такой частотой, что четверть 
длины волны равна длине трубы. Конец столба, где расположен 
язычок, совпадает, таким образом, приблизительно с узлом, и воз- 
душное колебание может поддерживаться только при условии, что 
проход открыт в момент наибольшего сжатия, так что воздух 
вводится в трубу с силой. Язычок поддерживается в движении 
переменным давлением внутри трубы, и фаза его движения будет 
зависеть от того, открывается ли он` внутрь или наружу. В последнем 
случае фаза его почти противоположна фазе действующих на него 
сил; язычок открыт, когда давление, стремящееся его закрыть, на- 
ибольшее. Таково положение вещей в губных инструментах, где 
губы мало подвижны сравнительно с быстрыми действительно соверша- 
ющимися колебаниями, $ 46. Если язычок легкий и жесткий, он 
должен быть сделан открывающимся внутрь, как в кларнете; тогда 
его фаза приблизительно совпадает с фазой сил. Незначительное 
отклонение в движении от точной противоположности или точного 
совпадения фаз, могущее иметь место, позволит сообщать энергию, 
достаточную для поддержания движения вопреки диссипации. Более 
полная аналитическая формулировка вопроса была дана Гельмголь- 
цем !), которому принадлежит вся теория. 


1) НейшвоЙ2, Гопетр}паипееп, 4-е издание, дополнение УТЬ 
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Характер звуков различных духовых инструментов, применяемых 
в музыке, очень различен. Сильно разнящимися качествами обладают 
тромбон и баритон: звук первого блестящий и резкий, звук второго — 
мягкий. Блэйкли !) проанализировал звуки большого числа инстру- 
ментов и указал на различные обстоятельства, такие, как размер 
выходного устья и форма мундштука, примыкающего к губам, от 
которых, вероятно, зависят эти различия. Давления, применяемые 
на практике и достигающие 40 дюймов (102 см) водяного столба 
в случае баритона, были измерены Стоном ?). 


1) Ва1Юеу, РАЙ. Маг., том УТ, стр. 119, 1878. 
2) $40пе, РАЙ. Маг., том ХГУП, стр. 113, 1874. 


ГЛАВА ХУП 
ПРИЛОЖЕНИЯ ФУНКЦИЙ ЛАПЛАСА 


323. Общее уравнение потенциала скоростей, отнесенное к поляр- 
ным координатам, имеет вид ($ 241) 


20 о 14 1 0 р р — 
да -Е 27ор Г заб \ 9100 д) дез 5 А'7Ф ==0. (1) 
Если Е равно нулю, то мы имеем уравнение обычного потен- 
циала, которому, как мы знаем, удовлетворяет функция Ф —=г"5„, 
где 5„ обозначает сферическую двухмерную гармоническую функцию 


п-го порядка !). Подставляя, убеждаемся, что уравнение, которому 
удовлетворяет $„, есть 


1 од 0$ 1 92$ 
эта (517 055) Е заб ды п(п-|- 1) 5,=0. (2) 


Но какой бы вид ни имела функция Ф, она может быть разложена 
в ряд по сферическим функциям: 


ФФ... $, ... (3) 


где ф, удовлетворяют уравнению вида (2). 
Сравнивая (1) и (2), мы видим, что для определения Ф„, как 
функции от г, имеем 


пор ви, #9, 0, 


что можно также написать в виде 


9*(7фп) "У („ у ^ф —0 (4) 
О(АГ)? (Ех)? п рп у 
/ — 
Чтобы найти решение этого уравнения, заметим, что если г очень 
велико, средним членом, имеющим малое относительное значение, 
можно пренебречь, так что тогда решение будет иметь вид 


гф, —= Аей! -|- Ве- №. (5) 


1) Новейшие английские руководства по теории этих функций следую- 
щие: Тобпикег, Тре РипсНоп5$ о} ГарГасе, Гатё ап Веззе1; Ееггег, Зрёе- 
Нагаотс5 в Огау а. МаЩемз, Веззеб; ГипеНопу, МасоШап, 1895, 
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Можно считать, что такого же вида решение будет удовлетво- 
рять и полному уравнению (4), если рассматривать А и В не как 
постоянные, а как функции от г, природу которых следует еще 
определить. Подставляя в (4), находим для В 


02В пп!) 
—_ виа 2 д — | (ГГ)? В=0. (6) 


Положим 
В= В - В, (г)-1-Н В, (вк)... +В.) ... (7) 


и подставим это в (6). Приравнивая нулю коэфициент при (г)-5-?, 


получим 
в — в" в пот, (8) 
1—9: 26-0 ‚2-0 - 


Таким образом, 
В = п (-- 1) В», 
в, = в, О — ое в, итд, 


так что 
__ п(п--1) ("— 1)... п--2) 
В во А ды Г 2.4. (287)? + 
п— 2)... (п- 3) 1.-2.3...2п 
—- 2.4.6. (173 -.. . 2.4.6... 2л- (1Ег)п , ) (9) 


Обозначая, вместе с проф. Стоксом !), ряд внутрк скобок через 
Л. Ст), получим 


В == Во, К"). (10) 
Подобным же образом, меняя знаки при 2, получаем 
А = Аз, ( — #7). (11) 


Хотя символы А, и Ву и не зависят от г, тем не менее они 
являются функциями угловых координат: в самом общем случае они 
представляют две какие-нибудь сферические поверхностные функции 
порядка п. Поэтому уравнение (5) можно написать в виде 


гф, == $” р, (ег) | $ е+ у, ( — &1т). (12) 
Диференцируя (12), имеем 


9% _ 51 е—{Аг —е +17 Е( — 
ти пе Е, (17) Е(— #9, (13) 


где 
Е (г) = (1-27) Л, (Аг) Аг Л, ЧА”. (14) 


1) З40Кез, Оп те СотпииисаНоп оЁ УГхаНоп$ Кош а УгаНие Воду - 
{о а зштоцпате Саз“, РАЙ. Тгапз. 1868, 
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Вид функций Р до седьмого порядка представлен в следующей 
таблице: 


Бо (у) = -- 1, 
Е, (у) =у-2--2у-!, 
Е» (у) =у-- 4 Эу-1-- 9у-?, 
Вз (у) =У-- 7-Е 27у-!-- 60у-? -|- 60у-з, 
Е. (у) ==у-—11-- 65у-1-1- 240у-? -[- 525у-3-|- 525у-14, 
Б, (у) =у-+ 16--135у-1--735у-? | 2625у-3-- 5670у-4-1-5670у-5, 
В, (у) =у-- 22 252у-1 -|- 1890у-2 -1|- 9765у-3 -|- 34 020у-4 -|- 
| 72 765у-5-[ 72 765у-в, 
Е, (у) =у-- 29| 434у-1-- 4284у-? -|- 29925у-3-|- 148 995у-4 -|- 
--509 355у-5 -1- 1081 080у-6 =1 081 080у-т. 


Для того чтобы определить главные члены функции Р, (#/), 
когда {г мало, обратим ряд (9); получаем 


Л. (ЕГ) =1.3.5... (2п — 1) (7) Ж 
ха -- и -- Ее? --...}, (15) 


откуда при помощи (14) находим 


Е, (Ат) =1.3-5 ... (21 —1)(п-- 1) Аг)" Х 
2 (127)? 
х {1 -- 7 (п ЕП ЕО -- .}. (16) 


324. Важным частным случаем полученных общих формул является 
тот, когда Ф представляет возмущение, распространяющееся пол- 
ностью наружу. На большом расстоянии от источника Х, (27) = 
—],(— А!) =1, и следовательно, если мы восстановим временной 
множитель (е{^91), то получим 


гф, = $.ей (а!-г) Ней (аё+т). (1) 


правая часть этого выражения представляет возмущение, распро- 
страняющееся внутрь. При рассмотренных обстоятельствах нам сле- 
дует поэтому положить 5, ==0; таким образом получим 


г, = $, /, (Аг) ей (21-1, (2) 


что представляет в самом общем виде п-ую гармоническую состав- 
ляющую возмущения с заданным периодом, распространяющимся 
наружу.в бесконечное пространство. 

Источником возмущения может быть заданное нормальное движе- 
ние поверхности сферы радиуса с. Положим, что в некоторой 
точке сферы скорость, направленная наружу, представляется функ- 
цией (ей, где вообще функция положения рассматриваемой точки. 
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Разложив И в ряд по сферическим функциям 
И—ЦШ-Ны-НИ,-- ... РИ-..., (3) 
мы должны иметь, в силу (3) 5 323, 


И, == - ве-№р, (№4). (4) 


[{ 


Теким образом, полное значение Ф есть 
— с? {Е (41-г+с) От ; 
ф=—-е Ури, (117), (5) 


где суммирование следует распространить на все (целые) значения п. 
Действительная часть этого уравнения даст потенциал скоростей, 
образованный нормальной скоростью Исоз Аа!) на поверхности 
сферы л==с. 

Проф. Стокс применил это решение к объяснению замечатель- 
ного опыта Лесли, в котором звук колокольчика, колеблющегося 
в’частично эвакуированном пространстве, ослаблялся при введении 
водорода. Это парадоксальное явление происходит благодаря увели- 
чению длины волны вследствие добавления водорода, в результате 
чего колокольчик, так сказать, теряет свою власть над окружающим 
газом. Общее объяснение этого нельзя выразить лучше, чем сло- 
вами проф. Стокса: 

„Предположим, что человек движет рукой вперед и назад в не- 
большом промежутке. Движение, которое создается в воздухе, почти 
в точности одинаково с тем, которое возникло бы, если бы воздух 
представлял собой несжимаемую жидкость. Здесь ‘имеется просто 
местное возвратное движение, при котором воздух непосредственно 
впереди руки толкается вперед, а непосредственно сзади — устремляется 
за движущимся телом, между тем как вообще в пространстве впе- 
реди воздух отступает в стороны в результате движения тела, а в 
пространстве сзади вообще притекаёт со всех сторон для заполнения 
пустоты, которая стремится здесь образоваться; таким образом, с 
боков течение жидкости направлено назад и так, что часть избытка 
жидкости впереди стремится заполнить недостачу сзади. Теперь допус- 
тим, что период этого движения непрерывно уменьшается. Постепенно 
изменение направления движения становится слишком быстрым для 
того, чтобы могло вполне установиться чисто местное возвратное 
течение; воздух заметно сжимается и разрежается, и заметная зву- 
ковая волна (или волна такой же природы, если период ее нахо- 
дится вне пределов человеческого. слуха) распространяется на извест- 
ное расстояние. То же самое происходит и в любом газе; и чем 


1) Предположение, что (Л имеет действительное значение, эквивалентно 
требованию, чтобы нормальная скорость имела одну и ту же фазу по всей 
сфере ’=с. Для того чтобы учесть наиболее общее движение воздуха, 
цеобходимо рассматривать У как комплексную величину, 
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быстрее распространяются сгущения и разрежения в газе, тем более 
черты явления будут приближаться, в отношении тех движений, 
которые мы рассматриваем, к условиям, существующим в несжи- 
маемой жидкости; тем ближе будут условия смещения газа на поверх- 
ности твердого тела удовлетворяться простым местным возвратным 
течением“. 

Обсуждая решение (5), проф. Стокс продолжает: 

„На большом расстоянии от сферы функция /, ({#г) !) в пределе 
становится равной 1, и мы имеем 


с, _ | 
ф — _ её (а -г+с) Ув 9 , (6) 


„Оказывается (из значения 0Ф|дг), что компонента скорости 
вдоль радиуса-вектора имеет порядок 7-1, а в любом направлении, 
перпендикулярном к радиусу-вектору, — порядок г-?, так что боко- 
вым движением можно пренебречь всюду, за исключением непосред- 
ственного соседства со сферой. 

.»Для того чтобы исследовать влияние бокового движения вблизи 
сферы, сравним действительное возмущение на большом расстоянии 
с тем, которое имело бы место, если бы всякое боковое движение 
было предотвращено, например, путем разделения всей жидкости 
на элементарные каналы бесконечно тонкими коническими трубками, 
каждая из которых представляет коническую поверхность с верши- 
-ною в центре. 

„При этом предположении, очевидно, движение в каждом канале 
будет таким же, каким оно было бы во всех направлениях, если бы 
колебания сферы сводились к одинаковому в любой точке расшире- 
нию и сжатию ее поверхности, причем нормальная скорость поверх- 
ности совпадала бы со скоростью в точке, где рассматриваемый 
канал выходит на поверхность. Если бы ( было постоянным, то в 
разложении (] имелся бы только первый член С, и, принимая во 
внимание, что / (127) =1, мы бы имели из (5) 


ф= — < ов (аг-г+е 0, 
Г Бо (225) 


Это выражение применимо к любому отдельному каналу, если счи- 
тать, что (у обозначает нормальную скорость на поверхности сферы 
для данного канала; поэтому, для того чтобы получить выражение, 
применимое непосредственно ко всем каналам, достаточно просто 
нисать (7 вместо (5. Для облегчения сравнения (5) и (6) я, однако, 
буду писать У, Ц„ вместо И. Тогда 


2 И (аё-г+е) > 
оо ИВ 7 


1 Я здесь несколько измения обозначения проф. Стокса, 
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Следует помнить, что это — выражение, применимое непосредственно 
ко всем каналам, в каждом из которых движение происходит цели- 
ком вдоль радиуса-вектора, и, следовательно, это выражение нельзя. 
диференцировать по @ или ® с целью найти поперечные скорости. 

„Сравнивая (7) с выражением функции Ф для действительного 
движения на большом расстоянии от сферы (6), мы видим, что оба 
они тождественны, если не считать того, что делителями (/„ служат 
в них две различные постоянные, именно Ру(Ас) в первом случае и 
Р, (с) — во втором. То же самое справедливо и для главных членов 
(членов порядка 77!) в выражениях для сгущения и для скорости. 
Следовательно, если тип колебания сферы таков, что нормальная ско- 
рость ее поверхности выражается функцией Лапласа какого бы то ни 
было порядка, то возмущение на большом расстоянии от сферы“ 
будет изменяться в зависимости от направления по такому же закону, 
как если бы боковые движения были задержаны, причем амплитуда 
смещения на данном расстоянии от центра изменяется в обоих слу- 
чаях как амплитуда смещения в нормальном направлении к самой 
поверхности сферы. Единственным различием здесь является то, которое 
выражается символическим отношением Р, (с): Ру (с). Если пред- 
положить, что Р, (с) приводится к виду |, (соза,--2$та„), тб 
амплитуда действительного колебания будет относиться к амплитуде 
в гипотетическом случае, как №:№„, а фазы в обоих случаях будут 
отличаться на @, —4,„. - 

„ЕСЛИ нормальная скорость поверхности сферы не может быть 
выражена при помощи одной функции Лапласа, а только при помощи 
ряда, конечного или бесконечного, таких функций, то возмущение 
на данном болышом расстоянии от центра уже не будет изменяться 
в зависимости от направления по тому же закону, что нормальная 
скорость поверхности сферы, так как модуль 4,, а равно и ампли- 
туда @, мнимой величины Р, (с) изменяются с изменением порядка 
функции. 

„Предположим, что возмущение выражается функцией Лапласа 
какого-нибудь порядка, и будем искать численное значение изменения 
интенсивности на некотором расстоянии, вызванного боковым движе- 
нием, которое существует в действительности. 

„Интенсивность будет измеряться живой силой, развитой за дан- 
ное время, и следовательно, будет изменяться пропорционально плот- 
ности, помноженной на скорость распространения и на квадрат ампли- 
туды колебания. Из них оба первых множителя такие же, как если 
бы никакого бокового движения не было. Амплитуда изменяется в 
отношении 40:5, так, что если [а ==, то /, — величина, на 


которую нужно разделить интенсивность, которая имела бы место, 
если бы боковое движение жидкости было задержано. 

„Если А, — длина звуковой волны, соответствующая данному периоду 
колебания, то Е = 2п/\, так что Ас — отношение длины большого круга 
сферы к длине волны. Если считать, что рассматриваемый газ есть, 
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воздух и что ) равна двум футам, что соответствует примерно 
550 колебаниям в секунду, а большой круг сферы 2пс имеет длину 
1 фут (эти размеры и высота тона соответствуют примерно обыч- 


1 
ному домашнему колокольчику), то мы будем иметь Ас = 5. 
Приводимая ниже таблица дает значения квадратов модуля и отно- 
шения /, для функций Р, (1^с) первых пяти порядков и для значе- 


ний Ас, равных 4, 2, 1, ид. Сейчас выясняется, почему таб- 


1 
лица продложена более далеко в направлении значений, больших = , 


чем в противоположном направлении, причина чего выяснится ниже. 
Сохранены по меньшей мере пять значащих цифр. 


Вс п —=0 п==1 | п—2 п—3 п —4 
чз 
4 117 16 14,879 13,848 20,177] = 
2 |5 5 9,3125 80 1 495,8 2 
1 |2 5 89 3 965 300 137 5 
0,5 | 1,25 16,25 1 330,2 236 291 72 086 371 Е 
0,25 1,0625 | 64,062 | 20878 14 837899 118 160Х 106 & 
4 1 0.95588 0.87523 0,81459 1,1869 | -= 
2 1 1 1,8625 16 299,16 = 
1 1 25 44,5 1 982,5 150 068 Е 
0,5 1 13 1064.2 188 953 57 669 097 ф 
02) 1 160,294 19 650. 13 965 Х 103 17 092 х 106 Е 


‚ „При Ас ==ос мы получаем из аналитических выражений /,=1. 
Из таблицы мы видим, что когда Ас сравнительно велико, /„, пови- 
димому, должно быть немного меньше, чем 1, и следовательно, 
звук должен быть немного интенсивнее, чем если бы боковое дви- 
жение было уничтожено. Это легко объясняется, если учесть, что 
волны сгущения, исходящие из тех частей сферы, которые в данный 
момент колебания движутся в положительном направлении, т. е. на- 
ружу, по истечении полупериода могут распространиться на сосед- 
ние части, которые теперь в свою очередь движутся в положитель- 
ную сторону, так что эти последние части при движении наружу 
производят работу против сил несколько большего давления, чем 
если бы они встречали только то колебание газа, которое вызвано 
ими самими; то же самое объяснение применимо ши@{Н$ шшапа1$ 
к волнам разрежения. Однако, усиление звука, получающееся благо- 
даря существованию бокового движения, во всяком случае мало, между 
Тем как если Ас относительно мало, /„ увеличивается чрезвычайно сильно, 
И звук становится ничтожным по сравнению с тем, каким он должен 
бы быть, если бы боковое движение было предотвращено. 
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„Чем выше порядок функции, тем на большее число частей, 
колеблющихся попеременно в положительном и отрицательном на- 
правлении, будет разделена сфера в каждый данный момент. Из та- 
блицы ми видим, что для данного периода, а также для данного 
радиуса значение /„ становится большим при п, достаточно большом. 
Однако, практически колебания этого рода возникают в случае, 

когда упругая сфера совершает колебания не с основной частотой, 

а с одной из вторичных частот, причем соответствующая частота 
повышается с порядком колебания, так что А увеличивается в со- 
ответствии с этим порядком. Именно вследствие этого таблица про- 
должена в направлении высоких частот от с —0,5 дальше, чем в 
направлении низких: она продолжена на три октавы выше Ас ==0,5 
и только на одну октаву ниже. 

„Если сфера колеблется симметрично относительно центра, т. е. 
так, что каждые две противоположные точки поверхности в каждый 
данный момент движутся с равными скоростями в противоположных 
направлениях, или, более обще, когда тип колебаний таков, что 
положение центра тяжести всего объема не изменяется, то член по- 
рядка 1 отсутствует. Для сферы, колеблющейся по типу колоколь- 
чика, основным колебанием является колебание, выражающееся членом 
порядка 2, к более подробному разбору которого я и перехожу. 

„Полагая для краткости А2с? —4, имеем 


==9-Н1, №5==(9'--99— тута — 99 1)2=9—2--94-1--814-, 
1—9 — 24-94-81 - 
2 2 (а--1) | 


„Минимальнсе значение /, определяется уравнением 
43 — 69? — 844 —- 54 = 
откуда приближенно 


4==12,859, Ас=3,586, 2 =—=13,859, 52 ==12,049, 
Го = 0,86941, 


так что максимальное усиление звука, получающееся от бокового 
движения, достигает около 15|. 

„Перехожу теперь специально к экспериментам Лесли. Ничего не 
указано относительно формы, величины и тона его колокольчика; но 
даже если бы все это было точно описано, оставалось бы еще до- 
статочно труда для определения размеров эквивалентной сферы, 
которою можно было бы заменить колокольчик. Следовательно, все, 
что мы можем сделать — это выбрать такие значения А и с, которые 
сравнимы с вероятными условиями опыта. 

„У меня имеется колокольчик, принадлежащий к типу старинных 
приборов (Бе|-1п-а т), который, вероятно, несколько напоминает 
колокольчик, употреблявшийся Лесли. Он приблизительно полусфе- 
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рической формы, диаметр его 1,96 дюйма, а тон его на октаву 
выше среднего с рояля. Принимая число колебаний 1056 в секунду 
и скорость звука в воздухе 1100 футов в секунду, имеем \=12,5 дюйма. 
Представлять колокольчик сферой такого же радиуса означало бы 
сильно недооценить влияние местной циркуляции, Так как вблизи 
отверстия газ не имеет больших возможностей для движения снаружи 
во внутрь и наоборот. Представление колокольчика сферой половин- 
ного радиуса означало бы, повидимому, все еще недооценку этого 
эффекта. Тем не менее, для того чтобы скорее недооценить, чем 
преувеличить влияние рассмотренной здесь причины, я сделаю после- 
довательно оба эти предположения, принимая, соответственно, зна- 
чения с ==0,98 ис==0,49, Ас —=0,4926 и с ==0,2463 для воздуха. 

„Если бы не было бокового движения, то интенсивность изменялась 
бы от газа к газу пропорционально отношению плотности к скорости 
распространения, и, следовательно, отношению давления к квадратному 
корню из плотности газа при обычном давлении, если учесть, что 
множитель, зависящий от распространения теплоты (коэфициент тепло- 
проводности) по существу одинаков для газов и газовых смесей, 
с которыми мы будем. иметь дело. В приводимой таблице в первом 
столбце дается название газа, во втором — давление р в атмосферах, 
в третьем — плотность 2) при давлении р, отнесенная к плотности 
воздуха при атмосферном давлении, принятой за единицу, в четвер- 
том @,„— величина, которая представляла бы интенсивность, если 
бы движение было полностью радиальным, — отнесенная к интенсив- 
ности в воздухе при атмосферном давлении, принятой за единицу, 
или, другими словами, величина, изменяющаяся пропорционально дав- 
лению р Х (плотность при давлении единица). Затем идут значения 
4, г и О, причем последняя величина обозначает действительную ин- 
тенсивность, отнесенную, как и выше, к воздуху. 


с=0,98 с = 0,49 
Газ Р р ©» 
4 | р о 4 | ь © 
Воздух. .....|1 1 1 (,2427 11361 0,06067 | 208901 
Водород .....|4 0,0690 |0,2627 |0,01674 | 284 700]0,00104810,004186]4604 00010,001191 


Разреженный воз- 


дух... .. . [0,01 |001 10,01 10,2427 1 13610,01 0,06067 20 89010,01 
То же при напол- 


нении водородом! 1 0,0783 |0,2798 10,01900 | 220 60010,00144010,004751 13 572000 10,001637 
Воздух той же 

плотности .. . 0,0783 10,0783 10,0783 |0,2427 1 13610,0783 |0,06067 | 20 89010,0733 
Воздух разрежен- 

ный вдвое ... 10,5 ‚5 ,5 0,2427 1 1360,5 0,06067 20 89010,5 
То же при напол- 

венни водородом! 1 ›5345 |0,7311 |0,1297 4 322|0,1921 |0,0324 74 89010,2039 


\ 


„Как показывает рассмотрени® чисел, содержащихся в столбце О, 
приведенная здесь причина вполне достаточна для объяснения фак- 
тов, упомянутых Лесли“. 
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Важность этого предмета и мастерскую трактовку, которая была 
дана проф. Стоксом, можно пожалуй считать достаточным оправда- 
нием столь длинной цитаты. 

Простота истинного объяснения представляет замечательный конт- 
раст с различными, предложенными ранее гипотезами. Так, напри- 
мер, сэр Дж. Гершель думал, что смесь двух газов, в которых звук 
распространяется с различными скоростями, могла вызвать турбулент- 
ность, приводящую в результате к быстрому затуханию звука. 

[Рассматриваемый здесь вопрос можно иллюстрировать еще проще 
задачами $$ 268, 301. Например, случай, рассматриваемый в 5 268, 
можно считать крайним случаем настоящего, когда сферическая по- 
верхность обращается в колеблющуюся плоскость, разделенную на 
прямоугольные части. Если допустить, что размеры. этих частей, 
определяемые сторонами р и 4, заданы, и проследить, какой эффект 
производит постепенное увеличение частоты, то мы увидим, что 
только когда частота достигает известного значения, заметные коле- 
бания распространяются до бесконечности, причем закон ослабления 
колебаний с расстоянием имеет экспоненциальный вид. С другой 
стороны, колебания, частота которых превышает критическое значе- 
ние, распространяются без потерь, не подвергаясь ослаблению, ко- 
торое сферические волны необходимо должны испытывать. | 

325. Член нулевого порядка 


ф = ей (& —г), (0) 


где $, — комплексная постоянная, соответствует потенциалу простого 
источника произвольной интенсивности и фазы, расположенного 
в центре сферы ($ 279). Всли, как это часто бывает на практике, источ- 
ником звука является твердое Тело, колеблющееся без существенного 
изменения объема, то этот член относительно невелик. В случае жесткой 
сферы, колеблющейся около положения равновесия, этот член вовсе 
незначителен 1), поскольку все движение в целом тогда изображается 
членом первого порядка; и во всех случаях, когда тело очень мало 
по сравнению с длиной волны, член нулевого порядка должен быть 
незначительным. В самом деле, если мы интегрируем уравнение дви- 
жения У -|- 2?ф —0 по малому объему, заключенному между телом 
и сферой, описанной вплотную вокруг него, то мы убедимся, что все 
количество жидкости, которое входит внутрь этого пространства и вы- 
ходит из него, мало и что поэтому имеется лишь небольшой полный 
поток сквозь поверхность сферы. 
Положив п ==1, получим для члена первого порядка 


позе, о 


1) Центр сферы принят за начало координаз. 
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причем 5, пропорционально косинусу угла между рассматриваёмым 
направлением и некоторой неподвижной осью. Это выражение имеет 
такой же вид, что и потенциал двойного источника (5 294), распо- 
ложенного в центре и состоящего из двух равных и противополож- 
ных простых источников, лежащих на рассматриваемой оси, расстоя- 
ние между которыми бесконечно мало, интенсивности же таковы, 
что произведение интенсивностей на расстояние конечно. В самом 
деле, обозначим ось через х, а косинус угла между хи г— через к; 
тогда очевидно, что потенциал двойного источника пропорционален 


д ге-\ д. /е-й\ __ ./ ре-йг 1 
д» ( г на; (= — г +. 


Отсюда следует, что возмущение, создаваемое колебанием сферы 
как твердого тела, — такое же, как возмущение, соответствующее 
двойному источнику в центре, ось которого совпадает с направле- 
нием колебаний сферы. 

Реакция воздуха на малую сферу, колеблющуюся как твердое 
тело по гармоническому закону, можно легко вычислить из преды- 


дущих формул. Пусть & обозначает скорость сферы в момент & 
(ей — у, (3) 


и следовательно, для значения Ф на поверхности сферы из (5) $ 324 
имеем 


ф = — Масёи о (4) 


Сила Я, возникающая вследствие сгущений воздуха, ускоряющих 
движение, определяется выражением 


Я = —\\ в8р 4$ =р \\ иф 4$ = 


—_ К (226) __ 463 я НД (46) 
— — 19063 В вв | та — — ма 3 рё Вт (Ас) ° 
Если положить 
Я (2) __ . 
в.в) —Р— М, и 
то 
Я — А пос — ава. 6 (6) 
== —Р. 5 тр Ча - 5; прет, 
поскольку 


Е — раб. 


Роль воздуха, таким образом, состоит в увеличении эффективной 
‚инерции сферы, именно на усиленную в р раз инерцию смещенного 
воздуха, и в замедлении движения силой, пропорциональной скорости 


Хх Рэлей 
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4 ЗВ 
и равной 3: Прсз - каб; оба эти эффекта вообще являются функциями - 
частоты колебания. Вводя значения }, и Р,, находим 


ее) 2-е? — и8с 


Ро ара › (7) 
так что 
__ 2-4 28? __ 2803 
= зая Н Ч=а на. (8) 


Когда Ес мало, мы имеем приближенно Р=5 И == #8 . 


Следовательно, эффективная инерция малой сферы увеличивается на 
половину инерции смещенного воздуха — величину, не зависящую 
от частоты, и такую же, как если бы жидкость была несжимаемой. 
Член, выражающий рассеяние и соответствующий испускаемой нь. 
гии, есть член высшего порядка по Ас; поэтому (если пренебречь 
влиянием вязкости) колебания малой сферы затухают медленно. 
Движение эллипсоида в несжимаемой жидкости было исследовано 
Грином 1), и результаты его можно применить к вычислению 
увеличения эффективной инерции благодаря сжимаемости жидко- 
сти, если размеры тела малы по сравнению с длиной волны 
колебания. Для малого круглого диска, колеблющегося перпендику- 
лярно к своей плоскости, увеличение эффективной инерции относится 
к массе жидкой сферы, радиус которой равен радиусу диска,`как 2:п. 
Результат для случая сферы, описанный выше, был получен Пуас- 
соном 2) несколько раньше появления в печати статьи Грина. 
Максвелл 3) показал, что различные члены разложения по гармо- 
ническим функциям обычного потенциала можно рассматривать как 
члены, представляющие кратные точки соответствующей кратности 
комплексной плоскости. Так, У, пропорционально ав 98: (--) , 
где 7-1 $ раз диференцируется по осям Й,, Й, и т. д., причем не- 
которое число этих осей может в частном случае совпадать. Пожа- 
луй, можно было бы ожидать, что подобный же закон сохраняет 
силу и для потенциала скоростей, если подставить г-1е— г вместо 7-1. 
Однако, это не имеет места; можно показать, что потенциал квадру- 
д? ем ' 
дд г › „ 
не просто члену второго порядка, т. е. $ Го (1Ет), а комбинации 


поля, представляемый в виде соответствует вообще 


этого члена с членом нулевого порядка. Поэтому аналогия сохраняет 
силу только для случая двойной точки или источника, хотя, разу- 


1) Сгееп, РАтфигой ТгапзасНоп$, декабрь 16, 1833. Также Огееп, 
Машетайса! Рарегу, е4йе4 6у Реггег$, МаспиИап & Со, 1871. 

2) Ро!5зоп, Мётогез 4е ГАса4ётие 4ез Зсетсе$, том ХЦ, стр. 521. 

3) Махуе!, Еесийейу апа МаспеНут, гл. [Х. 
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меется, функция г-1е—й" после любого числа диференцирований 
продолжает удовлетворять основному уравнению 


(Ни) ф=о. 


Целесообразно, пожалуй, отметить, что возмущение вне любой 
воображаемой сферы, полностью охватывающей источник звука, 
можно представить как обязанное нормальному движению поверхности 
некоторой меньшей концентрической сферы, или, в частном случае, 
когда радиус сферы бесконечно мал, как обязанное источнику, скон- 
центрированному в точке, именно, в центре сферы. Этот источник 
вообще будет состоять из комбинации кратных источников всех по- 
рядков. 

326. Когда источником возмущения является колебание твердого 
тела параллельно оси вращения, то различные сферические функции 
5„ сводятся к простым кратным зональной функции Р,„(}), ко- 
торую можно определить как коэфициент при е”? в разложении 
{1 —2ер Ре} —\ по восходящим степеням е. (Вид этих функций 
приведен в $5 334.) Когда же твердое тело симметрично не только 
относительно оси, но также симметрично и относительно экваториаль- 
ной плоскости (пересечение которой с осью принято за начало ко- 
ординат), то разложение получающегося возмущения по сферическим 
функциям будет содержать только члены нечетного порядка. Так, 
например, если колеблющимся телом является круглый диск, совер- 
шающий колебания перпендикулярно к его плоскости, то разложение 
ф будет содержать члены, пропорциональные Р, (1), Р. (м), Р; (м) 
и т. д. В случае сферы, как мы видели, ряд сводится полностью 
к первому члену, и этот член вообще будет преобладающим. 

С другой стороны, может существовать и колебательная система, 
симметричная относительно оси и относительно экваториальной пло- 
скости, но совершающая колебания таким образом, что движения 
частей системы по обе стороны от этой плоскости противоположны. 
Под эту рубрику подходит идеальный камертон, составленный из 
одинаковых сфер или параллельных круговых дисков, расстояние 
между которыми периодически изменяется. Из соображений симмет- 
рии ясно, что потенциал скорости, будучи одинаковым в любой па- 
ре точек, представляющих собой зеркальные изображения друг 
друга в плоскости симметрии, должен быть четной функцией от п 
и, следовательно, должен выражаться рядом, содержащим только 
четные функции Ру(ы), Р.(Ы) и т. д. Вторая функция Р. (в) 
обычо превалирует, хотя в частных случаях, как например в случае 
тела, состоящего из двух дисков, расстояние между которыми мало 
но сравнению с их диаметром, симметричный член нулевого порядка 
может получить большое значение. Сравнение с известным решением 
для сферы, поверхность которой совершает колебания по некоторому 
закону, в большинстве случаев дает достаточный материал для 
9ценки относительного значения различных членов. 

16* 
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Таблица зональных сферических функций 
0 Р Р. Р: Р. Р. Р | В: 
0 | 1,0000 1,0000| 1,0000| 1,0000| 1,0000| 1,0000! 1.0000 
2 | 0,9994 0,9982 | 0,9963| 0.99391 0,9909] 0,9872| 60,9829 
4 | 09976 0,9927| 0,9854| 0,9758| 0;9638| 0,9495] 0,9329 
6 | 0,9945 0,9836 | 0,9674| 0,9459] 0,9194| 0,8881| 09,8522 
8 | 09903 0,9709| 0,9423| 0,9048] 0,8589| 0,8053] 0,7448 
10.| 0,9848 0,9548| 0,9106| 0,8532| 0,7840| 07045] 0,6164 
- 12 | 09781 0,9352]| 0,8724| 0,7920| 0,69661 0,5892] 0,4732 
14 | 0,9703 0,9122| 0,8283| 0,7224| 0,5990| 0,4635] 0,3219 
16 | 09613 0,8860| 0,7787| 0,6454| 0,4937| 0,3322| 0,1699 
18 | 0,9511 0,8568| 0,7240| 0,5624| 0,3836| 0,2002| 0,0289 
20 | 0,9397 0,8245| 0,6649| 0,4750| 0,2715| 0,0719| —0,1072 
22 | 0,9272 0,7895| 0,6019] 0,3845| 0,1602| —0,0481| —0,2201 
24 | 0,9135 0,7518| 0.5357| 0,2996| 0,0525| —0,1559| —0,3095 
26 | 0,8988 0,7117| 0,4670| 0,2007| —0,0489| —0,2478| —0,3717 
28 | 08829 0,6694| 0,3964| 0,1105| —0,1415|.—0,3211| —0,4052 
30 | 0,8660 0,6250|` 0,3248| 0,0234| —0,2233| —0,3740| —0,4101 
32 | 0,8480 0,5788| 0,2527| —0,0591| —0,2923| —0,4052| —0,3876 
34 | 0,8290 0,5310| 0,1809| —0,1357| —0,3473| —0,4148| —0,3409 
36 | 0,8090 0,4818 | 0,1102| —0,2052| —0,3871 | —0,4031 | —0,2738 
38 | 0,7880 0,4314| 0,0413| —0,2666| —0,4112| —0,3719| —0,1918 
40 | 0,7660 0,3802| —0,0252| —0,3190| —0,4197| —0,3234| —0,1003 
42 | 0,7431 0,3284| —0,0887 | —0,3616| —0,4128| —0,2611| —0,0065 
44 | 0,7193 0,2762| --0,1485 | —0,3940| —0,3914| —0,1878| 0,0846 
46 | 0,6947 0,2238 | —0,2040| —0,4158| —0,3568| —0,1079| 0,1666 
48 | 0,6691 0,1716! —0,2547 | —0,4270| —0,3105| —0,0251| 0,2349 
50 | 0,6428 0,1198 | —0,3002 | —0,4275| —0,2545 | -0,0563| 0,2854 
52 | 0,6157 0,0686 | —0,3401 | —0,4178| —0,1910 1326| 0,3153 
54 | 0,5878 0,0182| —0,3740 | —0,3984| —0,1223 2002| 0,3234 
56 | 0,5592 | —0,0310| —0,4016| —0,3698| —0,0510 2559| 0,3095 
58 | 0,5229 | —0,0788| —0,4229 | —0,3331! 0,0206 2976| 0,2752 
60 | 0,5000 | —0,1250|] —0,4375| —0,2891| 0,0898 ,3232| 0,2231 
62 | 0,4695, | —0,1694| —0,4455 | —0,2390| 0,1545 ,3321| 0,1751 
64 | 0,4384 | —0,2117| —0,4470| —0,1841| 0,2123 3240| 0,0818 
66 | 0,4067 | —0,2518| —0,4419| —0,1256| 0,2615 ‚2 0,0021 
68 | 03746 | —0,2896| —0,4305 | .—-0,0650| 0,3005 2605| —0,0763 
70 | 0,3420 | —0,3245| —,0,4130| —0,0038| 0,3281 ›2089| —0,1485 
72 | 0,3090 | —0,3568| —0,3898| 0,0568| 0,3434 „1472 2099 
74 | 0,2756 | —03860| —0,3611| 0,1153| 0,3461| -Р0,0795]| —0,2559 
76 | 0,2419 | —0,4132| —0,3275| 0,1705| 0,3362 ‚0076 | —0,2848 
78 | 0,2079 | —0,4352| —0,2894| 0,2211| 0,3143| —0,0644| —0,2943 
80 | 0,1736 | —0,4458| —0,2474| 0,2659| 0,2810| —0,1321| —0,2835 
82 | 01392 | —0,4709| —0,2020| 0,3040| 0,2378| —0,1926| —0,2536 
84 | 0,1045 | —0,4836| —0,1539| 0,3345| 0,1861| —0,24311 —0,2067 
86 | 00698 | —0,4927| —0,1038| 0,3569| 0,1278| —0,2811| —0,1460 
88 | 0.0349 | —0,4982| —0,0522| 0,3704| 0,0651| —0,3045 | —0,0735 
90 | 0,0000-| —0,5000] —0,0000| 0,3750] 0,0000| —0,3125| 0,0000 
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[Приведенная на стр. 244` таблица, изображающая Р, в функ- 
ции от, @ или агс со$ м, представляет выдержку из таблицы Перри 1). | 
327. Полное излучение энергии колеблющейся сферой опре- 
деляется путем умножения переменной части давления (пропорцио- 


нальной Ф) на нормальную скорость и интегрирования по всей по- 
верхности ($ 245). Благодаря сопряженности различные сферические 
функции, являющиеся членами разложения, можно брать порознь, 
без всякого ущерба для общности. Имеем (8 323) 


. 12 (аЁ-— 
а Тр, | 
9$ $ еЁЖаЁ-г) | (1) 
—9; == —— р Р, СЕ”, 
или, отбрасывхя мнимую часть, 
: Каз ‚. \ 
фи — И {05 (& — г) Нат (— 1}, | 
2 
= — я {4 0$ (4# — г) — В зш А (2 —г)}, | (9) 


где 
Е=а-- и У=а' 1". (3) 
Таким образом, 
$ 0 И ‚ 0ф Ра , 

(| фан [[ фа 746 == |574 { ав’ соз? А (а —7— 
а’ шей (41 — и) -|- (аа' — ВВ’) эт (4 — 7) соз А (аё — г}. 

Если проинтегрировать это выражение за большой промежуток 
времени, то периодические члены можно опуститьл и, таким образом, 


И ф. и а аа || 5245. (4) 


Но так как в пространстве, заключенном между концентрическими 
сферическими поверхностями, накопление энергии не может иметь места, 
то скорости передачи энергии сквозь эти поверхности должны быть 
одинаковыми, т. е. г-! (&'В — а8’) должно быть независимо от г. Для 
того чтобы определить значение константы, мы можем взять частный 
случай бесконечно большого х, когда 


Е, Ц”) =, а=0, В=А, 
(и) =1, а В=0. 


Таким образом, тождественно 
а'8 — В'а == #г. (5) 
Можно заметить, что левая часть равенства (5), помноженная на &, 
представляет собой мнимую часть произведения (& -|- 28) (а' — #') или . 
——ыы—ы——ы—ы——ы—ы—.—=—. 
1) Рету, РЕ. Маг., том ХХХИ, стр. 516, 1891. 
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мнимую часть Р„ (147) Г, ( — {#г), так что наш результат можно выра- 
зить таким образом: мнимая часть Р, ({г) },( — г) равна и, или 


В, (1) 7, ( —1) — Е, ( — 17) , (г) == г. (6) 


В этой форме. мы и воспользуемся полученным выражением. 

К тому же самому заключению можно прийти и более прямым 
путем, применив теорему Гельмгольца ($ 294); именно: если две ‚функ- 
ции ци о удовлетворяют в замкнутом пространстве $ уравнению 


(У2-- 2?) и=0, то 
до дп ‚ 
ШС 5—9 5) 4$ =0. (7) 


Если за $ принять пространство между двумя концентрическими 
-сферами, что дает 
$е-йг}и (Аг) __ лей г}, (— Евг) 
—_—_—__, 9 ———_—_—— 

г. г 

то мы найдем, что г-1 {Р, (17) .(— а) —Е,(—а#5) Л, (г)| должно 
быть независимо от г. 

Поэтому имеем 


|. ф, ри. 45.4Ё== — Кай 154, 


так что выражение для энергии, излученной за время Ё, будет иметь 
ВИД 


И — ; 


= > рерав | |5 45 | (8) 

(так как др = — 0$). 
Более поучительно представить И как функцию нормального 

колебания у поверхности сферы с радиусом с. Из (2) имеем 


и — 1 [со Каё (а. соз Ес В эт кс) —- 
—- $п Ра (а $11 с — В с0$ АС), 


так что, если амплитуда 04„|0г равна (,, то мы имеем следующее 


соотношение между 5$, и 0’: 


сч — (аа 19) 5 (9 
Таким образом, 
Е2с4рай 
ее р (10) 


Эту формулу можно проверить для частных случаев п =0 и п=1, 
рассмотренных, соответственно, в 55 280 и 325. 

328. Если источником возмущения является нормальное колебание 
малой части поверхности сферы (г==с) в непосредственном соседстве 
с точкой м =1, то в общем решении, применимом для расходящихся 
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волн, а именно 
2. . 19 
{ — — т 7. (а1-т+с) п_ : 
р — о ера, (1) 


мы должны принять 


и= (21-1) Р‚(в. ВХ (и) Чи == 


Дкс? 


1 2 1 
оно, очи — п (в) || 04$, © 
—1 
так как, когда (7 имеет заметную величину, Р, (1) ==1. Таким об- 


разом, 
а 7+6) и (167) 
а ‚|045. у. (21 -- 1)Р, (н ны - (3) 


Га 
В этой формуле И (4$ является мерой интенсивности источника. 
Если {Ас весьма мало, то 


рю (#) Л () _1, | т) 
РЕ == —=1— #е-..., Ед ее (1-Е --... ит. д., 
так что в конечном счете 
ТВ (аЁ-г) 
ей | 04$ (4) 


и волны расходятся так, как от простого источника одинаковой 
величины. 

Теперь мы рассмотрим эту задачу для случая, когда Ас не очень 
мало, взяв для простоты случай, когда Ф определяется только на 
большом расстоянии, так что Г, (АГ) ==1.’Множитель, от которого 
зависят относительные интенсивности в различных направлениях, выра- 
жается в виде 


2п-—-1 Ри(в) 
У. 2 Р.С)? (5) 


а полное решение задачи должно включать и исследование этого 
ряда как функции от ми Ас. 
Таким образом, если 


21-1 Ри (#) __ . 
>. Ре ИТ (6) 


то 
ф == — а | (а5.-(Е* —- 2) 41 ‚ей (@—-г+с)+09 , (7) 
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где 
С 


Интенсивность колебаний в различных направлениях, таким образом, 
определяется суммой Р?-|- 02. Если, как прежде, Р„=а-- Ц, то 
2п--1 аР’ (р) 
= У аи, Ю 
— @— У—- 2п я р т 


Приводимая ниже таблица позволяет вычислить Ри С для лю- 
1 

бого значения м при Ас == 5, 1 или 2. В последнем случае необхо- 
димо брать ряд до п =—7 для того, чтобы получить результат с до- 
статочной точностью, для ббльших же значений Ас вычисление вскоре 
становится чрезвычайно громоздким. Во всех задачах подобного рода 
гармонический анализ, повидимому, теряет свою силу, если волны 
весьма малы по сравнению с размерами тела. 


(+5)! 


("+ 


0 2 1-5 0,4 - 0,2 

1 4| — 7 61846153 — 0,3230768 
2|— 64| —`° 35 —0,0601391 | — 0,0328885 
3|— 466| + 853 | 0,0034527 | -+-0,0063201 
4|-+ 14902| + 8141 |-+-0,0004653 | - 0,0002542 
5 | 4 175592| — 321 419 | 4 0,0000144 | — 0,0000264 


Вс —1. 


(изн (+ 


1| -- 0,25 р 


0 + 1 
1 2 — 1| 0,6 

2 | — 5| — 8| — 0,140449 — 0.224719 
3 | — 53 34| — 0,046784 | ---0,030013 
4| + 255 т 461| -- 0,004438 | -{- 0,006912 
5 | + `4951| — 3179| --0,000787 | — 0,000505 
6 | — 40613| — 63251| — 0,000047 | —0,000073 
7 | — 936 340| -{- 601 217| —0,000006 | ---0,000004 
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Ес —=2 


а В ("+ )° 


м 


ЕР 
0 1 + 2 --0,1 
1 т 2 1 -- 0,6 40,3 
2|-- 175 |- 25 |4-0,46980 
3|—- 8 — 4 — 0,35 
4|— 16,1875 + 35,125 | — 0,04870 
5 | 186,625 85,4375 | -+-0,02436 
6 |-- 53880 |— 11773 0,00209 
7 | — 86217 |-— 3945,8 | —0,00072 


Наиболее интересным обстоятельством, которое вскрывает этот 
анализ, является влияние, которое оказывает твердая сфера, распо- 
ложенная вблизи источника, на интенсивность звука в различных на- 
правлениях. Вследствие принципа взаимности ($ 294), источник и 
. место наблюдения могут обменяться местами. Поэтому, если мы знаем 
относительные интенсивности в двух отстоящих друг от друга точках 
В и В', являющиеся результатом наличия источника А на поверхно- 
сти сферы, то мы имеем также относительные интенсивности (измеряе- 
мые потенциалом) в точке А вследствие наличия далеких источников 
в точках В и В'. С этой точки зрения задача имеет двойной интерес. 

В качестве численного примера я определил значения Р--{@ и 
Е? -|- (8 для приведенных выше значений Ёс при м =1, й—=— 1, 
р ==0, т. е. если смотреть из центра сферы в направлении источника, 
в противоположном направлении и вбок. 

Если Ёс==0, значение Р®--С? равно 0,25, что, следовательно, 
представляет при той же шкале, которая принята в таблице, интен- 
сивность, получающуюся от источника равной величины при отсутствии- 


в. Г 6; Е? 0? 


1 0,521503 -{-. 0,149417 0,294291 
15| —1 0,159149 — 0,484149 0,259729 
0 9,430244 — 0,216539 0,231999 


0,667938 -|- 0,238369' 0,502961 |. 
— 0,440055 — 0302609 | — 0,285220 
—{- 0,321903 — 0,364974 


1 0,79683 —- 0,23421 0,6898 
2—1 0,24954 -- 0,50586 » 0,3182 
0| — 0,15381 — 0,57662 0,3562 
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препятствий. Мы можем истолковать Ес как отношение длины боль- 
шого круга сферы к длине волны звука. 

Рассматривая цифры, приведенные в таблице, мы прежде всего 
обращаем внимание на сравнительно малые отклонения от равномер- 
ного распределених интенсивности звука между различными направле- 
ниями. Даже в случае, когда длина большого круга сферы вдвое 
превышает длину волны, едва ли можно наблюдать что-либо, могущее 
быть названным звуковой тенью. Но что, пожалуй, является еще более 
неожиданным, это то, что в первых двух случаях интенсивность позади 
сферы превосходит интенсивность в поперечном направлении (по бокам 
от сферы). Этот результат зависит, главным образом, от преоблада- 
ющего значения члена первого порядка, обращающегося в нуль 
вместе с в. Порядок членов, имеющих большее значение, увеличи- 
вается вместе с Ас; когда Ес равно 2, то главным членом является 
член второго порядка. 

До известного предела увеличение сферы будёт приводить к уве- 
личению полного количества излучаемой энергии, так как простой 
источник излучает вдвое больше энергии, когда он расположен 
вплотную к твер№й плоскости, чем когда он совершенно открыт. 
В пределах величин, приведенных в таблице, этот эффект скрадывает 
препятствия, `создаваемые увеличением сферы, так что при и =—— 1 
интенсивность больше, когда большая окружность сферы равна двой- 
ной длине волны, чем когда она равна половине длины волны, если 
при этом источник остается постоянным. 

Если источник — не простой гармонический во времени, то отно- 
сительная величина каждой из составляющих будет в некоторой сте- 
пени изменяться как с размерами сферы, так и с изменением направ- 
ления точки наблюдения, обнаруживая. таким образом фундаменталь- 
ный характер разложения на простые гармоники. 

Если Ас значительно меньше половины, вычисление можно про- 
вести с достаточным приближением алгебраически. В результате по- 
лучим 


1 и 7 4 
2 о р [и 
РЕ = РА (+ з)-+ 
Ас (1+5 ия Р Ея 22 — 5 ВРз-- рав Ра} |. 

—- члены, содержащие #666. ’ (10) 
Мы видим, что вплоть до члена с А2с? интенсивность является чет- 
ной функцией от мц, т. е. одинаковой в любых двух диаметрально 
противоположных точках. Для главных ` направлений № === 1 или 0 


численные определения коэфициента при ^“с“ легко произвести, вслед- 
ствие того, что функции Р принимают тогда простые значения. Так, 


(и=1) Ра ие От... 


328] ДЕЙСТВИЕ МАЛОЙ СФЕРЫ 251 


(и=— 1) 2 бу #2? 0,02755444 --..., 
((=0) 2 - = — | 0,19534я--... 


Если можно пренебречь 2*с*, то интенсивность меньше в боковом 
направлении, чем непосредственно впереди или позади сферы. Вслед- 
ствие свойства взаимности ‘источник, помещенный на некотором рас- 
стоянии, будет давать на поверхности малой сферы ббльшую интен- 
СИВНОСТЬ В точке, наиболее отдаленной от источника, чем в боковой 
точке. 


Применяя эти формулы к случаю и, получаем 
(и—= 1) Р-Р 0?==0,3073, 
(и=—=— 1) о 2604, 
(и=—= 0) Е* —- 0 —=0,2344, 
что достаточно близко совпадает с результатами более полного вы- 
числения. 
Для других значений м коэфициент при А4с* в (10) можно вычис- 


лить с помощью таблиц лежандровых функций или из следующего 
алгебраического выражения, содержащего }&!): 


3 50 25 7 6 
ный я РТР — 55 ВР Е рв Ра= 
=0,78138 4,5 --0,85938 и? — 0,03056 4. 


Разность интенсивностей в `направлениях и ==-Т и и=— 1 
можно выразить очень просто. Так, 


(?-- 0%) — (0) =. 


При ея 1 Нее == 0,0148. 
2 Зы 

При Ас = 8 и [55° == 0,0025. 

При Ас = зе = 0,0002. 


В то же самое время полное значение Р?-- С? приближается 
к 0,25, когда Ас мало. 

Эти числа весьма интересным образом связаны с ролью, которая 
принадлежит двум ушам в определении квадранта, из которого при- 
ходит звук. 

Следует заметить, что изменение интенсивности в различных на- 
правлениях, о котором мы говорили, обязано  прибфтствию сферы как 
препятствия, но не тому факту, что источник расположен на перифе- 


1) Вид функций Р приведен в $ 334. 
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рии сферы, а не в ее центре. На болышом расстоянии малое смеще- 
ние источника звука влияет на фазу, но не на интенсивность в ка- 
ком бы то ни было направлении. 

Для того чтобы найти изменение фазы, имеем для малой сферы 


= ие (— чи вр.) 6 = (— 5-ти), 
бис + :,), или @ = Ас (и и). 


Так, в (7) 


3 
ей (а#-г4+с) + — о* (игры ре); 


отсюда мы можем заключить, что фаза на расстоянии такая же, как 


если бы источник был расположен в точке и =1, тс (вместо 
г==с) и препятствия не существовало. 

329. Функцибнальные символы Ги Е можно выразить через Р. 
Известно, что !) 


пп! мы. п(п— 1) (п-- 1-2) (1 — 
Ра Е я я. 


или, заменяя м через 1 — а, 


Р.(1— и) =1- п! Ио. ГЕИ. г... (1) 


тт ‘'э 


1 2 
Рассмотрим теперь символический оператор Р,„ (1 — 5), и пусть 
он действует на у-!. 
Так как 
4 \ 1 —_ —5-—1 
(15)'-5=<-0(-2)...- 95771, 
то 
а п--! п — п--2 
Р, (1—1) уу" Ву и ИЕ у- 3-|-... 
Сравнение с (9) $ 323 показывает, что 
__ | а 1 
УР, (1—2), (2) 


откуда, пользуясь известной формулой, выводим 
е-Уу _ а \! а е-у 
пльунеР, (1—5) = 12.15) 5”. @ 
Подобным же образом 
ду) у 


е+у 
(УР, (45) 
1) Томсон и Тэт, Моё. РАЙ. $ 182 (цит. по Мэрфи). 


г.) е+у 
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Если теперь мы отождествим у с [Аг, то увидим, что общее 
решение (12) $ 323 можно написать в виде 


а е-й е+ г 
—- г. ® в ——_—® у 
9„==(— 1125, В, (15 т ОГ. --: #5 „Р. Е т) [ВР ' (1) 
второй член этого выражения следует опустить, если ни одна часть 


возмущения не распространяется внутрь. 
Из (14) $ 323 мы видим также, что 


(1-2). 


ии 4у 
откуда 
В.) УР, (1—5) (1-15) (5) 
и 
пи” — 71 (5) пу` > (6) 
Аналогично 
пр) 


Подставив эти выражения в уравнение (13) 5 323, получаем 


п 1, ( ти а ее" 


аг Я (ЕР ] ав)‘ 
, а ее. 
—® 5 Р» (та) а (2) ` (8) 


330. Мы уже рассматривали в некоторых деталях форму, прини- 
маемую нашими общими выражениями в случае отсутствия источника 
в бесконечности. Столь же важный класс случаев соответствует усло- 
вию отсутствия источника в начале. В настоящем разделе мы ис- 
следуем, какое ограничение благодаря этому накладывается на наши 
общие выражения. 

Обращая ряд для ],, имеем 


И им вы --...)+ 
-Н (— 1)"5'е+" (1 —-...)}; 


это показывает, что при безграничном уменьшении г значелие гФ, 
приближается к 


1.3.5...(21— 1) , 
ии {$„-Е (— 15}. 


Таким образом, для того чтобы Ф„ было конечным в начале, несб- 
ходимо соблюдение условия 


$, (— 1)"5' ==0; (1) 


что это условие также достаточно, мы увидим позже. 
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В соответствии с этим (12) 5 323 принимает вид 


„= 5, {е- #7, (г) — (— 1)"е+"} -(— {№}. (2) 

Если, разделив действительную и мнимую части },, мы напишем 
(как выше) 

№==--', (3) 


то выражению (2) можно придать вид 
гф,==—2+15, {а $1 (№--> = т) — В' с0$ (ы+ тт). (4) 


Другой вид можно получить из (4) $ 329. Мы имеем 


ет — ег 


— 


а тд) р 
_а_ ‚ $ Г 


Поскольку функция Р, или целиком нечетная, или целиком чет- 
ная, выражение для, Ф, или действительное, или Чисто мнимое. 

Для того чтобы доказать, что значение Ф, в (5) остается конеч- 
ным при г—*+ 0, начнем с замечания, что 


ф==— 21 (— 1)5„Р м 


--1 
23 АР ДЕ 
— АГА 
ЁГ | Е а 
—1 
так что 
#1 


а ПАР __ а` гр __ 

2Р, (14) = р. (14) ар == 
— \Р, (в) ей"ав. 7 
и (и | (7) 


Это станет очевидным, если учесть, что результатом диференциро- 
вания 2” любое число раз по &г будет умножение его на соот- 
ветствующую степень м. Остается разложить выражение; стоящее, 
В право части, по посолящим степеням г. Мы имеем | 


р ) ей", = Га (м) {1 Аг. кН. 2 —- 
ем +...}. 


Но всякая целая положительная степень м, например }4Р, может 
быть разложена в конечный ряд функций Р, причем функцией выс- 
шего порядка будет Р,. Отсюда, в силу известных. свойств таких 
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функций, следует, что при р«п 
1 
\ НРР„ (в) ав ==0. 


--1 
Таким образом, низшая степень {Аг в интеграле \Р, (1) ей". есть 
— / 


(2г)”. ария только главный член, мы можем написать 


1 


| Р, (в) ее — "| и"Р, (в) а 


Из выражения для Р, (1) через м, а именно 


1.3-5...(2п — 1) пп— 1) „_ 

а ТЕГ ИВ 5.8 {и — с эв—, "-- 

тер и 
-- 2.4.21 — 1—3) и” ...}: (8) 

мы видим, ЧТО 
АП — Е Р‚(р)-Ё члены, содержащие |1 в степени: ниже и”, 
а потому 

1 1 


1.2.3... 
ердви= аье-т | Рорь = 


1.2.3...п 2 
— 13-5. =" 25я-Е1" (9) 


В соответствии с этим, вследствие (5) и (7}, 


__ ((ег)п 
ф, = — 214 (— 1)" За Аи к.” (10) 
‚откуда видно, что Ф, 
«лучая, когда ий ==0. 

Полный ряд для ф„ в случае, когда в полюсе нет источника, 
-удобнее получается при помощи функций Бесселя. Диференциальное 
уравнение (4) $ 200, которым удовлетворяют эти функции, именно 


сук = 0 


можно также написать в виде 


обращается в нуль вместе с г, за исключением 


90 - (1 — т — уг" 0. (12) 
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Известно ($ 200), что решение уравнения (11) при условии, что 
оно конечно при 2==0, есть у == АЛ, (2), где 


22 
Е Е 
24 \ 
-- 2.4-(2т 2) @т—4 °° .} (13) 


есть функция Бесселя 7-го порядка. 
Если т — целое, Г(т--1)=1.2.3...т; но здесь мы имеем 


дело с т дробным, вида и-|-5., где п — целое. В этом случае 
р 


1.3.5... (21-1 — 
Г(т-|-1)=189-.: @А-Е В. Ух. (14) 
Обращаясь теперь к (12), мы видим, что решением уравнения 
429 4т? — 1 
ав (1— аз) 6==0 (15) 
при том же условии конечности при = =0 будем иметь 
0=— Аг”л, (2). (16) 


Функция Ф„, с которой мы теперь имеем дело, удовлетворяет 
уравнению (4) $ 323, а именно 


4? (7фп) п(п--1\ 
В В А (7 


1 
которое имеет тот же вид, как (15) в случае, если т==п--о; 


следовательно, решением будет 


__ [а — __ (2 — #9 
а Аи еру {Г ба Е 


(Ег)4 \ 


Рае ет5 — ``}. (18) 


Определив постоянную путем сравнения с (10), находим полное вы- 
ражение для Ф„ по’ восходящим степеням г: 


1 
ф.——2(— 1)9+14$, (5) Уч (ВР) == 


___ бт г? 
==— 2 (— 1)"5 „дв Г.3-5...би-1) ('— — 2-9 Г 
р+ 


249 ба5 — Е ЕВ .}. (19) 


Сравнивая различные выражения для Ф/„, именно (5) и (19), получаем: 


а $ш Ах . х \* . 
Ри (ав) № = (==) Ла (п. (20) 
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Если Р==а-- 8, то соответствующие выражения для 4Ф„|ах 
будут: 


4. бое | р 
пя {е- МЕ, (14) — (-— ПиенмЕ, (— 1#7)} = 
м. аз ма 5 пт ) — В с0$ (®- пт) } = 
а а п Ал 
== — 24 (— 15 Р, (ар) в = 


__ 21 (— 12125 п вр —1 п--2 ` . 
1.3.5.,.@1—-0 {1 — пера ...}. (21) 


Полезно выписать для справок вид функций Ф и 4Ф]|4г первых 
трех порядков: 


ф==— 25, М1, 
п 205, (щий ь 
ф: = 25, | 05 мг} , 
==1 
г а —2а {2 0$ в- ( “—ы) 1 в} 
а — 
5 (1 ет) чии Е 3вичн и}. 
п=—2 


м а 5: {(4— р ря) вт” — (7—5; сов и} . 


331. Одним из наиболее интересных применений этих результатов 
является применение их к исследованию движения газа внутри твер- 
дой сферической оболочки. Для определения периодов свободных 
колебаний достаточно будет предположить, что 0Ф|]дг равно нулю, 
когда г равно радиусу оболочки. Так, в случае симметричных коле- 
баний имеем для определения А 


9 РЕЙ, (1) 


т. е. уравнение, которое мы уже рассматривали в главе о мембранах, 
5 207. Первый конечный корень (Ёг==1,4303п) соответствует сим-” 
метричному колебанию низшей частоты. В случае корня более вы- 
сокого порядка рассматриваемое колебание имеет сферические узлы, 
радиусы которых соответствуют корням низшего порядка. 

Любой конус с вершиной в начале можно превратить в жесткий, 
нисколько не влияя на условия нашей задачи. 

Пучности, или места, где отсутствует изменение давления, опре- 
деляются уравнением (Аг)! $11 Аг=0, или Аг—= тп, где т — любое 
целое число, кроме нуля. 

Случай, когда п=—=1 и когда колебания можно назвать диамет- 
ральными, пожалуй, наиболее интересен. $5,, будучи гармоникой пер- 
11 рРэдей 
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вого порядка, пропорционально с0$0, где @— угол между ги 
некоторым фиксированным направлением отсчета. Так как 0Ф,|00 ис- 
чезает только в полюсах, то конические узлы !) с вершиной в центре 
отсутствуют. Но всякая меридиональная плоскость — узловая, и ее 
можно считать жесткой. Вдоль каждого отдельного радиуса-вектора Ф, 
и 0$. [08 исчезают и меняют знак вместе с с0$ Аг — (Ег)-1 5 Ат, т. е. 
когда 15 Е’ == Аг. 
Для определения сферических узлов имеем 


ЕР 
Ша. (2) 


Первый корень есть Аг==0. Вычисляя с помощью тригонометри- 
ческих таблиц методом последовательных приближений, я нашел 
для ближайшего корня, соответствующего важнейшему колебанию 
в сфере, Аг==119,26.п/180, так что г ==0,3813. 

Воздух движется от одной стенки к другой, в значительной сте- 
пени подобно тому, как в трубе, закрытой с двух сторон. Без вся- 
кого анализа мы можем предсказать, что тон будет выше для сферы, 
чем для закрытой трубы такой же длины, так как сферу можно вы- 
вести из цилиндра с закрытыми концами, частично наполняя последний 
препятствием из некоторого материала, влияние которого должно 
усилить пружинящее действие, между тем как передвигаемая масса 
остается почти без изменения. И действительно, для замкнутой трубы 
длины 2г 


, 
== 0,25. 


Таким образом, тон сферы выше тона цилиндра приблизительно 
на одну кварту. 

Рассматриваемое здесь колебание есть колебание самой низкой 
частоты, возможной для сферы; оно более чем на октаву ниже, чем 
низшее (основное) радиальное колебание’ Следующим колебанием 
такого типа будет колебание, для которого г== 840,35 .п/180, или 
| Г 
1 ==0,9454, 

и которое, следовательно, выше наинизшего (основного). радиального 
колебания. , 

Если Аг велико, то корни уравнения (2) удобно вычислять при 

помощи рядов. Если Аг==оп— у (где с — целое число), то 


2 (сп — у) 
Ушу, 
откуда находим 
—_ ск 30353 "*° 


1) Узел является поверхностью, которую можно предположить жесткой, 
т. е. сквозь него не проходит никакое движение. 
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Если п =—2, то общее выражение для 5, будет 
$. == А, (оз? 6— =) 7-- (4, созю-- В, $11 6) 51 0 со$ 0 —- 
—- (А, с0$ 20 -- В. зш 20) зп? 0, (4) 


откуда мы выберем для специального рассмотрения следующие заме- 
чательные ‚случаи: 
а) зональная гармоника 
1 
—_ 28 —_[_ 
$.= А, (со | 5). (4а) 
Здесь 0ф,|00 пропорционально з1ш 20, а потому исчезает при 


2. 1 | 
9—5 тп. Это показывает, что экваториальная плоскость есть узловая 


поверхность, так что движение — такое же, какое могло бы иметь место 

внутри замкнутой полусферы. Следовательно, поскольку 5. не содер- 

жит ®, любую меридиональную плоскость можно считать жесткой. 
В) секториальная гармоника 


$, = А. со$ 2% $112 0. `’ (5) 


Здесь опять 0Ф.|00 изменяется пропорционально $1п 26, и эква- 
ториальная плоскость — узловая. Но 4Ф,[4® изменяется пропорцио- 
нально $т 20, а потому не исчезает независимо от 6, за исключением 
случая, когда $120 ==0. В соответствии с этим оказывается, что 
две и только две меридиональные плоскости — узловые и что они рас- 
положены под прямым углом друг к другу. 

/) тессеральная гармоника 


$, == А, с0$ ® $11 6 соз 6. `(6) 
В этом случае 0Ф.|08 исчезает независимо от & вместе с соз 28, 
т. е. когда @==-р п или рт, что приводит к узловому конусу вра- 


щения с прямым углом при вершине. 4ф,|4® изменяется пропорцио- 

нально $1, и следовательно, имеется одна и только одна меридио- 

нальная узловая плоскость 1). | 
Сферические узлы определяются уравнением 


АЗРЗ — Эр 
а Ге в—д у (7) 


первое конечное решение которого есть 
КГ— 3,3422 


и дает тон ниже любого тона радиальных колебаний. 


1) [Я обязан проф. Лэмбу замечанием, что различие между В и 1 за- 
ключается только в отношении к осям координат.] 


17* ® 
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В случае общей гармоники уравнение, определяющее возможные 
тоны в сфере радиуса г, можно написать в виде (21) $ 330 


1 
в (ут) =, (8) 
ИЛИ 
а а — ЗПАГ 
р, (вт) еды =, (9) 
или же 
ЗиЛ, (И) == Л, (#7. (10) 
[Для корней уравнения 
а : 
и: {2—%1, (#)} =0, (11) 


эквивалентного уравнению (10), проф. Мак-Магон дает 1) 
до ЕТ 4 и 154т 95) 


ооррииринень  поаиииистиииенио сои чиипимычанььь стититииииититьттьитиио опипиипоптппипиппппиипиапиииььх — миииыь 


У 88' 3 (88')3 
__ 32 (83т3 | 3535 т? -{-3561т -- 6133) _ 19 
15 (88')5 "7"? (12) 
где 172 = 4%, и 
, 1 
В = (2--4$--1). (13) 


3 
Если П=1, так что У—=- , то 


т=—9, В =—$5-1, 
и (12) дает результат, согласный с (3).]. 

Таблица А дает значения \Х для сферы единичного радиуса, со- 
ответствующие наиболее важным типам колебаний. В таблице В 
даны частоты различных колебаний относительно основной частоты 
всей системы. Таблица обнимает достаточно значений, включая две 
октавы. 

Таблица А, 
дающая значения \ для сферы единичного радиуса 


Порядок гармоники 


ав 
Число 1,3983 13,0186 11,8300 | 1,392 1,113 | 0,9300 10,8002 
внутренних 0,81334 | 1,0577 |0,36195 | 0,7320 `| 0,6385 


0,5762 | 0,68251 | 0,59208 | 0,5248 
0,44670 | 0,50653 | 0,45380 || 
0,36485 | 0,40330 | 
0,30833 | 0,33523 


о 
7 
5 
2 

Сл -> <> -= > 


1) МсМавоп, Аппа!$ оЁ Маетайсз, том [Х, № 1. 
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Габлица В 
‘Высота каж- Число Высота каж- Число 
дого тона Порядок внутрен- дого тона Порядок внутрен- 
по отношению | гармо- | них сфе- | по отношению | гармо- | них сфе- 
к основной. ники | РИЧеских | к основной ники | РИЧеских 
частоте узлов частоте узлов 
1,0000 1 0 2,8540 ] 1 
1,6056 2 0 3,2458 5 0 
2,1588 0 0 3,5021 2 1 
2,169 3 0 3,7114 0 1 
2,712 4 0 3,772 6 0 


332. Если отбросить ненужные постоянные, то частное решение 
для колебаний газа внутри сферической оболочки единичного радиуса 
можно представить в виде 


ф,—==5, (г) — "Лии, (Ех) со$ (4 —9), (1) 
где Е — корень уравнения 
Ен, (=, 4, (®). (2) 


Обобщая это, мы должны вспомнить, что 5, может быть соста- 
влена из нескольких членов, причем каждому члену может соответ- ‚ 
ствовать колебание произвольной амплитуды и фазы. Далее, каждый 
член, входящий в 5,„, может быть связан © каким-нибудь или со 
всеми значениями №, определяемыми уравнением (2). Так, например, 
под рубрикой п =—=2 мы могли бы иметь 


$. =А ( 0920 — 5 ) (и) “Линн, (ви) со (ва -- 6) 
—- В с0$ 20 $1120 (г) а (57) со$ (ЁьаЁ --0,), 
где А, и А, — различные корни уравнения 
21 (=, (В. 


Любые две составляющие Ф сопряжены, т. е. обращаются в нуль, 
если их перемножить и проинтегрировать по всему объему сферы. 
Это следует из свойства сферических функций для случаев, когда 
оба ‘рассматриваемых члена соответствуют различным значениям п или’ 
двум -различным составляющим 6, 1). Единственный случай, который 
еще ` остается рассмотреть, требует от нас доказательства того, что 

1 


) паг. (Г) Лии, (К; 7) ° (Рог) "а-я, (7) — 0, (3) 


1) Томсон и Тэт, Машга! РиЙозорйу, стр. 151. 
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где Е и А. — рии корни уравнения 
А.Ю); (4) 


но это — непосредственное следствие основного свойства таких функ- 
ций ($ 203). Поэтому приспособление общего решения к предпи- 
санным начальным условиям не представляет никаких трудностей. 

Для иллюстрации возьмем случай, когда газ вначале находится 
в положении внутреннего равновесия, но движется с постоянной’ ско- 
ростью параллельно оси х. Такое условие приближенно реализуется 
в случае, когда сферическая оболочка с газом, сначала находившаяся 
в равномерном движении, внезапно останавливается. 

Поскольку вначале нет ни сгущения, ни разрежения, все вели- 
чины @, обращаются в нуль. Если 0Фф|]дх вначале равна единице, то 
мы имеем ф====7М; это показывает, что решение содержит только 
члены` первого порядка относительно сферических функций. Поэтому 
решение имеет вид 


Ч А, — Л, ие и с0$ РИ --..., (5) 
где А., № и т. д. — корни уравнения 
2РЛ, (=, (8. (6) 


Для определения коэфициентов мы имеем сначала, для значений г 
от 0 до 1, 


г А, (1) "ВЛ, (Г) -- А, (в ВЛ, (ий .. ‚ (7) 
Помножив на г”/Ли, (Аг) и интегрируя по гот 0 до 1, находим 
1 


1 
\ пе. (г) аг = Ав \ [Мз„, (г) г а, (8) 
0 


остальные члены в правой части исчезают в силу сопряженности. Но 
в силу (16) 5 208 и уравнения (6), 
1 


2 | авори а, | (1 — ав) = 
= (1— в) (9. (9 


1 
Вычисление интеграла \ 7". в, (©г) 4т можно произвести, пользуясь 


теоремой, относящейся к этим функциям. Из основного диференци- 
ального уравнения имеем 


и) (еп) иво 
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откуда, интегрируя по. частям, получаем 
г 


ый та, (г) = пей, (г) — та А, (10) 


или, полагая г=1, 
1 


А? риал, (в) Ри, (в) — ВЛ" (8). (11) 
0 


Так, в случае, с которым мы имеем здесь дело, в силу (6), 
1 


в КЛ, (Кг) АГ == 3[ 5.7, (А) — Е, (2) — УЗ, (^). 


Уравнение (8) поэтому принимает вид 
ов 


АЕ’, (12) 


и окончательным решением будет. 


9—1, Л, (Е!) 
== С-В <08 №4, (13) 


где суммирование должно быть распространено на все допустимые 
значения А. 
При #==0 и г==1 мы должны иметь Ф==р и соответственно 


Ува =! | (14) 


Напомним, что высшие значения А приближенно равны [(3) $ 331 
2 
Первое значение А равно 2,0815, а второе 5,9402, откуда 


5 =0,85742, —°` ==0,06009, 


2 


что показывает, что ‘первый член ряда гля Ф значительно превышает 
остальные. 
Здесь полезно вспомнить, что 


Уз, в=уУ 2 (7 — сз 2). (16) 


Уравнение (14) можно проверить следующим образом: величины А 
суть корни уравнения 


Я 1 
а2 [2— У, (2) — 0, 
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или, если ф == 2—"Л,(2), корни уравнения ф; =0, где ф удовлетво- 


ряет уравнению 
" 2 2 
РЕ (1—я)=0. (17) 


Но поскольку главный член в разложении 9’ по восходящим степе- 
ням 2 не зависит от 2, мы можем написать 


2 2 
"== сопзЁ. 21—25 41—25..., 
ы 1—2 1) 


откуда, логарифмируя и диференцируя, имеем 


И. ЛИНИЕЙ 
М2 - 2—2? т... 


Если теперь мы положим 2—2, то, в силу (17), получим 


2 $” 
УХв—= — =! (“=2). 


333. Подобным же образом мы можем исследовать задачу о ко- 
лебаниях воздуха, заключенного между жесткими концентрическими 
сферическими поверхностями с радиусами т, и г,. Действительно, 
в силу (13) $ 323, если 9Ф„|дг исчезает для этих значений г, то 


езакт, п [7 ори Рь С 1») 


Ра (+) Ри СЕ р) › 
откуда 


= (6%), и 
Е. (-Н в) ==а-- 4. (2) 


Если разность между г, и г» весьма мала, сравнительно с самими 
величинами, ТО задача тождественна с задачей колебания сферического 
слоя воздуха, и ее лучше всего решать независимо. В уравнении (1) 
$ 323, в случае если Ф не зависит от г, как это очевидно должно 
быть приближенно при наших предположениях, мы имеем 


где, как прежде, 


1 9 0 _1 _ 0% 22|) — 
дар (500 5%) - д боз-- А Ф==0. (3) 
Решением этого уравнения является просто 
ф, — Ку (4) 


а допустимые значения Е? определяются соотношением 


27 —=п(п-- 1). (5) 
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Интервал между низшим тоном (п =1) и ближайшим к нему таков, 
что два таких интервала вместе дали бы дуодециму (октава плюс 
квинта). Задача о сферическом слое газа будет рассмотрена дальше, 
в следующей главе. [По вопросу об отклонении соотношения (5) от 
фундаментального детерминанта, эквивалентного 1, отсылаем чита- 
теля к неболылой статье Кри). | 

334. В качестве другого применения сферических функций 
мы проведем исследование. возмущения, которое получается, когда 
плоские волны звука встречают преграждающую сферу. Принимая 
центр\сферы за начало полярных координат и направление прихода 
волн за ось |4, обозначим через Ф потенциал невозмущенных плоских 
волн. Тогда, отбрасывая ненужный комплексный коэфициент, имеем 


ф — ей (а&+х) — ей . еЁАт»,, (1) 
и решение задачи требует разложения е”* по сферическим функциям. 


Вследствие симметрии сферические функции приводятся к функциям 
Лежандра Р,(}), так что мы можем положить 


| ет — АА-- АР... АР, --..., (2) 


где Ау, А; ... — функции от т, но не от м. Из доказанного уже 
выше мы можем предвидеть, что А,, рассматриваемая как функция 
ОТ Г, ‘должна изменяться пропорционально 


4 \ ЗтАР - 
Р‚ (=) —;;_› Или пропорционально г “ан, (АГ); 


этот же результат можно легко получить и непосредственно. По- 


множив (2) на Р„(р) и интегрируя по |4 от о р= — 1 до м—= --1, 
находим 

--1 +1 

)\ Ри (рейты = А, .} (Р‚} ан = т, (3) 


—1 


и, так же, как в $ 330, 
--1 


ША 
роуеьаа тор, (за), 
—1 
так что, в конечном итоге, 
А __ а п Аг __, п. 
Те Р, (таз). МИ ин, (#7. (4) 


В рассматриваемой задаче все движение вне сферы можно раз- 
делить на две части; первую, изображаемую функцией ф и соответ- 
ствующую невозмущенным плоским волнам, и вторую, представляю- 
щую возмущение, создаваемое присутствием сферы й расходящееся 


1) Сргее, Меззеп вет о} МатетайЕс$, том ХУ, стр. 20, 1886, 
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наружу от сферы. Если потенциал второй части обозначить через 
то, заменяя функции ©, через а„Р, (м), получим [(2) $ 324]: 


г, ==а,Р, (и) ет" У, (#7), \ 
па —— а, Р, (и).е-* Е, (#9. } (5) 


Потенциал скоростей движения в целом найдем путем ‚сложения 
фи Ф, причем постоянные а, определяются граничными условиями, 
форма которых зависит от характера препятствия, представляемого 
сферой. Простейший случай — это случай твердой, неподвижной 
сферы; тогда условие, которому нужно удовлетворить при г==с, 


есть 
9; 0% _ 
таг 0. (6) 


Это соотношение, несомненно, хорошо удовлетворяется для каждого 
отдельного гармонического элемента. Для элемента порядка п получаем 
сте а 4 — ЗтАс 
аа (2-1) реет, (ТЕ) в. (7) 
Ре "пе ао’ в 
Соответствующее плоским волнам ф ==е#(2!+х), возмущение, соз- 
даваемое наличием сферы, выражается в виде 


_ 2 1 а 4  ЗтПЕ . 
фа ойае-и+о). ру Ра В (а) к Рив) -1 0.8) 


На достаточном расстоянии от источника возмущения мы можем 
положить [, (г) ==1. Для того чтобы перейти к решению действи- 
тельной задачи, мы можем разделить действительную и мнимую части 
и отбросить последнюю. В этом предположении плоские волны 
представляются функцией 


[©] =с0$ ( (их). (9) 


Ограничиваясь ради простоты частями пространства на большем 
расстоянии от сферы, где Х, (г) ==1, выделим опять действитель- 
ную часть выражения (8). Поскольку функции Р — целиком четные 
или целиком нечетные, 

р а } 4  зтАс 
п\ 4 (126)/ а(Ес) 
целиком действительное или целиком мнимое, так что этот множи- 
тель не доставляет затруднений. Однако, {Р, ({#с)} 1 комплексна, 
и так как Р, (#с) =а--0}, то 


-1_@—й _ ей _ 
РР — рут. 


где ®у== — В/а. [Если во всех случаях брать положительное зна- 
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чение. | а? -| 82, то 1 нужно выбрать так, чтобы с0$‘] имел тот же 
знак, что и а.| 
Так, 


ф = У (21 -- 1)^=- о: [Е(а1-г+с) +1] х 
` —‘„р [11 |, $11 @С 
х {РР} -Р, (та) зак Рь в. (10) 
Поэтому, когда м четно, то 
[6] =(21 +1) "2. сз (а — су} Х 
_1 а т Ас 
х {42 --В?} р `Р„ (тов) те @ (с) ` - Ре _ .Р; (1). (11). 
Когда же п нечетно, то 


[$] ==(2в-Н 1) уе р {Его Ж 
Же Втр, ([теву)ткоо "В, (в). (12) 


В качестве примера выпишем члены [Ф], включающие гармоники 
порядка 0, 1, 2. Следующая табличка функций Р, (4) окажет пользу 
в вычислении: 


2. 
р (мы 43), ры ыы). 


‚п==0, а? | 2—1 -- 2252, юу == — Ас, 
ое {1-Е ее} еж соз {В (ав — г-[-с) 1}; (13) 
Шт а, ши, 
А | вез —- =) т с и „-зш { (а — г--е)--у,}; (14) 
п, На, ео, 
= — а ее ана. ох 


Х {лев 3 т} но (2 —3) с0$ {А (а —-- с) 1}. (15) 


Хотя полученное здесь решение задачи аналитически вполне 
обще, едва ли оно может принести практическую пользу, за исклю- 
чением случая, когда Ас — малая величина. В этом случае мы можем 
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с успехом разложить И по т степеням Ас: 


= — г с (1 —= 3 22 +7 2464 — 68 -- ... ) х 


ея (еше ут (16) 
[$] = — 2 (1— тс? 5" с т Аве8 | .. .)х 
хи $1 {2 ( ми у}, (17) 


[$ = =—9 -(1— ве? + рр Мей. .)х 
х (#2 — 3.) сов {ве Но -Нь}. (18) 


Оказывается, что в то время как [Ф,| и [Ф,| имеют одинаковый 
порядок относительно малой величины Ас, [Ф.|] двумя порядками 
выше. Мы увидим сейчас, что более высокие гармонические состав- 
ляющие [Ф] зависят от ещё более высоких степеней Ас. Если так, 
то в первом приближении мы можем ограничиться элементами 
порядка 0 и 1. 

Хотя [Ф.| содержит косинус, а [Ф,.| синус, они тем не менее 
лишь незначительно отличаются по фазе. Сравнивая два значения 
04ф„|дг в (21) $ 330, мы видим, что тождественно 


азт (ет) — Вс0$ (ве зп) = 
—=—(— 1)" п (Ес) Пт 


35. ба ро т ВЫСшие степени Ас. 


1 
Разделив на @с0$ ит 5 И"), получаем окончательно 


(— за р :(#4) п+1 


Если п—четное, то это уравнение, после подстановки вместо 
а главного члена из (16) $ 323, принимает вид 
9+1 
а (п-- 1) 21-1 {1.3-5... (21 — 1} 


Так, например, если п==2, то 
в) __ __ 2(#6)} 
© Ас — ( Е )=— 5 -... 


Если п велико вообще, то выражения для © Ас и В/а становятся 
почти тождественными для небольших значений с. 
Еслн п — нечетное, то примерно аналогичным методом получаем 


В __ п (Ес) т -1 
{ — . 
Роба 35 ор" 0 
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[Из (19) мы видим, что когда п четно, то #\ или — В|@ прибли- 
женно равны — + Ас, и из (20) мы видим, что когда п’нечетно, то 
сю / = Ас. В первом случае в силу (16) $ 323 & имеет знак 77” 
или (-— 1) *7", а во.втором случае @ имеет знак {-"+1 или (— 1)1*("-Ъ. 
В обоих случаях приближенное решение можно выразить в виде 


у=—е-- 5 ит1). (20')] 


Поэтому потенциал скоростей возмущения, создаваемого неболь- 
шой жесткой и неподвижной сферой, приближенно равен 


-НФП=— 4 (НЫ н) с0$ А (@#— г) = 


. Г 3 
= (1- ти) с0$ А (2 — 7), (21) 
если обозначить через ТГ объем препятствия; а соответствующая 
прямая волна есть | 
[$] = с0$ А (@#-Н х). (22} 


Для данного препятствия и данного расстояния отношение ампли- 
туд рассеянной и прямой волн вообще обратно пропорционально 
квадрату длины волны, а отношение интенсивностей обратно про- 
порционально четвертой степени длины волны ($ 296). 

Для того чтобы сравнить интенсивности первичного и рассеянного 
звукаа мы можем предположить, что первый исходит из простого 
источника, если он расположен на достаточном расстоянии (Ю) от Г. 
Так, если 


пе", (23) 
ы ®Г 3 
= — ов (1-5 и) соз А (а — и), (24) 


`’так что на равных расстояниях от своих источников вторичная и 
первичная волны находятся в отношении 
$, 


(1+). (25) 


Следовательно, отношение их интенсивностей есть 
3 2 
НЫ н)°, (26) 


что для случая д = --1 дает приближенно 


61,72 72 
— р ° (27) 


1) Как эта поправка, так и другие, вытекающие из нее, даны д-ром 
Бэртоном Викоп}. 
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Следует хорошо усвоить себе, что для возможности применения 
этого результата необходимо, чтобы \ была велика сравнительно 
с линейными размерами Г, а Ю было велико сравнительно с \. 

Для определения главного члена в выражении для Ф/, когда 
Кс мало, мы имеем прежде всего 


Я  зш Ас 
(21 --1)Р (та) тва в = 


шт (Вс)п-1 (п--2) А2с? 
— 1.3.5. ИН... } - (28) 


Далее, 
а 2 —Р, (186) -Р„(— {#с) = 


— 1) 222? | 
={1.3.5...(2и — 1) (а-НИ во} еоет =... 09) 
так что 
м, (Ес) ("— 1) 2? 
{42 --Р} р еь рр -- 480 


Следовательно, из (10) 
ф =— с (#с)?пт"Р, (р) ^ 
г 241.3.5...21-0рРе 1) 


Хе | роряо Наби еа | + -*:}- 81 


Когда п — четное, то 


__ с (Ес)?птР. (в) —_ 1 | 
1-35... ие — и РО {а )-- 5 пт х 


п | п--2 
х\1— а рии ееры | +... }. (32) 


(так как приближенно 1 = —--5 ит). Когда же п — нечетное, . 


ей (аё-г+ с) + 1] Хх 


то мы можем просто заменить {" через {"+1 (и с0$ через $), причем 
результат все еще будет действителен. 

При помощи выражения (31) мы можем проверить первые два 
члена в выражениях для [Ф‚] и [Ф.| в (17) и (18). К случаю п=0 
(31) неприменимо. 

Далее, в силу "о 


[О е. {1—- 540 т Ре} {м — : п} $т {А (аи с) --\.}, (33) 
= тво А тие 35} с08 {#(ё--и--о-и}- (84) 
Складывая (17), (18), (33) и (34), мы получаем значение [Ф] 


полное, вплоть до членов, имеющих порядок 2666, сравнительно 
с двумя главными членами, определяемыми выражением (21). При 
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сложении частных выражений, необходимо точно учитывать как фазы 
компонентов, так и их амплитуды; но в случаях, когда требуется 
только один гармонический элемент, фаза часто имеет второстепенное 
значуние. В таких случаях можно положить 


у = — шут. 


Из (31) или (32} следует, что главный член в Ф, возрастает на 
два порядка по Ас при возрастании гармоники на один порядок 
и что сама Ф, выражается рядом, содержащим только четные или 
только нечетные степени Ас. Но помимо того что главный член 
имёет по Ас порядок выше, он быстро уменьшается с возрастанием п 
за счет других множителей, которые ‘он содержит. Это очевидно, 
‚поскольку для всех значений пи и Р, (и) < 1; то же самое верно 
и для п | (п--"1); что же касается 2", то он влияет только на фазу. 

В частных случаях какой-нибудь из гармонических элементов 
может обратиться в нуль. В таком случае, поскольку (а? -- В?)-*® 
‚не может обратиться в нуль, из (11) и (12) имеем 

( Е, 

а (12с)/ а (с) № ^^ ' 
т, е. такое же уравнение, как уравнение, определяющее периоды 
колебаний п-го порядка в замкнутой сфере радиуса с. Небольшое 
рассуждение покажет, что такого ‘результата и следовало ‚ожидать. 
Таблица, приведенная в 5 331, применима также и здесь и показы- 
вает, между прочим, что когда с мало; ни один из гармониче- 
ских элементов [Ф] не может обратиться в нуль. 

Вследствие сгущений воздуха на сферу действует сила, парал- 
лельная оси |4, которая стремится привести сферу в колебание. 
Величина этой силы есть 


51 ® ® 
2те?з | (ФЕ Фиа, 
—1 


если .через в обозначить плотность жидкости; в этом выражении 
блёгодаря свойству сопряженности функций Лежандра только член 
первого порядка влияет на результат интегрирования. Если г=с, то 
4 пс 

Зе рее) "№ 

ф — 32 рва (ДС) аа АС 

71 Ву (ее) а (вс) а (в) ^ Ес № 


где 
, | 
Л (с) =1-Нз, В; (с) — Иен 2 


Для того чтобы сила могла обращаться в нуль, необходимо было 
бы, чтобы 


тес ° 


‚ ЯП Е и Л с) _ а 51 6 (. 
а. тв СЕ, К. (226) 4-(с) с ^^’ 
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этому условию не может удовлетворить никакое действительное зна- 
чение Ас. Мы заключаем, что если сфера имеет’ свебоду движения, 
то она всегда может быть приведена в колебание. 

Если первичные волны не абсолютно плоский, а исходят из неко- 
торого единичного источника, расположенного ‘на большом, хотя 
и конечном, расстоянии Ю от центра сферы, то мы имеем 


1 и В а п АР 
= — две ю У. (28-1 Р-Р, (а), (35) 


2? _ р- Ри(№) Га (1Ег) 
р 20 (ег В Ра(р) Ул (#8) 
= А 


: 4кгЮ 
а 4 змс 
ХР ‚(зав) 4 (Ес) Е ‘ (36) 


На самой сфере г==с, Так.что значение полного потенциала 
в какой-нибудь точке поверхности есть 


р У и ПР, ВХ 


х |2. (аз) № ее) В (аз) ва в |. 


Это выражение можно упростить. Мы имеем 


а ША 1 
Рева) во тее {—(— Пей л,()  е%,( —180) }, 


а ‚ @ \зтАс _ ) 
т) — Пе-йеР, (с) — е+Р,(— #6}, 


и, таким образом, выражение в квадратных скобках можно написать 
в виде 


ес Ри (1с) {а (— 8с) — Ел (— 116) 1 (с) 
с Ра 6) 
что, в силу (6) $ 827, тождественно 'с ей [Р, ({с)]-1. Таким образом, 
__ е#(аг-Ю+с) Ри (в) 
= к №. РО. (37) 


Это выражение — такое же, как если бы источник был расположен 
на сфере, а точка, в которой отыскивается потенциал, находилась бы 
на болышом расстоянии (5 328); оно представляет пример применения 
общего принципа взаимности. Принимая этот принцип и пользуясь 
результатом (3) 5 328, мы видим, что если источник первичных волн 
находится на конечном расстоянии К, то значение полного потен- 
циала в любой точке сферы есть 


2 (аЁ- а (ЕК 
фе у (38) 


Если Аи В — две точки, внешние по отношению к сфере, то еди- 
ничный источник в точке А даст такой же полный потенциал в точке В, 
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какой дал бы в точке А единичный источник, расположенный в точке В. 
В обоих случаях полный потенциал соетоит из двух частей, первая 
из которых такая же, как если бы не было никакого препятствия 
для свободного распространения волн, а вторая — представляет воз- 
мущение, создаваемое препятствием. Из этих двух частей — первая 
очевидно остается неизменной, какую бы из двух точек ни рассмат- 
ривать в качестве источника, а следовательно, вторые части должны 
быть также равны, т. е. значение Ф в точке В, когда А является 
источником, равно значению Ф в точке А, когда В является таким 
же источником. Если источник А находится на большом расстоянии КЮ, 
то значение Ф в точке В, угловое расстояние которой от А равно 
‚ агс соз и, а линейное расстояние от центра равно г, есть (36) 


Ес? 12 (аё-Ю- Ри (в) } ([Ег) 
ф= — ре (а 7+с) У (2п 1) ее) с Хх 


а а т Ре 
ХР, (д) а Е 


и соответственно таково же значение Ф на болышом расстоянии А, 
когда источник расположен в точке В. Но поскольку Ф представ- 
ляет возмущение, расходящееся наружу от сферы, его значение на 
любом конечном расстоянии Ю можно получить из значения на бес- 
конечном расстоянии, вводя в каждый гармонический член множи- 


тель }, (А). Таким образом, мы получаем следующее симметричное 
выражение: 


с? - Ра(в) 
ф=—1 Еве ей (@!1—К оу (2-е с -Х 


а 4 зас 
Х Ю.Л, ПР, (та м) ик (39) 


определяющее эту часть потенциала в одной из точек, когда другая 
точка служит единичным источником. 

Следует заметить, что общая часть аргумента не зависит от 
того, будет или нет препятствие сферическим или жестким. 

Из разложения е^” по сферическим функциям мы можем вывести 
разложение потенциала волн, исходящих из простого единичного 
источника Д, расположенного на конечном расстоянии (г) от начала 
координат. Потенциал в точке В на бесконечном расстоянии Ю от 
начала в направлении, составляющем ‘угол агс с0$ 4 с г, есть 


__ ей (В-рг) 
— 4Ю 
причем временной множитель опущен. 
Следовательно, из разложения е"# имеем 
е ЕЮ $п АГ 
бек 2.2" ПР, (ть р)“. ря, 


18 ролей 
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откуда мы переходим к случаю конечного Ю простым введением 
множителя ], ({Ю). 

Таким образом, потенциал расположенного в точке А единичного 
источника на конечном расстоянии, в точке В, равен 


1#(аё-К) ША ых 
= У "ОР, (пл) Л, ВВ)-Р, 8). (40) 


335. Рассмотрев в некоторых ’подробностях случай твердого сфе- 
рического препятствия, мы набросаем теперь вкратце схему исслеро- 
вания для случаев, когда препятствие газообразное. Хотя для всех 
природных газов сжимаемость почти одинакова, предположим ' ради 
общности, что вещество, содержащееся внутри сферы, отлично по 
сжимаемости, а также по плотности от среды, в которой распростра- 
няются плоские волны. 

Вне сферы ф в точности такое же, а Ф имеет тот же вид, что 
и прежде. Для движения ‘внутри сферы, если длина волны внутри 
равна А’ —2т/)' (2) $ 3301, 

ь — а" Р; 


{ей ], (ет) — (— 1)" у, ( —1”)}, 
р. . т+1 {а (№ ге = хит) — В с05 (* + пт) у, 


что удовлетворяет условию непрерывности в центре. 
Если си 6’ — естественные плотности, а`'щ и т’ — сжимаемости, 


то 


(1) 


> 
ы 


и условия, которым должен удовлетворять каждый отдельный гармо- 
нический элемент, суть 


ео (снаружи) ==5* (внутри) (2) 
6 | --$ (снаружи)} ==0'ф (внутри); (3) 


эти условия выражают соответственно равенство нормальных движе- 
ний и давлений по обе стороны от граничной поверхности. Из этих 
уравнений можно получить полное решение; здесь, однако, мы огра- 
ничимся нахождением значения главных членов в случае, когда 
Кс и Е'с весьма малы. 

В этом случае, при г==с, 


Фо (внутри) = — 2'а,, 


(4) 
р (внутри) =: [са 
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до 1 (5) 
- Ас. 


* (снаружи) 


< |8 
ГИ 
аль либанние 


о д { (6) 
р (снаружи) = — 8. ) 


Подставив эти выражения в (2) и (3), исключив а, и сохранив 
только главный член, получим 


а". (7) 
Подобным же образом для члена первого порядка 


ф, (внутри) = — 3 а Е Си, | 


(8) 
о, „ (внутри) == — 3. @ Е. 
ф1 —= ор, 
о = у. и 
— 1, ] 
ф (снаружи) = {Рс2 в, | 10 
о (снаружи) == — 2%. то 
дг ес № ) 
что дает 
__ #263 (в — с) 
9: — в-- 2 ° (11) 


На некотором расстоянии от сферы возмущение, создаваемое 
сферой, омражается в виде 


феей {а ани} = 


__ "ва 18 (а ит. 
я т аее}. (12) 


Если ввести обозначение 


4 25 
— "поз — ^^ 
Г==- пс, = 


и отбросить мнимую часть, то получится выражение 


«Г (т — т б 
ИИ ее} 05 (а# — И, (13) 
которое представляет важнейшую часть возмущения и соответствует 
(21) $ 334 для неподвижной жесткой сферы. Оказывается, как 
и можно было .ожидать, что член нулевого порядка получаетея 
18* 
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в результате изменения сжимаемости, а член первого порядка — в ре- 
зультате изменения плотносхи. 

От (13) мы можем опять вернуться к случаю жесткой неподвиж- 
ной сферы, полагая как 0’,’ так и т’ бесконечными. Положить бес- 
конечным только 6’ недостаточно, повидимому, потому, что если т’ 
в то же самое время остается конечным, то Ё'с не будет мало, как 
это предположено при нашем исследовании. 

Когда т’— ти 6'—с малы, 'то (13) становится эквивалентным 
выражению - 


? ? 
фа (ит я и со$ А (а — 7), 
соответствующему ф==с0$ а? в центре сферы. Это находится в сог- 
ласии с результатом (13) $ 296, где препятствие могло быть любой 
формы. 

В действительных газах и’ == т, и член нулевого порядка исче- 
зает. Если газ, занимающий сферическое пространство, несравненно 
легче другого газа, то 6'’==0 и | 


ф=ЕЗ р со # (4# — 1), (14) 


Так что в члене первого порядка эффект будет вдвое больше, чем 
в случае твердого тела, и будет иметь обратный знак. 

Большая часть настоящей главы заимствована из двух статей 
автора: „О колебаниях газа, заключенного внутри жесткой сфери- 
ческой оболочки“ и „Исследование о возмущении звуковых волн, 
создаваемым сферическим препятствием“ 1) и из статьи проф. Стокса,' 
уже цитированной выше. 

335а. Любопытная функция, которую исследовал проф. Лэмб ?), 
связана с максимальным возмущением, которое может быть создано 
бесконечно малым резонатором, поставленным на пути плоских волн. 

Значение ф для распространяющихся первичнных волн дается вы- 
ражениями (1), (2), (4) $ 334. В силу (5) 5 334 и (3) 5 329, зна- 
чение Ф для вторичных волн можно представить в виде 


эмир (аби) (57). 


а е—й#г\ __ | а с0$ АР ‚5п АР 
Р; (таз) ( Г )=т (пав) ( вии ). 
Если мы опустим общий множитель Р, (и), то Получим 
. а п Ёл 
о {21-1 —(— Па} 2, (ды) 
а с0$ АР 
С 14а,Р, (12 ее) в (1) 


1) Май. Зос1ейу’; Ргосеетру., 14 марта 1872; 14 ноября 1872. 
2) Гать, Гопаоп Мазь, $0ос. Ргос., том ХХХП, стр. 11, 1900. 


где 
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Вдинственное условие, накладываемое на приспособления, вводи- 
мые в Г, состоит в том, что они не должны. производить. работы. 
Это требует, чтобы $ -|-Ф были в.той же фазе, что и д%|д" Е 0%|ди, 
а именно, чтобы отношение (1) к его производной по г было дей- 
ствительным. Поскольку Р, является либо целиком четной, либо 
целиком нечетной функцией, отсюда вытекает, что 

21-1 — (— 17а» 
( — 17 ав 
должно быть действительным. 


Если представить а, которое может быть и комплексным, в виде 
Аг, то получим 


ВА=— (-— 1)" (21-1) эта. (2) 
Следовательно, А имеет максимум, когда 
т а —=—(— 1)", (3) 
‘причем максимальное значение его есть 
д" , (4) 
В силу (3) и (4), 
= -—(— ПЕ, (5) 
так что в (1) 
21-1 —(— 11а, ==0; (6) 


однако, сумма ф-—-Ф сама не исчезает. 

Если рассматривать падающие плоские волны, как исходящие из 
источника, расположенного на большом расстоянии Ю, то для того 
чтобы, как это прёдположено, обеспечить значение 1 у резонатора, 


мы должны иметь 
Ре—Ю " 


==; (7) 
с этим выражением мы можем сравнить 
ае-ётг 
ое" р (р. (8) 
Работа, отдаваемая первичным источником, выражается в виде 
+1 
Е? \ ав, 


1 


а работа, отдаваемая, или скорее отражаемая, резонатором, будет 
+1 
104? а, \ Р?2 (н)ав. 
фу. 
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Но 


1 
2 
2 — — 
|Рер и | 48—20 
—1 


и, следовательно, 


2 
поф? а „== АНИ, - (9 
так что отношение работ имеет вид 
21-1 
м. (10) 


Это находится в согласии с результатом $ 319 для симметрического 
резонатора (п==0).: | 

Проф. Лэмб выражает свой результат через энергию, передавае- 
мую первичными волнами сквозь единицу площади. Приняв послед- 
нюю за единицу, мы получим, что работа, отдаваемая резонатором, 
равна площади сферы радиуса ЛА, т. е. 4пА?, помноженной на (10). 
В, соответствии с этим получаем 

р. 

би, (11) 

где на место Ё подставлено 21}. Эта формула, полученная проф. Лэм- 

бом, выражает полную энергию, отдаваемую резонатором, через энер- 
гию первичных волн на единицу площади. 

Стбит отметить, что мы нигде не предполагали, что г на поверх- 
ности резонатора мало. Поэтому результаты применимы к резонато- 
рам конечных размеров, если только они симметричны, что предпо- 
лагается в гармоническом анализе. Максимальная же отдаваемая энер-. 
гия одинакова, каковы бы ни были размеры резонатора. 

Случай п==1 в некоторых отношениях является простейшим, 
поскольку тогда резонатор может состоять из жесткой сферы, удер- 
живаемой в фиксированной точке упругими связями. В качестве ча- 
‚стного случая выражения (1) имеем 

4 


р 4 эт А 4 1: | 
рН) = (3 а) р аа ы > (12) 


Это выражение можно рассматривать как представляющее силу, дей- 
ствующую на сферу и обусловленную давлениями. Производная 
этого выражения по г будет ‚подобным же образом представлять 
ускорение сферы и при подходящем выборе массы и упругости всем 
условиям можно удовлетворить, если только отношение этих вели- 
чин действительно. Максимум @., как и в выражении (5), равен 
3 

и так же, как в (11), энергия, отдаваемая резонатором, в принятом 
нами там масштабе, равна 3% |т. 
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Может показаться удивительным, что отдаваемая энергия в насто- 
ящем случае втрое больше энергии, отдаваемой симметричным резо- 
натором; но от множителя 3 можно избавиться при ином изложении 
материала. До сих пор мы предполагали, что сфера может колебаться 
вдоль линии симмётрии, определяемой направлением распространения 
первичных волн. Если сфера, рассматриваемая как бесконечно малая, _ 
‚может колебаться только вдоль одной линии, то ее эффективность, 
как резонатора, пропорциональна квадрату косинуса’ угла между этим 
‚направлением и направлением первичных волн. Такое колебание, огра- 
ниченное единственным направлением, в действительности и пред- 
ставляет собой нормальный случай, рассмотренный же прежде случай 
предполагает три степени свободы. Если теперь мы станем исследо- 
вать, какова средняя эффективность резонатора для первичных волн, 
встречающих его в одном направлении, то убедимся, что полученные 
выше, особенно благоприятные, эффективности должны быть снижены 


в отношении 
1 


| а: ав, 
0 


0 


т. е. в отношении 3:1. Средняя эффективность резонатора при 
п =1 тогда будет такой же, как и при п==0; тот же самый ре- 
зультат применим и к любому п. Увеличенную эффективность, вы- 
ражаемую множителями 2п-|-1, следует‘ рассматривать как результат 
совместного действия 2п-Г-1 степеней свободы. 


ГЛАВА ХУШ 


СФЕРИЧЕСКИЕ СЛОИ ВОЗДУХА. ДВИЖЕНИЕ В ДВУХ 
ИЗМЕРЕНИЯХ 


386. В одной из предыдущих глав ($ 135) мы видели; что можно 
получить доказательство теоремы Фурье, рассматривая механически 
колеблющуюся струну. Аналогичное рассмотрение задачи о сфери- 
ческом слое воздуха приведет нас к доказательству разложения 
Лапласа для функции произвольной в каждой точке сферической 
поверхности. 

Как и в $ 338, обозначая через Ф потенциал скоростей, получим 
уравнение непрерывности, отнесенное к обычным полярным коорди- 
натам @ и ® в виде 


20% о 0$ 1 0% 
бов —@ зат (51055 о) д доз 


Каков бы ни был характер` свободного движения, его можно раз- 
ложить на ряд простых гармонических колебаний, характер которых 
определяется соответствующими функциями Ф, рассматриваемыми как 
зависящие от положения в пространстве. Так, если Ф — е#4#, то урав- 
нение, определяющее Ф в функции от @ и ®, имеет вид 


1 1 
Е © 5 9) зааезье-Н А7 ф—==0. (1) 


Далее, какова бы ни была функция Ф, ее можно разложить, по 
теореме Фурье !), в ряд „синусов и косинусов углов, кратных ®. 
Таким образом, 


ф—=Ф-- $, созю-[-- Фу зто-- $, с0$ 20 |- Фот 20 --... 
... НФ, с0$ 50 |- Ф.зшзю--..., (2) 
где коэфициенты Ф., ф;,...Ф., Ф„,... являются функциями только 


и вследствие свойства сопряженности круговых функций каждый 
член ряда должен удовлетворять уравнению независимо от других. 


1) Здесь мы вводим условие, что $ повторяется после одного ‚обхода. 
зокруг сферы, 
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В соответствии с этим 


д $$ 
$1 т 00 в (п о 9 )— — я 8 -- сф,—0 (3) 


представляет уравнение, из которого можно определить характер 
функций Ф, или Ф.. Это уравнение можно написать различными спо- 
собами. 

Выраженное через р. (==с0$0), оно имеет вид 


д 2,9 5 2 
ди {1 — 1+ 9] $, то ф; ==0, (4) 


или, если у=— $16, то 
УЕ) - (1 — 297) 9 --24ф, — 54, =0, = (5) 


где вместо Ас? подставлено #?. 
Когда начальная функция Ф симметрична относительно полюса, 
т. е. зависит только от широты, то $ исчезает, и уравнения упро- 
‚ щаются. Этот случай нам удобнее будет рассмотреть первым. Урав- 
нение, выраженное через м, имеет вид 
0$ о 
— 112) 0 — 9-0 2 
(1) — 210-17, =0, (6) 
Решение этого уравнения содержит две произвольные постоянные, 
помноженные на две опрёделенные функции от |4, и может быть по- 
лучено обычным путем, если взять возрастающий ряд и определить 
экспоненты и коэфициенты при помощи подстановки. Таким образом, 
получим | 
#2 (1? — 2. 1212 — 2-3) 
— из 
$ А {11—15 5 аа- 1.2.3.4 4 
__ (8—2. я Ш 4. 5) ие 


Г.2-3-4-5-6 —.. }-- 
(12 —1.2) (#2 — 3-4) \ 
в {и — а .:}» (7) 


где А и В — произвольные постоянные. 

Предположим теперь еще, что ф симметрична не только относи- 
тельно полюса, но и относительно экватора (который, следовательно, 
является узловой линией) или, другими словами, что Ф является четной 
функцией синуса широты (1). При этих условиях ясно, что В должно 
исчезнуть, и значение Ф будет выражено просто первым рядом, 
помноженным на произвольную постоянную 4. Это значение потен- 
циала скоростей получается как логическое следствие первоначаль- 
ного диференциального уравнения и наложенных двух ограничений, 
касающихся симметрии. Значение й? может показаться произвольным, 
но по тому, что нам известно из механики рассматриваемой проблемы, 
заранее очевидно, что #2 в действительности ограничено последова- 
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тельностью частных значений. Остается еще условие, которое нужно 
ввести и которое определяет #, а, именно, что первоначальное урав- 
нение удовлетворяется в самом полюсе или, другими словами, \что 
полюс не является источником; и это заставляет нас рассмотреть зна- 
чение ряда при &==1. Так как ряд представляет четную функцию 
от р, то если полюс 1 ==--1 не является источником, то никак не 
может им быть и полюс и==— 1. Непосредственно очевидно, что 
если ‘И? имеет вид п(п-—-1), где п— четное целое число, то. ряд 
обрывается, а потому остается конечным при и—=1; но теперь нам 
нужно доказать, что если ряд остается конечным при и==1, то #2 
необходимо имеет вышеуказанный вид. По обычному правилу непо- 
средственно ясно, что каково бы ни было значение #2, отношение 
последовательных членов стремится к пределу м?, а потому ряд схо- 
дится для всех значений м, меньших единицы. Но для экстремального 
значения =—=1 необходим более точный метод определения. 
Известно 1), что бесконечный гипергеометрический ряд 


а 06-0 | 2-92-26 6--96-2 
а аа Нора; 


сходится, если с--4— а— 6 болыше единицы, и расходится, если 
сГ-4а—а—6 равно или-меньше единицы. В последнем случае зна- 
чение с-|-(—а—6 дает критерий степени расходимости. Из двух 
расходящихся рядов вышеуказанного вида, для которых значения 
с 4—а—6 различны, тот относительно бесконечен, для кото- 
рого значение с-- 4 — а — 6 меньше. 
° Наш ряд (7) можно привести к стандартному виду, полагая 
#8 —п(п--1), где не предполагается, что и целое число. Таким 
образом, ряд 12 (#2 — 2.3) 
ги аа М. = 
—] ее, 4__ 
1.2 1 м 3.4 ° 


2 
_1) ——п Ти 1 п 
+ ы РИ +3) ы и. (9) 
2-55 


Ё—ы 
1 Воде, Саце Офегенсех, сть. 79. 
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Следовательно, поскольку с 4—а- —6=—1, этот ряд расходится 
при и==1, если он не обрывается: а он обрывается только, когда 
п — четное целое число. Таким образом, мы пришли к заключению, 
что когда полюс не является источником, а Ф, — четная функция 
от М, то #2 должен иметь вид п(п-- 1), где п — четное целое число. 
Подобным же способом мы можем доказать, что если Ф, — не- 
четная функция от и и полюсы не являются источниками, то 4—0, 
и А? должно иметь вид п(п--1), где п — нечетное целое число. 
Если п — дробное, то оба ряда расходятся при &=—=--1, и хотя 
можно найти такую комбинацию обоих рядов, которая останется ко- 
нечной на одном или на другом полюсе, нет такой комбинации, ко- 
торая оставалась бы конечной на обоих полюсах. Следовательно, ‘если 
мы поставим условием, чтобы никакая точка на поверхности’ сферы 
не являлась источником, то у нас не будет иного выхода, как только 
положить п целым, и даже тогда мы не обеспечим конечности на по- 
люсах, если не предположим еще, что А==0, когда п нечетно, и 
В==0, когда п четно. Отсюда мы заключаем, что для слоя, пред- 
ставляющего полную сферу, единственно допустимые значения Ф, ко- 
торые являются функциями только широты и пропорциональны 
гармоническим функциям времени, заключены в выражении 


ф= СР, (в), 


гле Р, (р) — функция Лежандра, а п— любое нечетное или четное 
целое ‘число. Возможность разложения произвольной функции широты 
в ряд по функциям Лежандра является необходимым следствием из 
того, что только что было доказано. Любое возможное движение 
слоя газа выражается рядом 


$ = АР, (м) (асов ГЕ | В, зи ИГ: --... 
...Р, (и) (А, сов ИТ дУтИ-Е Пе +... (10) 


При #=0 
ф= А, -|- А.Р, (в)... АР, (в)--..., (11) 


и значение Ф при #==0 представляет произвольную функцию ши- 
роты. 

Метод, который мы здесь применили, имеет еще то преимущество, 
что доказывает свойство сопряженности 


+1 
| Р.Р, (в) и =0, (12) 

` 1 
‘когда П и т — различные целые числа. В самом деле, функции Р(в) 
являются нормальными функциями ($ 94) рассматриваемой колеёба- 
тельной системы, и сдедовательно,. выражение для кинетической энер» 
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гии может содержать только квадраты обобщенных скоростей. Если 
соотношение (12) не удовлетворяется, то должны входить также 
и произведения скоростей. 

Значение Ф, относящееся к плоскому ‘слою колеблющегося газа, 
можно, конечно, вывести как частный случай общего решения, при- 
менимого к сферическому слою. Ограничиваясь случаем, когда в по- 
люсе (и ==1) нет источника, мы лы будем исследовать предель- 
ный вид функции Ф==СР, (11), где п(в-- 1) ==22с2, когда с? и п? 
бесконечны. В то же время 4—1 и у бесконечно малы’ и с% пере- 
ходит в радиус-вектор г на плоскости, так что пу==Аг. Для этой 
цели наиболее удобным видом функции Р,(м) будет вид, указанный 
Мерфи !): 


1 
Р; (со5 0) = 1 ИЕ п 5 -- 


—] 1 ы) 
или оито, Е ри 5—... (13) 


Предел очевиден: 
Иа АА бб ) 
ф=с{1— ивы... }=С^ 8 (14) 


и показывает, что функция Бесселя нулевого порядка представляет 
собой экстремальный случай функции Лежандра. 

Когда мы имеем неполную сферу, то задача требует иного 
подхода. Так, если газ ограничен стенками, расположенными 
вдоль двух кругов широты, то, вообще говоря, необходим полный 
интеграл, содержащий две произвольные постоянные. Отношение 
постоянных и допустимые значения А? следует определять при по- 
мощи двух граничных условий, выражающих то обстоятельство, что 
на обеих параллелях движение целиком направлено по долготе. По- 
скольку значение всюду численно меньше единицы, ряд всегда 
сходится. 

Если часть поверхности, занимаемая газом, заключена между 
`двумя кругами широты, расположенными на одинаковых расстояниях 
от экватора, то задача упрощается, так как одна или другая из по- 
стоянных 4 и В в выражении (7) исчезает для каждой нормальной 
функции. 

337. Если рассматриваемая часть сферической поверхности со- 
держит полюс, то, так же как в случае полной сферы, необходимо 
ввести условие, что полюс не является источником. Для этой цели 
более удобно взять решение, выраженное через у, т. е. эт. 


1) Трошзоп апа Тан, №аг. Ряи., $ 782 ( Ви 0, а не 452 О . 
Тоацщег, Дар{асе’$ Бипсцапз, 5 19. 
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Если мы ограничимся здесь симметричным случаем, то, положив 
в (5) $ 336 5==0, будем иметь 


И — 2) 5% (1—2) миро. (1 


Одно решение этого уравнения сразу получается обычным путем, 
если взять возрастающий ряд и; подставить в диференциальное урав- 
нение для определения экспонентов и коэфициентов. Мы получаем 1) 
| т 0—2 (0.1 — 12) (2.3 — #2) 
4 — 2 НН, 
и и 


:. (0-1 — 1) (2.3 — #2) (4.5 — 2 ) 
жив УЕ... (2} 


Это значение Ф, является наиболее общим решением уравнения (1) 
при условии конечности решения при у==0. Полное решение, со- 
держащее две произвольные постоянные, предполагает источник 
произвольной интенсивности в полюсе, и в этом случае Ф’ имеет при 
у==0 бесконечное значение. Поэтому всякое решение, которое ос- 
тается конечным при у—= 0 и содержит ‘одну произвольную постоян- 
ную, является наиболее общим возможным решением при наложенном 
ограничении, что полюс не является источником. Следовательно, для 
нашей цели нет необходимости дополнять решение. Характер второй 
функции (содержащей логарифм У) будет показан на частном случае 
плоского слоя, который мы теперь и должны рассмотреть. | 

Подставив- п (п --1) вместо #?, получим для ряда, заключенного 
в скобки, 


1— ито, риа, (3) 


или после приведения к стандартному гипергеометрическому виду 


причем 
Л 1 


1 
а—— 5 п, р — п, с = 1, @4=1|. 
Так как ста—а— = > ‚ то ряд сходится для всех значе- 
ний у от 0 до 1 включительно. Для значений 6 ( == агс $т у) больших, 


1 
чем эп, это решение неприменимо. 


1) Неше, КиееГипсНопеп, 8 28, 
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Если п — целое число, то ряд становится тождественным с функ- 
цией Лежандра Р, (м). Если целое число — четное, то ряд обрывается, 
в противном случае он бесконечен. Так, при п ==1 ряд тождественен 


с разложением`м, т. е. У1 —%2, по степеням у. ' 

Выражение для Ф через у удобно применить к исследованию 
свободных симметричных колебаний сферического &лоя воздуха, огра- 
ниченного малым кругом, кривой радиус которого меньше квадранта. 
Условие, которому, нужно удовлетворить, есть просто 0ф|ду==0, 
т. е. уравнение, связывающее возможные значения #2, или А?с?, с за- 
данным граничным значением у. 

Некоторые частные случаи этой задачи можно исследовать при 
помощи функций Лежандра. Предположим, например, что п==6, 
так что #2 — 25? —42. Соответствующее решение есть ф = АР, (в). 
Максимальное значение №, для которого 4Ф[4и ==0, есть и=0, 8302; 
оно соответствует @ —=33958' ==0,59137 рад. 

Если положим с6==х, так что г будет радиусом малого круга, 
измеренным вдоль сферической поверхности, то получим: 


Ег — 42.0,59137 = 3,8325. 


Это уравнение связывает значение А (==21[\) с кривым радиусом 7”- 
для случая' малого круга, угловой радиус которого равен 33558’. 

Если бы слой был плоским ($ 339), то значение г было бы 3,8817; 

таким образом, разница в высоте основного тона в случае, когда 
радиус (г) данной длины прямолинеен или когда он изогнут по дуге 
в 38°, неощутима. Однако, результат сравнения был бы существенно 
отличен, если бы мы считали длину окружности одинаковой в обоих 
случаях, т. е. если бы заменили 68 == через су ==г. 

Для того чтобы получить симметричное решение для плоского 
слоя, необходимо только положить с бесконечным, причем так, чтобы 
су осталось конечным. Вследствие бесконечности Г. решение прини- 
мает простой вид | 


г И4у4 руб . 
ре Рав ваеа+ -..}, (4) 
ИЛИ, положив Су=—=г, где г — радиус-вектор в полярных координатах 
на плоскости, 
22 4 - 
9=А{1— ИЕ вв — -..} == АЛ (в), (5) 


- 5.4 

как в, (14) $ 336. 

Диференциальное уравнение для Ф, выраженного через у, при с 
бесконечном и су==г, имеет вид 
Г“ 0% | 14 И 
д? + - Г эр-Г А =0. (6) 
В следующем разделе мы проведем“ независимое исследование для 
плоской задачи и дадим решение. 
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338. Если $ отлично от нуля, то диференциальное уравнение, 
которому удовлетворяют коэфициенты при $150 и с0$5$0, есть 


УЕ — У) бу (1 — 292) Я -Нувиф, — 56, =0, (1) 


и легко найти решение, удовлетворяющее условию конечности при 
у —0 1), 


__ лаз $ (5-1) — #2 
== ДУ {1 Рава УР 


$521) — 1? (5-12) (5-3) — 12 
265-55) ° 4654 и+...}, 


или, полагая 1? = (п 1), 


— Аз (6—1) ($ -"-- 1) 


бое ира бе РО д. } (2) 
2.4.(2$ 2) (25-4) *** 
Это — полное решение задачи о колебаниях сферического слоя газа, 
ограниченного малой. окружностью с радиусом, менышим, чем квад- 
рант. Для каждого значения $ имеется совокупность возможных зна- 
чений п, определяемых условием 0Ф.|0у==0. При каждом из этих 
значений п функция, стоящая в правой части выражения (2), помно- 
женная на с055® или $ш5®, представляет нормальную функцию 
системы. Совокупность всех нормальных функций, соответствующих 
всем допустимым значениям $ и п, с произвольным коэфициентом для 
каждого значения дает выражение, которое может быть отождествлено 
с начальным значением Фф, т. е. с функцией, произвольно заданной 
по всей площади небольшого круга. 

Когда радиус с бесконечно велик, то и И? бесконечно велико. 

При суУ==7, 2? — А?7? и (2) принимает вид 

фе А" {1 аа ...}, (3) 
-25 2) 12-4-0522) 05-4 

т. в. функции от г, пропорциональной .. (г). 

Выраженное через м диференциальное уравнение, которому удов- 
летворяют коэфициенты при с0$ 5% или $11 5%, есть 


д д 
{ая} бо, =. (9 


| — в? 
Полагая ф.==(1 — и?) ф,, находим уравнение для Ф.: 
д? | д 
(ое РО ное-Е {8 — 58 -- 10} 9,=0, (5) 


с которым гораздо легче оперировать. 


1) Решение можно было бы пополнить добавлением второй функции, 
полученной из (2), путем изменения знака при $, который входит в (1) 
Только в квадрате; однако, если $ — положительное целое число, необхо- 
димо изменение. Метод вычисления мы поясним на примере плоского слоя, 


283 СФЕРИЧЕСКИЕ СЛОИ ВОЗДУХА гл. ХУ: 


Для решения его положим 
фе -- аи"? | ааа... Нар” |... 


и подставим это в уравнение (5). Коэфициент при наименьшей сте- 
пени м есть а (а — 1), так что & =0 или а ==1. Соотношение между 
ато И а.и найдем, приравнивая нулю коэфициент при +27: 
й —а (а 2т- $ — п) (ат 5 --п-!) 
2т+ 2 — б2т -2т—- 1 (а-2т--2) ) 
где п(п-- 1) =1?. 
Следовательно, полное значение $, есть 


= А{1-- НИРО и? -|- 
иен 6-и 3 
--—— 1.2.3.4: — и 
8—7 ($—п-|-2) и ЕО ($-+1--5) ые--.. }+ 
— 2 
НЕЕ и 


ие. }, 


2.3.4.5 (6) 


где А и В произвольные постоянные и 
(1 — 2), (7) 


Теперь нам следует доказать, что условие, чтобы полюс не-был 
источником, требует того,. чтобы п—$ было целым положительным 
числом; в этом случае один или другой из входящих в выражение 
для ф. рядов обрывается. Для этой цели недостаточно будет пока- 
зать, что ряды (если только они не обрываются) бесконечны при 
и, —=--1; необходимо будет показать, что ряды остаются расходя- 
щимися после умножения на (1 — ?)'5° или, как это мы представим 
в более удобном виде, что они бесконечны при |4—=---1 по сравне- 
нию с (1. — ц?)-'55. Достаточно будет подробно рассмотреть’ пер- 
вый ряд. 

Имеем ' 


(в— п &-Нт-- у 6-е —п--2 $ 1-0 (-7-3) __ 
а... = 


1 1 1 пт 
—1 (8 5 п) у 5” 5 } | 
5 | 


ре выеьниеьныы. 


12-5 
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что представляет стандартный вид (8) 5 386: 


ав, аа-РПЬ--1) 
Я У УИ 
при 


1 1 1 ! РОВ 
а, бут ро, с=1, @=5. 


Степень расходимости определяется значением а —с— 4, кото- 
рое здесь равно $ — 1. 


С другой стороны, теорема о разложении бинома дает для раз- 
ложения (1 — 4?) -"° 


1 1 1 
= 5 3 5 8+1) 
2 „2 (5 
1-е о -.. 5 
` , 1 
это выражение имеет стандартный вид, если а==-. 5, с—=1 ир=4, 
что дает аа 1. 


1 2 
Так как $ —1`> 5$ — 1, то оказывается, что ряды, входящие 


в выражение функции ф.„ представляют собой бесконечности высшего 
порядка по сравнению с (1 — м?)-'*5, а потому остаются бесконеч- 
ными после умножения их на (1 — 112)*. Следовательно, Ф, не мо- 
жет быть конечным на обоих полюсах, если ни один из рядов не 
обрывается, что возможно только тогда, когда п — $ есть нуль или 
положительное число. Если это целое число — четное, то нам следует 
‚ еще положить В —=0; если же оно нечетное, то нужно положить 
`А==0 для того, чтобы обеспечить конечное значение Ф, на полюсах. 

В обоих случаях выражению $, для полной сферы можно при- 
дать вид 


дт--$ 5Ри (р) 
о ищея (1 я, (8) 


где опущен постоянный множитель. Полное выражение для той ча- 
сти ф, которая содержит в качестве множителя с0$ 5% или 51 50, 
имеет поэтому вид 


п= со " 
©с0$ $4 


= а 5 УХА, (н), (9) 


п=$ 


где А, постоянно по отношению к [и 0, но как функция времени 
изменяется пропорционально 


соз [ия а ]. (10) 


Для большинства задач, однако, более удобно группировать вместе 
члены с одинаковыми п, чем члены с одинаковыми $. Так, для лю- 
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бого значения п 


= УР Рив) (4.05 50 -- В; зп 5%), (11) 
5=0 
где каждый коэфициент А, и В, можно фассматривать как содержа- 
щий временной множитель, вида (10). 
В начале Ф является произвольной функцией ци ©, а потому лю- 
бая такая функция может быть представлена в виде 
по $—п 


ф= У, Убив п (8 | (Ап со 50 -|- В" п 50), (12) 


п=0 $—=0 
представляющем разложение Лапласа по сферическим функциям двух 
переменных. 
Из диференциального уравнения (5), или из его общего реше- 


ния (6), легко вывести, что ф, имеет тот же вид, что и д%,._1|0, 
так что мы можем написать 


= (5) (13) 


(где не предполагается никакой связи между произвольными постоян- 
ными) или, выражая через Ф при помощи (7), 


ам (2% и 


Уравнение (13) представляет обобщение свойства функций Лапласа, 
использованного в выражении (8). 

Соответствующие соотношения для плоской задачи можно выве- 
сти как прежде, приписывая бесконечное значение п, которое имеет 
произвольное значение в (13) и (14), и полагая пу==Аг. Так как 


[2-2 —1, то 


где Ф, рассматривается как функция от У. В пределе м (хотя и под- 
лежащую диференцированию) можно считать равной единице и, та- 
ким образом, положить 


26 (р ) № (15) 


Если полюс не есть источник, то Ф, пропорциональна //, (#”). По- 
стоянный коэфициент, оставшийся в выражении (15) неопределенным, 
можно легко найти путем сравнения главных членов. Таким образом. 
мы найдем, что 


Л =(— 287 (ле дз) Л (Ё), (16) 
т. е. хорошо известное свойство функции Бесселя 1). 


1) Тоаващег, Гарасе’; КипсНоп5, $ 390, 
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Несомненно, гораздо легче иметь дело с колебаниями плоского 
слоя газа, чем с колебаниями слоя конечной кривизны, но я пред- 
почел привести косвенный и прямой методы исследования ради самой 
сферической задачи и соответствующего разложения по функциям 
Лапласа !), а также потому, что связь между функциями Бесселя и 
Лапласа, повидимому, не всегда понимается достаточно четко. Теперь 
же мы можем продолжать независимое исследование плоской задачи. 

339. Если в общем уравнении простых колебаний воздуха 


Уф ф==0 
мы положим, что Ф не зависит от 2, и введем полярные координаты 
на плоскости, то получим (5 241) 


95/10, 10% 
ата + ной НФ =0, (1 


или, разлагая Ф в ряд Фурье, 


ф=Ф-Ф-...-Е$„-... (2) 


где Ф„ имеет вид А„со$ пб -|- В„ т пб, 


94,14, м 
(ия), =0*. (9) 


Это уравнение имеет такой же вид, как и уравнение, с которым мы 
имели дело при исследовании круглых мембран ($ 200); главное 
математическое различие между этими двумя задачами заключается 
в том, что в то время как в случае мембран условие, которому нужно 
удовлетворить На границе, есть ф ==0, в данном случае нас скорее 
интересует граничное условие 0Ф|0г=—0, соответствующее ограниче- 
нию газа жесткой цилиндрической оболочкой 3). 

Так как в полюсе нет источника, то решение уравнения (3) есть 


ф, == АЛ, (Ё"), (4) 
и уравнение, определяющее возможные периоды колебаний внутри 


цилиндра радиуса г, имеет вид 


—__ 

У, (Е) ==0. (5) 
Низшие значения Аг, удовлетворяющие (5), даны в приведенной на 
стр. 292 таблице 4), которая вычислена по таблицам Гансена для 


1) Я в значительной мере пользовался книгой Нете, Напафисй аер 
Кизе{ипсНопеп, ВегИп, 1861 и статьями У. Томсона, по теории приливов 
Лапласа; \/. ТВопзоп, РАЙ. Ма»г., том 1, 1875. 

2) Здесь я прибегаю к обычным обозначениям, но читатель поймет, что п 
соответствует $ предыдущих параграфов; и в функциях Лапласа теперь 
бесконечно. 

3) [Симметрические колебания внутри цилиндрической оболочки, со- 
ответствующие случаю л == 0, были рассмотрены Дюамелем (Оивате!, Дол 
ЭШе Гоигп. Ма., том 14, стр. 69, 1849] 

*) „Мое; оп ВеззеГз ЕипсНопз“, РАЙ. Маг., ноябрь, 1872, 


}9* 
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функций / при помощи соотношений;. позволяющих выразить Л» 
через Л и Л. 


Число вну- 

тренних уз- 

ловых окру- 
жностей 


3,832 ‚ 3,054 | 4,201 
7,015 6,705 | 8,015 
10,174 9,965 | 11,344 
13,324 6 
16,471 
19,616 


[Для корней уравнения Л, (2) ==0 профессор Мак-Магон 1) находит 
м м--3 __ 4 --82т—9) _ 
2 (9 — В 88' 3 (88'}8 
__ 32 (83т8 -|- 207512 — 3089 -|- 3527) (6а) 
15 (885 | 
где т=—-4и? и = (2-45 -|- 1). Можно убедиться, что при 
—© (ба) дает такой же результат, как (4) $ 206 при п=1, 
в соответствии с тождеством Л (2) == — Л! (2). 
Частное решение можно написать в виде 
`ф,„==(Асоз пб -- В зт.п9) Л, (Ег) соз Ваё -|- 
-|-- (С соз яб -- Р з пб) Л, (ЕР) зщ Кар, (6) 
где А, В, Си Д произвольны для всякого донустимого значения 


пи^. Так же, как и в соответствующих задачах для сферы и круг- 
Лой мембраны, сумма всех частных решений должна быть достатечно 


обнчей, чтобы представлять произвольные значения Ф и и.ф при #==0. 

В качестве примера сложных колебаний мы можем предположить, 
так же как в 5 332, что начальное условие для газа определяется 
соотношением 


ф = —= = ==7с050. 
При этих обстоятельствах выражение (6) приводится к виду 
ф = А, соз 6, (217) соз В1аё -- А» соз 6, (5) соз Её... (7) 


и еслн мы предположим, что радиус цилиндра равен единице, то до- 
мустимые значения К будут корнями уравнения 


Л(®==0. (8) 
% МсМаноп, Аляа{$ о МатетаНс$, том [Х, № В 
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Условием для определения коэфициентов А будет то, что для всех 
значений 7, от Гг—0 до г=1, 


г== АЛ (#0 -- Аз, в)... (9) 
откуда, так же, как в $ 332, 
__ 2 
У (10) 
Поэтому полное решение будет иметь вид 
2 с0$ @.Л (г) 
ев (8 05 46 (11) 


где суммирование распространяется на все значения А, определяемые 
уравнением (8). 
Если мы положим 2—0 и г==1, то из (9) и (10) получим 


2 
У =1 (12) 


—Й уравнение, которое может быть проверено численно или аналити- 
ческим методом, подобным тому, который мы применили в случае 
уравнения (14) $ 332. Мы можем доказать, что 


1 Л ' (2) ==с01$:-- У (1—5), 


откуда после диференцирования 


Ле) 
Уи 


РА 


Отсюда мы можем получить (12), полагая 2 ==1 им приняв во вни- 
мание основное диференциальное уравнение, удовлетворяющееся функ- 
цией /‚, что показывает, что 


[ Более обще, при У, (Е) ==0,. 
2п \ 
Уве! | 


До сих пор мы предполагали, что цилиндр — полный, так что 
ф повторяется несле каждого оборота, что требует, чтобы и былое 
целым числом; если же вместо полного цилиндра мы возьмем. сектер, 
заключенный между @ —=0 и 0—8, то вообше будут иметь место 
дробные значения п. Так как 0Ф!0 исчезает на обоих границах 6, 
то ф должна иметь вид 


ф== А со$ (Каё-- г) со$ по, (Ах), (13) 


294 СФЕРИЧЕСКИЕ СЛОИ ВОЗДУХА [гл. хми 


где п==уп|В и у— целое число. Если В в целое число раз меньше п 
(или равно п), то полное решение содержит только целые значения п, 
как и можно было предвидеть заранее; но вообще необходимо вве- 
сти функции дробного порядка. 

Интересный пример представляет случай В==2п, соответствую- 
щий цилиндру, пересеченному жесткой стенкой, распространяющейся 
от центра до периферии (ср. $ 207). Действие стенки заключается в том, 
что она создает возможность существования разности давлений по 
обе стороны от нее; если же такой разности нет, то стенку можно 
убрать, и получающиеся колебания не отличаются от колебаний, 
рассмотренных в теории полного цилиндра. Такое положение вещей 
получается при у четном. Если же у — нечетное, то п имеет вид 


1 
целое число -- 5) ‚ и давление по обе стороны стенки различно, 
В последнем случае можно выразить „/, в конечном виде. Основной 


тон получается, если положить У==1, или п=-, когда 
ф== Асоз (ваё в) со о ВПК, (14) 
Ул 
и допустимые значения А являются корнями уравнения А = 22. 
` Первый корень (после нуля) есть А == 1,1655, что соответствует тону, 
значительно более низкому, чем любой тон, который возможен для 
полного цилиндра. 

Предыдущий анализ имеет интересное приложение к математиче- 
ски аналогичной задаче о колебаниях воды в цилиндрическом сосуде 
одинаковой повсюду глубины. Читатель может обратиться к статье 
о волнах, помещенной автором в РАЙозборШса! Мазазте в апреле 
1876 г. и к статьям профессора Гэтри (Сиййе), на которые там 
делается ссылка. Наблюдение периодов очень просто, и таким путем 
можно получить экспериментальное решение задач, теоретическое 
исследование которых выходит далеко за пределы мощности извест- 
ных методов. 

340. Возвращаясь к полному цилиндру, предположим, что он 
ограничен жесткими поперечными стенками на высотах 2 ==0 и 2=—[, 
и отбросим ограничение, состоящее в том, что движение должно быть 
одинаковым во всех поперечных сечениях. Общее диференциальное 
уравнение ($5 , есть 


195 | 10% __ 
тя ава НФ =. (1) 
Разложим Ф по теореме Фурье в ряд 
2 
ф—=Н-ЁН, со$ НН, с0$ -п-|.. .--Я, соз (р* “+... (2) 


где коэфициенты Н, могут быть функциями Г и 0. Такой вид обеспе- 
чивает выполнение 7” граничных условий при 2==0, #==/ и каждый 
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член должен независимо удовлетворять диференциальному уравнению. 
Таким образом, , 


ЭН, 1 дн, | ОН, ‚т —_ 
т О т (# —Ри =) Н,=0 (3) 
-— уравнение, которое имеет такой же вид, как и в случае, когда 


движение независимо от 2, причем А? заменено через А? — рт? ?.. 
Поэтому частное решение можно написать в виде 


ф== (А, соз пб -|- В, $п пб) сор -. Ив — рае. 1) соз Ваё- 
-- (С, с0з и -- О, за пб) соз рт › Л, (/ 8 — рана. 7) зш Ка, (4) 


что следует обобщить в виде тройной суммы по всем целым значе- 
ниям р ип, а также го всем значениям А, определяемым уравнением 


Л. (ИУ Е — рт.) =0. (5) 


Если г==1 и если обозначить через А’ значения Е, приведенные 
в таблице в $ 339 и соответствующие чисто поперечным колебаниям, 
то будем иметь 


КР. (6) 


Чисто аксиальные (продольные) колебания соответствуют нулевому 
значению А, не включенному в таблицу. 
341. Полный интеграл уравнения 


0%, | 1 0$ 

п 2—" 

9г2 -- Г 9г -(* ф,=0, (1) 
если нет никаких ограничений относительно отсутствия источника 
в полюсе, содержит вторую функцию от г, которую можно обозна- 


чить через Л_ „ (х). Таким образом, опуская несущественные постоян- 
_ ные множители, мы можем положить ($ 200) 


Руа Аг 4 \ 
И ыы: мы — и 
_ м А4г4 , 
В (о Ноа 


но второй ряд требует изменения, если п — целое число. При п==0 
оба ряда становятся тождественными, а потому непосредственный 
результат ‘подстановки п==0 в (2) лишен необходимой общности. 
Необходимое решение можно, однако, получить по обычным правилам, 
применимым к таким р Обозначая коэфициенты при Аи В 
в уравнении (2) через }(пи) и /(— п), имеем по теореме Маклорена 


ф= м ) 1 ВХ( — п) = , 
— (А-В) /(0) -(А— ВУЛ (0) "(А-В (0) 5-Е... 
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Следовательно, приняв новые произвольные постоянные, мы можем 
предельную форму выражения (2) написать в виде 


Ф==АД0)-- ВХ (0). 


‚В этом уравнении }(0) есть Л, (Аг). Для определения /’(0) имеем 


Аг? Ага , 
(и) = му {1 — ааа Гочаоиа рт ‚+ 


2474 


2? 
м ={1— аа Гада ата ри — 


Если обозначить через и общий член (содержащий 72”) ряда, 
заключенного в! скобки, без учета его знака, то 


= — —Щ ога га, = 


так что 


где 
1 | } 1. 
Зита РЗ... Ри. (3) 


Таким образом, 


2 244 йбрб 
Поти {1—5 Ред — рева 2 р 
Кр? Ри Авуб 
+ (= 22.42 5 -Надеы 42. 63 ‚—...}, 


и полный интеграл при п==0 имеет вид 
т [5 вы 
ф=(А-вшя {1— 58 “Е. 48 в—...} + 
| о. 6х6 
В {5 же 5 ее ...}. (4) 


Для любых целых значений п соответствующее выражение можно 
получить при помощи (15) $ 338 


= (— 280" (дел Фе (5) 


Формулу (5) можно получить и непосредственно из диференциаль- 
ного уравнения (1). Заменив Аг через = и положив: 


9 29» (6) 
найдем вместо (1) 


о о, (7) 


022 


Далее, уравнение (7) можно представить в виде 


Е е- - = (8) 
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откуда непосредственно следует, что 


д 
Фа — 925 Фи—1› (9) 
так что 
д \п 
= (52) Фе, (10) 
или, в силу (6), 
д \п 
Е (11) 


что эквивалентно выражению (5), поскольку постоянные в выражении 
для Ф, произвольны в обоих уравнениях. 

Последовательные выражения для Ф„, получаемые таким образом, 
сходятся для всех значений аргумента, Но практически они бесполезны, 
если аргумент велик. В таких случаях мы должны были бы обра- 
титься к полусходящемуся ряду, соответствующему (10) $ 200. 

Уравнение (1) можно представить в виде 


02 (24) (5) ("+ =) 


Рин Зи (2"Ф„) - 27, —0, (12) 


откуда, в силу выражений (4) и (12) $ 323, находим ‘общее реше- 
ние уравнения (1) в виде: 
И 12 — 4и? , (12 — 41?) (32 — 4п?) 
— [3 {ЕР — ООО _ = 
фи== С (те {1 1.812г -- 1.2.(87)? — 
__ 48 — 417?) (32 — 4?) (52 — 4?) 


1.2.3. (81278 т. ..) - 


лан + 12—41? | (1?— 412 (33 — 4иэ) 
5) ве {1 ви 2-й Г 


„ (12 — 47?) (32 — 4л?) (52 — 47?) } 
И тазвия 1’: 


При п целом эти ряды бесконечны и в конечном счете расхо- 
дятся, но (см. $5 200, 302) это обстоятельство не мешает им быть 
практически полезными. 

Наиболее важным применением ‘полного интеграла уравнения (1) 
является представление при его помощи возмущения, распространяю- 
щегося из полюса; эта задача была рассмотрена Стоксом в его статье 
о. сообщении колебания газу. Условие того, что возмущение, пред- 
ставленное выражением (13), будет исключительно расходящимся, 
есть просто РЫ—=0, как это непосредственно видно по введению 
фактора времени е4!, если предположить г очень большим; глав- 
ным затруднением в этом вопросе является отыскание соотношения 
между коэфициентами возрастающего ряда, соответствующего этому 
условию; для этой цели Стекс применяет. -решение уравнения (1) 
в форме определенного интеграла. Мы достигнем той же цели, 
пожалуй, проще, применяя результаты $ 302. 


(13) 
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В силу (22) и (24) 5 302, 
_ [5 в ]2.32 
(>) ев {1— 1. = Нова 2. За-Г 


=" {к (2) ( 9}— р (14) 


- 


и таким образом задача сводится к определению вида правой части 
уравнения (14) при малом 2. В силу (5) 5 302 и (5) $5 200, имеем 


5 п{К(2-Н М (2)} =2-- > йт-|- члены высшей степени 2, (15) 


так что остается только найти вид определенного интеграла в выра- 
жении (14) при малом 2. Положив УР 22 —=у— В, имеем 


со со * — 22 0 21 } 
е- _ е-вав.. =|#. 2у [7 р 4 
УР у у. 


При 2 малом 2?|2у также мало во всей области интегрирования, 
и, таким образом, мы можем написать 


|.) 
е-848 #2 в—"зУ 
= .. ау. 
[уя | ту о 4у?. :--) у“ 
Первый интеграл правой частн есть 


НУ т. —94 

е е-з4ч 1 1 

|5 %=| о тм (2) -Но2+...) (16) 
1 


= 


72 


где / — постоянная Эйлера (0,5772...); и, как мы можем легко 
убедиться, интегрируя по частям, другие интегралы ничего не при- 
бавляют к главным членам. Таким образом, если 2 весьма мало, то 


х \1№ _, 12.32 12.32.52 
— (=) у =1— 1. — -Е Гав 2.(812)°° 1.2.3. ВЕН: ‚|= 
1+ (5 2) #-... (17) 


Заменяя 2 через А2 и сравнивая с видом выражения (4) при г малом, 
мы видим, что для того, чтобы сделать ряды тождественными, мы 
должны положить 


1 1. 
А=у- шоу ША 5, В=1, 
так что последовательность волн, расходящихся из полюса, которая 


1) Ое Могоап, РЕ} {егеп Иа! апа [щезтай Саси!из, стр. 653, 
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выражается убывающим рядом 


фо (дет {1 — па газвия— р (18) 


можно представить также в виде я ряда 


ТЕГ гы 
= (1-5 № — ен < — ... 
32 ь р6буб 
= $1 — 93, 5 п 42. 8 53 — р (19) 


При ‘применении формулы (11) к убывающему ряду части, содер- 
жащие г-” и е+й! в качестве множителей, очевидно, будут оста- 
ваться заметными, и полный интеграл для общего значения п при 
условии, что часть, содержащая е+йГ, не должна появляться, получится 
путем диференцирования из полного интеграла для п ==0, подчинен- 
ного тому же самому условию. Таким образом, поскольку в силу (5) 
ф, ==0Ф,|дг, мы имеем 


ри — 1.3, — 1.1.3.5. 
Ф: = (=) ыы {1— СТ. а | ГВ 2.(81ЕгР — 
__ —1:1.32.5.7 
`` 12.3.8793 -.. .} (20) 


или, выражая в виде возрастающего ряда, 


КГ 22 22.42 
ег) [РГР 233 
‚(нь 5") — С вв— р 
Р ы 3 Ь5р5 
Ч $1 — а 5 Кв —.-. (21) 


Эти выражения применены проф. Стоксом для того, чтобы показать, 
насколько слабо передаются окружающему газу колебания струны 
(соответствующие члену первого порядка). Для этой цели он сравни- 
вает действительно получающийся звук и. звук, который распростра- 
нялся бы в том же самом направлении, если бы боковое движение 
газа вблизи струны было задержано. Для струны рояля, соответ- 
ствующей среднему С, радиус проволоки может иметь размер около 
0,02 дюйма, а \ равна приблизительно 25 дюймам; оказывается, что 
звук приблизительно в 40000 раз слабее, чем он был бы, если бы 
движение частиц воздуха происходило в плоскостях, проходящих 
через ось струны. „Это показывает жизненную важность деки в струн- 
ных инструментах. Хотя амплитуда колебаний частиц деки крайне 
мала сравнительно с амплитудой колебания частиц струны, но по-. 
скольку дека представляет собой широкую поверхность, соприкасаю- 
щуюся с воздухом, она способна возбуждать громкие и звучные коле- 
бания, в то время как струна, натянутая абсолютно жестко, возбуж- 
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дала бы неносредственно в окружающем воздухе колебания настолько 
малые, что они были бы почти или даже совсем не слышны. 

„Усиление звука, создаваемое путем задержки ‘бокового движения, 
легко показать при помощи очень простого эксперимента. Возьмем 
камертон и, держа его в руках, после того как его привеяи в коле- 
бание, поместим листок бумаги или лезвие широкого ножа так, что- 

С бы его край был параллелен оси 

Я камертона им настолько близко к 

камертону, насколько это возмож- 

но без прикосновения. к нему. Если 

плоскость препятствия совпадает с 

и —— одной из плоскостей симметрии 

камертена, как это представлено на 

Фиг. 64. чертеже линиями,  помеченными 

буквами А или В, то мы не нолузим 

никакого эффекта; если же мы. поместим' пренятствие в среднем по- 

ложении, например в положении С, то звук станет значительно 
сильнее 1)“. 

342. Действительное выражение для потенциала скорости сим- 
метричных волн, распространяющихся в двух измерениях, получается 
из выражения (18) $ 341, после введения фактора времени ей путем 
отбрасывания мнимой части; оно имеет вид 


фо ("сов (#9) {1 вит ... 
. Г 2 2,22, 52 / 
+ (55) “ялй (4 — за) гозааыз- о. (1 


где, как обычно, содержатся две произвольные постоянные — одна 
в виде множителя всего выражения, а другая — в качестве добавле- 
ния ко времени. 

Задачу о линейном источнике равномерной интенсивности также 
можно исследовать общим методом, применимым к трем измерениям. 
Так, в силу выражения (3) $ 277 мы можем положить 


бе-4 ета 
—2(`2- ах о [27 46 
$ \ о (2) 


г 


где р — расстояние от некоторого элемента 4х до точки О, в кото- 
рой надлежит определить потенциал, и г— наименьшее знанение р, так 
‚что р==7--л?; это выражение должно иметь такой же вид, 
как (1). Положив у==р —, мы можем вместо (2) написать 


© 
а (3) 
) уу, 


1) З4юкез, РАЙ. Тгапу. том 158, с1р. 447, 1868, 


ф=2 


ъ 
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` откуда вытекают различные выражения, каки в (14) $ 341. Если 
Кг велико, то можно получить приближенное значение интеграла, 
пренебрегая вариацией Иа: у, так как, учитывая быстрые измене- 
ния знака, вызываемые множителем г-, мы должны брать только 
малые значения у. Но 


со |=) 


с0$ х ах зп х ах РЗ 
—— = ие ———— И = ) (4) 
0 Ух о 


оу Ее 1—2=У Же -—# (+5 ›) (5) 


Вводя множитель е и отбрасывая мнимую часть выражения, 
в конечном итоге получаем выражение 


= сова (2 (“и — 34) (6) 


для потенциала скорости на большом расстоянии. Аналогичное рас- 
суждение применимо и для того, чтобы показать, что выражение 
(1) представляет также выражение потенциала скорости ино одву 
сторону от бесконечной плоскости ($ 278), получающегося при рав- 
номерном нормальном движении бесконечно малой полосы, ограни- 
ченной параллельными линиями. 

Подобным же образом мы можем рассматривать и член первого 
порядка выражения (20) $ 341, как выражение потенциала скорости, 
создаваемого двойными источниками, равномерно распределенными 
вдоль бесконечной прямой линии. 

С точки зрения настоящего раздела становится понятным значе- 


так что 


1 
ние запаздывания на Я, которое обнаруживается в выражении (1) 


и в результатах следующего параграфа. (выражения (16) и (17)). При 
обычном интегрировании для поверхностного распределения по зонам 
Френеля (5 283) полный эффект равен половине эффекта первой 
зоны, а фаза эффекта первой зоны находится посредине между фа- 


зами крайних частей, т. е. на 4 ^ позади фазы центральной точки. 


В настоящем случае запаздывание результирующей относительно 
центрального элемента меныше, вследствие преобладания централь- 
ных частей. 

_Из фермул настоящего параграфа для потенциала скорости ли 
мейного источника мы можем путем интегрирования получить 
соответствующее выражение для источника, равномерно распре- 
деленного по плоскости. Волны, исходящие из этого источника, 
необходимо являются плоскими волнами, потенциал скоростей для 
которых можно выписать непосредственно, и сравнение результатов 


302 СФЕРИЧЕСКИЕ СЛОИ ВОЗДУХА [гл. хуш 


приводит к оценке некоторых определенных интегралов, связанных 
с бесселевыми и родственными им функциями !).] 

343. В виде иллюстрации к формулам 8 341 мы можем взять зада- 
чу о возмущении плоских звуковых волн цилиндрическим препятст- 
вием, радиус которого мал сравнительно с длиной волн и ось кото- 
рого параллельна плоскости волн (см. 5 335). 

Пусть плоские волны представлены функцией 


т — ей (а1+х) — о№оЁ. о с0$ 0, (1) 


Легко провести обычное разложение функции ф в ряд Фурье, 
причем коэфициентами при различных членах, как легко предвидеть, 
будут просто функции Бесселя соответствующих порядков. 

Таким образом, так же как в (12) $ 2724, 


еййг 08 0—1, (г) | 21, (Ег) соз0--...--2Л, (Аг) соз0. 


Но, поскольку мы ограничиваемся здесь случаем, когда радиус ци- 
линдра с мал, мы сразу разложим по степеням г. 
Так, при г==с, если опустить ей, мы будем иметь 


ф=1— 1 #68 Ие-соз0 |...) (2) 


Е 1 -- №. с030--.. (3) 
Величина и даже самый закон возмущения зависят от характера пре- 
пятствия. Начнем с предположения, что материалом цилиндра служит 
газ с плотностью 6’ и сжимаемостью т’; решение задачи для жест- 
кого препятствия можно в конечном итоге получить путем соответ- 
ствующих предположений относительно б’и 11’. Если А' — внутреннее 
значение К, то внутри цилиндра из условия, что ось не является ^ 
источником ($ 339), будем иметь 


и Е4г4 
ф= о {1 — в... Е 
ара. №4 р4 
Аи 1—5 мен рано 
так что при Г==С 
1 1 1 ! 
ф (внутри) = 4 (1 — 122? ) -- А.с (1 — #22? ) оз, (4) 


д 1 3 р 
ор ле (1 Зи) е6 9 


“и 


1) „Оп Ройи-, Гпе-, апа Р1апе-боигсез о! зоипа“, Ргос. опа. Ма. 
$0с. том ХХ, стр. 504, 1888. 
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Вне цилиндра при Г=с, в силу (19) и (21) $ 341, имеем 


" Е В 0 
= в (ту) 7”, (9 
0 __ В: 6036 
В (7) 


Следовательно, условия, которым нужно удовлетворить на поверхно- 
сти раздела, суть 


— Ао? — — Р-Р 2В, (8) 
д 1—1 с?) = 1—4 #22 В у {+1155 ), (9) 
с. 0 4 1—4 
312? 
А, (1— 8 )= #— т. ” (10) 
б! Р'2с2 . В 
Але (1—5) = -Ны, (1 
откуда, исключая А,, А!, приближенно получаем 
1] р!2 1 т'—т 
Во (1 —чв- НЫ т * (12) 
В. = 126? 
о (13) 


Таким образом, на некотором расстоянии от цилиндра, в силу 
(18). и (20) $ 341, имеем 


ф = — Во (= )" ей -|- В. (= =)" е-#7.с0$ 0 — 


= ие- и ( т)” я се с056 } = 
ИИ ре ини (тео Ра 2 056}. (14) 


Следовательно, первичной волне соответствует 

25 | 

ф==с0$ 5 (@--х), (15) 

а отраженная расходящаяся волна приближенно выражается в виде 
__ Ре ии с'— 5 р = ( 1 

= — = из с0$ 87 с0$ С (42 —и— з^). (16) 


То, что Ф изменяется обратно пропорционально }“, можно было 
предвидеть, применив метод размерностей, как в соответствующей 
задаче для сферы ($ 296). Как и в том случае, симметрическая часть 
расходящейся волны зависит от изменения сжимаемости и исчезает 
при применении к действительному газу; член же первого порядка 
зависит от изменения плотности. 


304 СФЕРИЧЕСКИЕ СЛОИ ВОЗДУХА [гл. ху] 


Предполагая, что 0’ и т’ обращаются в бесконечность таким 
образом, что отношение их остается конечным, получаем решение, 
соответствующее жесткому и неподвижному препятствию 


т (5 + с0в6) 085 (44—74). (17) 


Исключительная малость препятствия, оказываемого тонкими про- 
волоками или нитями прохождению звука, ярко иллюстрируются 
‘некоторыми экспериментами Тиндаля. Кусок катаного войлока тол- 
щиной в полдюйма пропускает больше звука, чем смоченный 
носовой платок, который вследствие того, что его поры закрыты, 
ведет себя скорее как тонкая пластинка. По тем же соображениям 
туманы, и даже дождь и снег, оказывают лишь неболыное влияние 
на свободное распространение звуков, средней длины волны. Для 
свистка, или очень острого звука, эффект, пожалуй, был бы заметным: 

[Можно воспользоваться частичными отражениями от полотнищ 
муслина для иллюстрации одного важного принципа. Если чистый 
тон высокой (неслышимой) частоты отражается от одного полотнища, 
и затем встречает чувствительное пламя, то его интенсивность, вероят- 
но, будет недостаточна для создания видимого эффекта. Однако, если 
расположить небольшое число подобных полотнищ параллельно одно 
другому и на таких (равных) расстояниях друг от друга, чтобы ча- 
стичные отражения совпадали по фазе, то отражения окажут сильное 
воздействие на пламя. Параллельность и одинаковость расстояний 
между полотнищами можно поддерживать механически при помощи 
соответствующих приспособлений’ (равномерных зажимов), которые, 
однако, допускают изменение общего расстояния. Тогда легко про- 
следить зависимость действия волн от подгонки расстояния между 
полотнищами к длине волны звука. Так, если бы волна падала 
перпендикулярно, то пламя получило бы наиболее сильное воздей- 
ствие при интервале между двумя соседними полотнищами, равном 
половине волны; и хотя условия эксперимента требуют наклона под. 
острым углом, это обстоятельство тоже легко может быть учтено !).] 


1) „1Аезсеп{ Сгуз#а!5", Ргос. Юоу. [т5. апрель 1889. См. также РАЙ. 
Маг., том ХХИУ, стр. 145, 1887; том. ХХУТ, стр. 256, 1888, 


ГЛАВА ХХ 
ТРЕНИЕ И ТЕПЛОПРОВОДНОСТЬ 


344. Выведенные в главе ХТ уравнения и следствия из них были 
основаны на допущении (5 236), что взаимодействие между двумя 
частями жидкости, разделенными воображаемой поверхностью, нор- 
мально к этой поверхности. Действительные жидкости, однако, не 
удовлетворяют этому идеальному условию; во многих явлениях су- 
щественную, и даже преобладающую, роль играет недостаточная 
текучесть, обычно называемая вязкостью или трением в жидкости. 
Поэтому целесообразно будет исследовать, заметно ли влияет вяз- 
кость на колебаний воздуха, и если влияние вязкости заметно, то 
каким образом оно происходит. 

Для того чтобы ясно понять природу вязкости, представим себе, 
что жидкость разделена на параллельные слои так, что, хотя каждый 
слой движется в своей плоскости с постоянной скоростью, однако, 
при переходе от одного слоя к другому наблюдается изменение 
скорости. Простейшее предположение, которое мы можем сделать, 
это — то, что скорости всех этих слоев имеют одинаковое направле- 
ние, но равномерно возрастают по величине по мере передвижения 
вдоль перпендикуляра к граничным плоскостям слоев. При таких усло- 
виях между соприкасающимися слоями возникает тангенциальная сила 
в направлении относительного движения, пропорциональная по вели- 
чине быстроте изменения скорости и коэфициенту вязкости, обычно 
обозначаемому через ц. Так, если слои параллельны плоскости ху, 
а направление их движения параллельно у, То тангенциальная сила, 
отнесенная (подобно давлению) к единице площади, равна 


Размерность и есть МГЛ*ТГ-*. 

Изучение происхождения этой тангенциальной силы относится 
к молекулярной физике. Максвелл объяснял ее, в соответствии с ки- 
нетической теорией газов, как результат обмена молекулами между 
слоями, вызывающего рассеяние количества движения. Как теорети- 
чески, так и экспериментально, было установлено замечательное но- 
ложение, что эта сила в широких пределах не завясет от плотности 


20 Рэлей 
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газа. Для воздуха при @° стоградусной шкалы Максвелл нашел!) 
и —0;0001878 (1 -- 0,003668), (2) 


где за единицы приняты сантиметр, грамм и секунда. 

345. Исследование уравнений движения жидкости с учетом сил 
вязкости едва ли можно считать относящимся к предмету настоящего 
труда, но для некоторых читателей может оказаться полезным под- 
черкнуть здесь его тесную связь с более широко известной теорией 
упругости твердого тела. 

Потенциальная энергия единицы объема равномерно растянутого 
изотропного вещества может быть выражена в виде?) 


пе в — ода 2е —2ще 
На -- 52-{ с?) = 
ее (208 2-2 — 2-2), ( 
где 8(=—=е-[ /-- 2) — растяжение, е, }, 2, а, 68, с — шесть компо- 


нент деформации, связанных с действительными смещениями @, В,,1 
уравнениями 


__ ба __ 08 __ 91 
—б,, Г, 8 д.’ (2) 
Ця. а баб 
1—9, Роу ДОЗ у = Гдк, (3) 
а т, п, х— упругие постоянные, связанные уравнением 
1 
Х — Ш — з п, (4) 


где п— мера жесткости, или сопротивления сдвигу, а Х — мера 
сопротивления изменению оббема. Компоненты напряжения Р, @, Ю 
5, Т, (0, соответствующие е, }, 2, а, 6, с, определяются из У про- 
стым диференцированием по этим величинам. Так, 


Рё 2в (#«—18) ит. д. (5) 
$ =па ит. д. (6) 


Если Х, У, 7 — компоненты приложенной силы, отнесенной к еди- 
нице объема, то уравнения ратновесия имеют вид 


Но 2 ТЕХ = О ит. д., (7) 


откуда можно непосредственно получить уравнения движения, поль- 
зуясь принципом Даламбера. Выраженные через смещения а, В, 1, 


1) Махуе! „Оп Фе У1зсозЙу ог Пцегпа! Ег1с Чоп оЁ Ат ап4 оег Сазез“. 
Ри. Тгап$., том 156, стр. 249, 1866. 
2) Твотшзоп апа Та! Машга! РЕПозорйпу, Аррепёх С. 
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эти уравнения принимают вид 


95 1 0 
зи; иа-- Х=О ит.д, (8) 
где | 
__ да 08 9 
8х Роу Ко: (9) 


Обычная теория жидкого трения не содержит никаких восстанав- 
ливающих сил; но, с другой стороны, нам следует рассмотреть силы 
вязкости, отношение которых к скоростям элементов жидкости (и, 9, ) 
имеет точно ‘такой же характер, как отношение восстанавливающих 


сил к смещениям (а, В, 1) изотропного твердого тела. Так, если д’ — 
скорость растяжения, так что 


0’ = = и (10) 


то сила, направленная параллельно х и создаваемая вязкостью, есть 
как ив (8) 


' 1 08' 
Коза ИУ. (11) 


До сих пор Хх и п были произвольными постоянными, но, как 
с болышой убедительностью аргументировал проф. Стокс, нет ни- 
каких причин для того, чтобы равномерное во всех направлениях 
растяжение приводило к силе вязкости или создавало давление, отли- 
чающееся от статического давления, соответствующего действитель- 
ной плотности. На основании этого аргумента нам нужно положить 
х=—=0; и, как вытекает из (6), п совпадает с величиной, обо- 
значенной прежде через |4. Поэтому члены, зависящие от трения, 
суть 


вы 3 (5 -- ) ит. д., 


и ($ 237) уравнения движения принимают вид 


(их) — ии — за (= На» + „)=0 (12) 


или, если приложенные силы отсутствуют и если пренебречь квадра- 
том скорости, 


зака На 0 д) =0. (18} 


Мы можем заметить, что рассмотренные здесь диссипативные силы 
соответствуют диссипативной функции, нмеющей такой же вид отйо- 
сительно и, ©, , какой имеет функция У относительно @, В, | в тео- 
рии изотропных твердых тел. Таким образом, полагая Хх =—0, из (1) 


20* 
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1 _ ди 2 ду 2 
=" | | [[2(9+) +2(5) + 
ди\2 2 ди т д г 0 \? ду |, ди \? 
(5) — ааа) + (= На) + 
ди ‚ ди\? ди ‚ 99\2 
-- (52-2) -- (5-52) [ах ду (14) 
в согласии с вычислением проф. Стокса 1). Теория трения для случая 
сжимаемых жидкостей была впервые дана Пуассоном °). 
346. Применим теперь диференциальные уравнения к исследо- 
ванию плоских звуковых волн. Предполагая, что © и % равны нулю 


и что ий, р и т. д. являются функциями только от х, получаем 
из (13) 5 345 


имеем 


ди | др 4 ди 
о 9 Гах зд = 0 (1) 
Уравнение непрерывности (3) $ 238 в этом случае имеет вид 
0$ | ди 


а соотношение между переменной частью давления бр и сгущением $, 
как обычно (5 244), есть 


др=а?6ъ5. (3) 
Таким образом, исключая из (1), (2) и (3) $р и $, получаем 
ди 0?и 4, 0Зи 
дн — @ дп — Зо дар 0, (4 
это и есть уравнение, данное Стоксом 3). 
Исследуем теперь, каким образом затухает с возрастанием х цуг 
гармонических волн с длиной волны \, возникающих в начале (х==0). 


Предполагая, что & изменяется пропорционально 2, найдем, как 
ивб 148, 


и == Ае-“% с05 (п — Вх), (5) 
где 
дрл8 
о 2? ав — Зо 
= бат, 208=— баш. (6) 
а 4 
920 В 


При применении к воздуху при обычных давлениях |4 можно рассмат- 
ривать, как весьма малую величину и пренебречь ее квадратом. 
Таким образом, 


п 22 
В —& , Я — 30а (7) 


1) Зюкез, Сатьм4ее ТгапзасНоп, том ПХ, 5 49, 1851. 
2) Ро1з50п, Лоигпа{ 4е РЕсойе Роруесйтдие, том ХИ, вып. 20, стр. 139. 
3) 5юкез, Сатб@е ТгапзасЦоп$, том У, стр..287, 1845, 
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Оказывается, что при таком порядке приближения трение в жияко- 
сти не влияет на скорость звука. Заменив п через 2па)-!, мы 
придадим выражению для коэфициента затухания вид 


__ Зв 
@ — ЗА а 3 (8) 


показывающий, что вязкость оказывает наибольшее влияние на ко- 
роткие волны. Амплитуда уменьшается`в, отношении е:1 при .х==а-!. 
В единицах СО$Ф можно положить. ро == 0,0013, в==0,00019, 
<=—33200, откуда 


х==8800)2. (9) 


Следовательно, амплитуда волн длиной в | см уменышается в отно- 
щении е:1 после прохождения расстояния в 88 м. Длина волны 
в 10 см соответствует примерно х четвертой октавы; для этого 
случая х равняется 8800 м. Таким образом, оказывается, что при ат- 
мосферном давлении влияние трения не должно быть заметным при 
обычных наблюдениях, за исключением только звуков, расположенных 
вблизи верхнего предела музыкальной гаммы. Смягчение звуков 
на расстоянии, как это замечается в гористых странах, ножалуй, 
‚следует приписать трению, благодаря которому более высокие и бо- 
лее резкие компоненты постепенно выключаются. Часто, должно быть, 
замечалось, что звук „С“ едва-едва передается, а то и вовсе не пе- 
редается эхом, и я обнаружил!), что на расстоянии в 200 м сильный 
свист утрачивает свой характер даже при отсутствии отражения.' Воз- 
можно, что и этот эффект также обязан вязкости. 

В сильно разреженном воздухе значение @, опрёделяемое выра- 
жением (8), сильно возрастает, так как | остается постоянным. Тогда 
даже низкие тоны могут изменяться на небольших расстояниях. 

Из наблюдений `Колладона на Женевском озере следует, что в воде 
низкие звуки затухают быстрее, чем высокие. На небольшом расстоя- 
нии от колокола, возбуждаемого ударом под водой, они обнаружил, 
что звук становится коротким и резким, теряя музыкальный характер. 

347. Эффект вязкости, заключающийся в изменении движения 
воздуха, соприкасающегося с колеблющимися твердыми телами, можно 
лучше всего понять из решения задачи, данного Стоксом для весьма 
простого случая. Предположим, что бесконечная плоскость у2 совер- 
- шает гармонические колебания в направлении у, параллельном самой 
плоскости. Так как движение происходит вдоль параллельных слоев, 
то #й и 1 равны нулю, и переменные величины являются функциями 
только х. Первое из уравнений (13) $ 245 показывает, что давление 
постоянно; соответствующее уравнение для о получает вид 

о ,. (1) 
р 9х? 


1) „Асоц$Нса! ОБзегуаНоп5“, РАЙ. Маг., том Ш, стр. 456, 1877. 
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подобный виду уравнения линейной теплопроводности. Если теперь 
предположить, что © пропорционально ей! то получающееся уравне- 
ние для х ‘будет 


00 . П 
ах == Е Хх, (2) 
а его общее решение — 
9 == Ае-мх -|- Ве+тх, (3) 


где ОИ 
п=у/ Ма --д. (4) 


Если газ находится по положительную сторону плоскости, совершаю- 
щей колебания, то движение должно прекратиться при х==-Р со. 
Следовательно, В —=0, и, отбрасывая мнимую часть, получим зна- 
чение © 
—1/ ?х пр 
© == Ае 2 08 иё — ты } (5) 
соответствующее скорости 


’И— А соз и (6) 


при х==0. Скорость жидкости, соприкасающейся с плоскостью, обычно 
принимается одинаковой со скоростью самой плоскости, исходя как 
будто бы из достаточного основания, а именно, что в противном 
случае предполагалась бы бесконечно ббльшая гладкость жидкости 
по отношению к твердому телу, чем по отношению к самой этой 
жидкости. При этом предположении уравнение (5) выражает движе- 
‘ние жидкости на положительной стороне плоскости, создаваемое 
движением плоскости, определяемым уравнением (6). 

Тангенциальная сила на единицу площади, действующая на плос- 


кость, равна 
(х) 
и дх 5—0’ 
илн, если А =—1{, 


ву“ {— сор лё-- аиё} == мои (УТУ). (7) 


Первый член выражает диссипативную силу, стремящуюся остановить 
движение; второй член выражает силу, эквивалентную увеличению. 
инерции колеблющегося тела. Величина обеих сил зависит от частоты 
колебания. | 

Полученным результатом мы воспользуемся для приближенного 
вычисления скорости звука в трубах, столь узких, что вязкость воз- 
духа оказывает заметное влияние. Так же, как в 5 265, допустим, 
что Х обозначает полный поток жидкости сквозь сечение трубы 
в точке х. Сида гидростатического давления, действующая на участке 
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между хи х--6д»х, как обычно, равна 


—$5 Ор ах рах ох 


(8) 


Сила вязкости может быть определена из исследования, проведенного 
для плоскости, совершающей колебания, если только толщина ‘слоя 
воздуха, прилегающего к стенкам трубы, мала сравнительно с диа- 
метром. Так, если Р — периметр .трубы, а Ур— скорость течения 
на некотором расстоянии от стенок трубы, то тангенциальная сила, 
действующая на взятом участке, внутри которого заключен объем $ дх, 
в силу уравнения (7), равна 


> 1 1 ду 
— Ру Тон ( Ут), 
или, заменяя У через ох [5, 
1 1 0х 
_ ку тра ыа Тя =) 
Поэтому уравнение движения для этого периода есть 


24 дх ‚ 1 0Х ‚, 0х 
о -- У Тон (+ ‘ов ) = —@ р9х дз, 


д°Х Р пвдХ __ 2 Х 
ов о 15 5 И} + И" р 0 ‘дж ° (10) 


Скорость звука приближенно равна 


(9) 


ИЛИ 


__ ТР р 
или, для случая круглой трубы радиуса г, 
— 
‚И. со 


Результат, выраженный в формуле (12), впервые получен Гельм- 
гольцем. 

348 !). В исследовании Кирхгоффа?), к которому мы теперь пе- 
реходим, учтен не только эффект вязкости, но и одинаково важные 
эффекты, возникающие в результате выделения теплоты и ее пере- 
дачи путем теплопроводности от газа к твердым стенкам узкой трубы, 
и обратно. 


1) Этот и следующие параграфы впервые печатаются во втором изда- 
нии. В первом издании, заканчивавшемся $ 348, последний был посвящен 
вос динамического подобия 

исвой, Роза Апл., том СХХХУ, стр. 57Т, 1368, 
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Пренебрегая квадратом перемещения, получим „уравнение непре- 
рывности“ (3) $ 237 в виде 


РН =, (1 


так что динамические уравнения о $ 345 можно записать в виде 


ди | 1др __ 035 
0 Г 0х — и дх 0 ° (2) 


Относящиеся сюда мчс вопросы уже были рассмотрены 
в $ 247. В силу уравнения (4), имеем 


09 д 
== а, (3) 


где у — постоянная, выражающая коэфициент температуропроводности. 
В силу (3) $ 247, 


261-899, (4) 
0 
где р-— ньютоновское значение скорости звука, а именно р °. Если 
0 

обозначить лапласовское значение этой скорости через а, то 

42 

Р2] =1==1- ав, (5) 
так что 

а2 — р? 
=—=- . (6) 


Мы упростим уравнение, введя вместо @ новый символ 0’, связанный 
< ним соотношением @' —=6/В. Тогда уравнение (3) принимает вид 
0’ 05 
= =, (7) 


и типичное уравнение (2) можно записать в виде 


ди 205$ р о 00'__ 132 и 02$ 

ЕР дх Е (@ — в) РУ Родов, (8) 
где |’ равно №[9%. ” выражает вторую постоянную, значение которой, 
согласно теории Стокса, есть = м’. Это соотношение находится в со- 


гласии с кинетической теорией Максвелла, которая, при введении 
более специальных предположений, дает, далее, 


5 
—5 в. | (9) 


Во всяком случае |’, м” и у можно рассматривать как величины 
®динакового порядка. 


348] ВЛИЯНИЕ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ 313 


Теперь, следуя Кирхгоффу, введем предположение, что перемен- 
ные и, 9, 10, $, @’ являются функциями времени, определяемыми 
только множителем е*, где й — постоянная, которую далее мы будем 
считать мнимой. Диференцирования по # теперь выражаются введе- 
нием множителя й, и уравнения принимают вид 


аа 5 из, (10) 


ри -52, 
и! 2, __ ОР | 
во = — бу, (11) 
во — ии — 9, 
Ра в) 5 (2—6, (12) 
5—0 — У. {13) 


Если исключить $, то, в силу (13), выражения (12) и (10) полу- 
чат вид 


Р= ее ив — р -Е и) У, (14) 
тие о СНА — 593 =0. (15) 


Диференцируя уравнения (11) по х, у, 2, складывая их и применяя 
затем выражения (14) и (15), находим для 0’ уравнение 


и — ви} 


НЕ -Ни и) =0. (16) 
Решение уравнения (16) можно получить в виде 
0'=4,9,-- 4,0, (17) 
где ©, и ©, суть функции» удовлетворяющие соответственно вырз- 
жениям 
У, =). 9, И У2О, =). О., ‚ (18) 


где \у и \, —корни уравнения 

в — {Р-ев 

{ии Не =0, (19) 
а А, и А, — произвольные постоянные. 


В соответствии с этим значением 6” частные решения уравнений 
(11) получаются путем приравнивания и, 9, % производным 


В, ©, -- В» С, 
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взятым по Хх, у, 2. Отношение постоянных В, и В. к постоянным 
А! и А, получается непосредственно из (15), что дает 


У? (В. 9. -- В.О) (# — у?) (4,9, - А. 9,) =0, 


так что, в силу (18), 
й й 


Более общие решения можно получить путем прибавления к ц, 
©, ® соответственно &', 9', и’, которые удовлетворяют соотноше- 
НИЯМ 


Уи! — а и’, УЗ = и 9’, УЗ — А %. (21) 
р р в 


Таким образом, 


ЕЕ 
о =9' В, бу Е В`бу 22) 
д 94 
РВ, 5; РВ: д. 


где В, и В. имеют значения, данные выше. 
Подставляя значения и, 9, 10, определяемые выражениями (22), 
в уравнение (15), мы получим 


о а (23) 


349. Эти результаты к прежде всего применил к случаю 
плоских волн, предполагая, что они распространяются в бесконечном 
пространстве в направлении --- х. Тогда ©’ и %' исчезают, а и’, (, 
и О. независимы от у и 2. Из (23) $ 348 следует, что и’ также 
исчезает. Уравнения для (), и @, суть 


ое 94). 
9х2 =), и дж ==), ©) (1) 
так что мы можем положить 
= — 


где знаки при квадратных корнях следует выбрать так, чтобы действи- 
тельные части были положихельными. В соответствии с этим 


п=А,), "(:—»). г "№ -|- Аз, "(=—»)= ХУ», (3) 
== Де ХИ - Ауе- «У, (4) 


где постоянные А; и А, можно рассматривать как определяемые значе“ 
ниями чи @' при. х=0. 
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Решение, выражаемое соотношениями (3) и (4), — слишком общее 
для нашей теперешней цели, так как’ предполагает произвольную 
теплопередачу при х ==0. Из квадратного уравнения для » (19) 5 348 
мы видим, что, если считать м’, \\”, у малыми величинами, то одно 
из значений ^, скажем \,, приближенно равно #?[а?, а другое зна- 
чение, \., весьма велико. Решение, которое нам нужно, это решение, 
которое соответствует просто ^.. Вторым приближением для №1, в си- 
лу (19) $ 348, будет 

р У 1? { НЕ уб?рз 
= иже ры" РУ а = \!— а? -- аб’ 


так что 


о №, „ 6? 
ИА {в и + (1—а) . (5) 
Если теперь вместо й написать $1, то мы увидим, что типичное 
решение имеет вид 


и=—= тио :- 2) , (6) 


т Ни’ (1—2)}. 7) 


В выражение (6) можно ввести, как обычно, произвольный множитель 
и произвольное слагаемое, добавляемое к #; можно также, при жела- 
нии, получить еще решение, опустив мнимую часть. 

Эти результаты находятся в согласии с результатами, уже полу- 
ченными для частных случаев. Так, при У=0 выражение (7) дает 


где 


С другой стороны, если не учитывать вязкости, так что ’=— 
=—= М" =0, то мы снова придем к выражению (18} 5 247. Нам не 
приходится ничего добавлять к уже проведенному рассуждению. 

В случае сферических волн, распространяющихся в направлении -|- , 
Кирхгофф находит подобным же образом выражение для радиальной 
скорости 

д е-тт (1-7) 
дер (8) 
где 2’ имеет такое же значение (7), как и выше. 

350. Теперь перейдем к более важной задаче и предположим, 
что воздух заключен внутри ‘цилиндрической трубы круглого сечения 
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и что движение симметрично относительно оси х. Если у? -|- 2? ==72 и 


то и, и’, 9, 4', О, О, следует рассматривать как функции от х 
и г. Предположим далее, что эти величины, как функции от х, про- 
порциональны е”*, где т — комплексная постоянная, которую нужно 
определить. Уравнения (18) $ 348 для ©, и ©, принимают вид 


12, — 2) О, (1 
0, — т 0, (2 

Для и’, 4' уравнения (21) и (23) дают 
отв), (9 
о — (я) @) 


пи" --Т 0. `(5) 


Эти три уравнения удовлетворяются, если и’ определяется- из первого 
уравнения, а 4’ выбрано так,’ что 


= пб» (6) 
Последнее соотношение получается путем вычитания из уравнения (4) 
результата диференцирования уравнения (5) по г. Решение уравнения (3) 


можно записать в виде и’ == АО, где А — постоянная, а © — функция 
от г, удовлетворяющая уравнению ° 


90 (100 (в 
97 рта (7) 


= АО— Ат(5, —›) ©: — Аз (и —») 4», (8) 


т 90 Ё 90 Ё 9% 
АА, 5) 9” — (#5) 97° (9) 
0—4, 9,-- 4,0.. (10) 


На стенках трубы и, 4, @'’ должны удовлетворять известным усло- 
‚виям. Мы будем предполагать здесь, что на стенках как движение 
газа, так и изменения температуры отсутствуют: таким образом, когда г 
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принимает Значение, равное радиусу трубы, и, 4, 6’ равны нулю. 
Следовательно, искомое условие выражается в виде исчезновения де- 
терминанта уравнений (8), (9) и (10), а именно, 


т (= (2 


Йа  №/ 96 дг 
й _ \О9ШО. 
—(;. т 0. (11) 


Три функции @, @:, ©, которые должны оставаться конечными при 
г==0, являются функциями Бесселя. нулевого порядка ($ 200), так 
что мы можем написать в обычном обозначении 


9=л, т — 1, 


к 


9. =Л{7Итр—\ }, (12) 
= Л{7УИт—\, }. 


В уравнении (11) значения №, и Х, не зависят от г, так как опре- 
деляются выражением (19) $ 348. В применении к воздуху при нор- 
мальных условиях |’, |", У можно рассматривать как малые; тогда 
приближенно будем иметь 


дз ва? 
= =. (13) 


Второе приближение к значению ), уже было дано в выражении (5) 
$ 349. Здесь предполагается, что скорость распространения эффектов 


вязкости для рассматриваемой высоты звука, а именно Уи’, $ 347, 
мала сравнительно со скоростью звука, так что пу'|а?, или №и'|а®, — 
малая величина. 

При истолковании этого решения нужно отметить два крайних 
случая, заслуживающих особого внимания. Первый из них, случай, 
рассмотренный Кирхгоффом, везникает, когда |4’, |4", у считаются весьма 
малыми, настолько малыми, что слой газа, на который непосредственно 
действуют стенки трубы, представляет лишь незначительную долю 
всего заключенного в трубе газа. Если у’ и т. д. равны нулю, то 


мы имеем 
ра 


— 2—1. 
=, п — 5, 


так что гУ 11? —\, является здесь малой величиной. С другой стороны, 
|. ——-—_—Ц`—-—-|-[- 
ГУ = ии гУ т —\, велики. 


Значение Л, (2) при малом 2 дается возрастающим рядом (5) $ 200; 
из этого ряда непосредственно следует, что 


Оп № (2) ___ __ 1 


9: 5 2 


318 ТРЕНИЕ И ТЕПЛОПРОВОДНОСТЬ [гл. жмх 


Если 2 очень велико, и`притом таково, что мнимая его часть поло- 
жительна, то (10) $ 200 дает 
д шт Д (2) ( 1 ) . 
—=— 2 — п | =— —. 
902 в 4 1 
Следовательно, если сохранить только члены высшего порядка, то 
будем иметь 


шт О Е 
дг и’? | 

дп 9: __ 1 р 
де ==> "(М — 1), (14) 


Подставив эти выражения в (11) и взяв приближенные. значения \, 
и ^, из (13), находим 


в (1 + у) (15) 
где ' 


и=Ую- ($—,),, (16) 


причем знак при УЕ следует взять таким, чтобы действительная 
часть была положительной, 
Напищем, далее, 
й— 1, (17) 


так что частота равна п|2п. Таким образом, 


УЕ=У 1-9 (18) 


и 
т==- (ти), (19) 
где в силу (15), 
Ё"_—_ Упт' п_ ИП _ Упт' 90 
и — У2аг’ а рт (20) 


Если мы восстановим множители, зависящие от х и Ё которые мы 
до сих пор опускали, то будем иметь 


и — ВЮе*+тх, == ВЮ'е!"+тх, $ — ВА"е*+тх, 


где В — произвольная постоянная, а А, Ю', Ю" — определенные функ- 
ции от Г, исчезающие при г, равном радиусу трубы, и принимающие 
значения 


В В’'-=0, В" — 


а 


ДЛЯ точек, лежащих на конечном расстоянии от стенок. Получаемое 
решение для #, применимое к точкам, расположенным на конечном 
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расстоянии от стенок, можно написать в виде 
и == Сце"'* зш (пё-- т’х 8.) -Р Суе-""х т (п — тх- $), (21) 


где С,, С», 6:1, 8» обозначают четыре действительные произвольные” 
постоянные. В соответствии с этим и’ определяет ослабление, кото- 
рое испытывают волны при распространении, а ш” определяет скорость 
распространения. Эта скорость равна 


пота | (22) 


в согласии с выражёнием (12) $ 347. 

Уменьшение скорости звука в узких трубах, обнаруживаемое по 
длине волны стоячих колебаний, было замечено Кундтом (8 260) и 
специально изучено Шнеебели !) и Зеебеком ?). Из их опытов следует, 
что уменьшение скорости пропорционально 7“! в согласии с (22), 


— 3). 
но что при изменении й уменьшение пропорционально скорее п ) 


—1 


чем п ”. Так как м не ‘зависит от плотности (0), то в разреженном 
воздухе ‚ эффект был бы усилен. 

Теперь обратимся к рассмотрению другого крайнего случая урав- 
нения (11). Он возникает, когда труба такова, что слой, на который 
непосредственно влияет трение, образует не тонкую, прилегающую 
к стенкам, прослойку, а распространяется на все сечение, как это 
должно неизбежно случиться при достаточном уменьшении диаметра. 
При этих условиях #г?|м’ — малая, а не большая, как это было 
в случае, рассмотренном Кирхгоффом, величина, и аргументы всех 
трех функций в выражении (12) следует рассматривать как малые. 

Один из результатов исследования можно заранее предвидеть. 
По мере уменьшения диаметра трубы передача теплоты внутри столба 
воздуха от центра к периферии становится все свободнее и свободнее. 
В пределе температура твердых стенок определяет температуру 
заключенного внутри газа, и сгущения и разрежения происходят 
изотермически. При таких условиях уже нет рассеяния, создаваемого 
проводимостью, и все происходит так, как если бы теплота не обра- 
зовывалась вовсе. Следовательно, коэфициент теплопроводности не 
входит в результат, который, помимо того, содержит ньютоновское 
значение р скорости звука, а не лапласовское а. 

При малом 2 


22 2% 
Л (=) = 1 —5= Гав, 
так что приближенно 


а Л (2) __ | 1 
= (1+3). (23) 


1) ЗсппееБеНн, Розе. Апп., том СХХХУГ, стр. 296, 1869. 
2) ЗееБеск, Розх. Апп., том СХХЩХ, стр. 104, 1870. 


320 ТРЕНИЕ И ТЕПЛОПРОВОДНОСТЬ [гл. хих 


Если ввести результаты приложения (23) к величинам (©, О, О) 
в выражение (11), то уравнение можно разделить на 57, и тогда 


левая сторона его будет состоять из' двух частей, первая из которых 
не зависит от г, а вторая пронорциональна г?.'’ Первая часть при- 
водится без дальнейших приближений к У(\, —\.). Для второй части 
следует удержать только главные члены. Таким образом, пользуясь 
выражениями (13), получаем 

а2г? [т2 2 (а? — 2) 

Ня} =, 

откуда 

Зи ИЗ (22 — 5? 

11? — в Ив (а — 2) . 
272 уб4 


Отношение второго члена к первому имеет порядок #7?|у, т. е. по 
предположению есть малая величина, так что мы можем просто на- 
писать решение, применимое в  прелположенный условиях, в виде 
2 ВИ __ Вип . (24) 

р2р1 22 

Прежде, чем покончить с этим вопросом, целесообразно будет 
вкратце рассмотреть аналогичную задачу для двух измерений, хотя 
она имеет меньшее значение, чем задача о трубе кругового сечения, 
рассмотренная Кирхгоффом. Анализ здесь несколько проще; но по- 
скольку он практически идет тем же путем, нам достаточно будет 
ограничиться просто , указанием необходимых изменений. Предпола- 
гается, что движение не зависит от 2 и происходит между парал- 
лельными стенками при у=—- у1. 

Уравнения (1) — (11) предыдущего исследования можно считать 
все еще применимыми к настоящей задаче, если подставить ® вместо 
дну вместо г, опустив члены, в которых Г входит в знаменатель. 
Общее решение уравнений, соответствующих (1), (2) и (7), содержит 
две функции, состоящие из синусов и косинусов аргументов, крат- 
ных у. Но из (8), (9) и (10) очевидно, что условия задачи при 
у==0 требуют, чтобы функция синус отсутствовала, так что в выра- 
жении (12) мы можем просто заменить функцию Л, косинусом. 

В случае, когда |4’ ит. д. рассматриваются как бесконечно малые, 
мы нмеем, как м в (14), при у=у, 


до „ий 
ду —- т ) 
т 0, __ Ива (25) 
ду ТП 6? ? 
но вместо второго из уравнений (14) получим 
д ш 
у — и). (26) 


ду 
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При подстановке этих значений в (11) уравнение останется без из- 
менения, за исключением того, что произойдет замена г через 2у,. 
Такую же подстановку следует сделать в (15), (20) и (22). Послед- 
нее уравнение дает для скорости звука 


.| =! (27) 


21 У2пт 


Стоит отметить, что выражение (27) представляет собой вид, 
который приняло бы выражение (11) 6 347 для этого случая, если 


бы в нем заменить Уи’ через ; можно еще, пожалуй, отметить, 
что того же самого изменения достаточно для того, чтобы сделать 
это уравйение применимым к сечению любой формы для случая, 
когда термическими эффектами нельзя пренебречь. 

Во втором крайнем случае, когда расстояние между стенками 2у, 
настолько мало, что величиной #у?/у приходится пренебречь, мы имеем 


вместо (23) следующее выражение: 


дп с0$ 2 __ 12 
— 9 _ =—2 (1-32). (28) 


Таким образом, последующие уравнения могут быть приспособ- 
1 
лены для нашей теперешней цели путем замены в них 5 г? через 


1. > 
3 У: Следовательно, аналогом ‚ выражения (24) будет 


7 Г 

пез И, (29) 

У ВУ 

351. Результаты 5 350 имеют важное значение для объяснения 
поведения пористых тел по отношению к звуку. Тиндаль показал, 
что во многих случаях звук проникает в подобные тела более сво- 
бодно, чем можно было бы ожидать, хотя он отражается от тонких 
слоев непрерывного твердого вещества. С другой стороны, стог 
соломы, повидимому, представляет весьма совершенное препятствие. 
Возможно, что пористые стены дают ослабленное отражение, так что 
внутри здания, ограниченного такими стенами, резонанс менее про- 
должителен, чем он был бы в случае, если бы стены состояли из 
непрерывного вещества. | р 

Если рассматривать вопрос с механической точки зрения, то оче- 
видно, что звук не уничтожается подобными препятствиями. При 
отсутствии диссипативных сил та часть звука, которая не прошла 
сквозь препятствие, должна быть отражена. Уничтожение звука может 
быть обусловлено вязкостью или теплопроводностью, но влияние 
этих факторов в огромной степени увеличивается при коприкосно- 
вении с твердым веществом, обладающим обширной поверхностью.` 
У такой поверхности как тангенциальное ‚ так и нормальное движения 
задерживаются, и происходит переход тепла к стенке и от стенки 


21 Р эдей 
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поскольку соседний воздух нагревается и охлаждается при его сгу- 
щениях и разрежениях. При той быстроте изменения, с какой мы 
имеем дело в случае слышимых звуков, эти эффекты распространя- 
ются лишь на очень тонкий слой воздуха и твердого тела, и потому 
влияние их в значительной степени усиливается, если вещество 
разбито на тонкие поры. 

Предположим, что стена, представляющая гладкую поверхность, 
разбита, будучи в других отношениях непрерывной, на большое число 
подобных узких каналов, равномерно распределенных и ограниченных 
поверхностями, всюду перпендикулярными к поверхности стены. Если 
число каналов достаточно велико, то переход, при соприкосновении 
звука со стеной, от простых плоских волн вне стены к кдлебаниям 
воздуха, соответствующим внутренности канала неограниченной длины, 
занимает пространство, небольшое сравнительно с длиной волны 
колебания, и тогда связь между положением вещей внутри и вне 
стены допускает простое выражение. 

Рассматривая сначала внутренность одного из каналов и распола- 
гая ось х параллельно оси канала, предположим, что компоненты 
скорости #, 9, в и сгущение $, если рассматривать их как функции 
от х, пропорциональны е, а если рассматривать их как функции 
от Ё— пропорциональны е”, гдеп — действительное число. Соотно- 
шение между А и п зависит от природы газа и от размеров и формы 
канала и было определено для некоторых важных случаев в 5 350, 
где {6 обозначено через т. Предполагая это соотношение известным, 
мы теперь покажем, как подойти к проблеме отражения. 

Для этой цели рассмотрим уравнение непрерывности, проинте- 
грированное по поперечному сечению с канала. Поскольку стенки 
канала непроницаемы, 


9 [|542 [изо 


| [545 | | и =0. (1) 


Это уравнение применимо к точкам, отстоящим от отверстия на рас- 
стояние, превышающее более чем в несколько раз, диаметры каналов. 

Расположив теперь начало оси Х на поверхности стены, составим 
соответствующие выражения для волн вне стены; здесь мы можем 
пренебречь влиянием вязкости и теплопроводности. Если а — скорость 
звука в отверстии канала и А, —=п[а, то для волн, падающих и 
отражаюцихся перпендикулярно, мы можем написать 


$— (еЁ№х -- Ве-й) етЕ, (2) 
—а ( — е№х -- Ве-й*) еЁп!, (3) 

так что падающая волна есть 
$ = еЦ+ Кох), (4) 


так что 
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или, отбрасывая мнимую часть, 
$ —560$ (иЁ-- ох). (5) 


‚ Эти выражения применимы, когда х превосходит в несколько 
раз расстояние между каналами. Непосредственно вблизи поверхности 
движение будет более сложным; однако, нам нет необходимости 
исследовать его подробнее. Отношение и к $ вблизи стены получим 
с достаточной точностью, положив в (2) и (3) х=0, 


и В, (6) 
а5 Вв-1 
Предположим теперь, что пространство, заключенное между 
параллельными плоскостями, расположенными по одной с обеих сто- 
рон от х —=0, можно взять настолько тонким сравнительно с длиной 
волны, что средние давления существенно одинаковы ва обеих гра- 
ницах и что поток внутрь этого пространства у одной границы 
практически равен потоку из внутреннего пространства наружу на 
другой границе, причем в то же время это пространство достаточно 
велико по сравнению с поперечными размерами каналов, так что 
допустимо применение соотношения (6) на одной граничной плоско- 
сти и соотношения (1) на другой граничной плоскости. Равенство 
потока не предполагает равенства средних скоростей, так как рас- 
сматриваемые площади различны. Средние скорости будут обратно 
пропорциональны соответствующим площадям, т. е. будут находиться 
в отношении с:(5—-0'), если через б’ обозначить площадь непроби- 
той каналами части стены, соответствующей каждому каналу. В силу 
(1) и (6), связь между движением внутри и снаружи выражается 
в виде, 


= вт 17”. 


Обозначим отношение непробитой каналами части стены к пробитой 
ее части через 2, так что ©==0'|. Таким образом, 


1—В_ д 
ТЕВ ат э) (7) 


Если ©==0, то А=К., т. е. если бы стена исчезла или если бы 
она была сведена к бесконечно тонким перегородкам между каналами 
и в то же время мы пренебрегли бы диссипативными эффектами, то 
отражение не имело бы места. Если совсем нет отверстий (2== оо), 
‘то В ==1, что означает полное отражение. В общем случае вместо 
(7) мы можем написать 

в— 9 —№ (8) 

кА’ 

что и является решением предложенной задачи. Предполагается, 


что волны, однажды вошедшие внутрь стены, не возвращаются назад. 
21* 
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В случае, когда действуют дисвипативные силы, этому условию всегда 
можно удовлетворить, полагая каналы достаточно длинными. Необ- 
ходимая длина канала или толщина стены будет зависеть от свойств 
газа и от размеров и формы каналов. Отражение, даже при отсут- 
ствии #диссипативных сил, должно происходить, за исключением край- 
него случая 2==0. Полагая в (8) А==А,, имеем 


В= р 9 
2-Е ® 
1 
Если &=—=1, т.е. если вырезана половина стены, то В—= 3, а 
1 
В* =, так что отражение. мало. Если каналы — круглого сечения 


и расположены в виде квадратной сетки насколько возможно близко 
один К другому, то == (4 —п)|п, откуда `В =0,121, а В? =0,015, 
и почти все движение проходит насквозь. 

Если каналы имеют круговое сечение и настолько малы, что 
величиной 77?!у можно пренебречь, то мы имеем из (24) $ 350 


вип 
2—3 — 
— К? — 11? — р (10) 


так что (21) волна, распространяющаяся внутрь канала, пропорцио- 
нальна 


е"'х з1п (пё-Н:т"х-Е 0), (11) 
где 
тт И 
тии УИ "ЕТ, (12) 


а ]— отношение удельных теплот ($ 246). 

В качестве числового примера предположим, что высота звука 
равна 256, так что и =2п-256. Значение \\’ для воздуха равно 0,16 
единиц СО$, а значение у равно 0,256. Если положить г == 0,001 си, 
то найдем, что 1/?|8у равно примерно 0,001. Если бы г было 
в 10 раз больше, то приближение, принятое в (10), было бы, по- 
жалуй, еще достаточным. 

Из (12), в случае, если и —=2п-256, 


т’ — т" — 6005 
=" ==>, 


(13) 
так что при г==0,001 см, т==1,15. В этом случае амплитуда 
уменьшается в отношении е:1 после прохождения расстояния 
1[т', т. е. около 1 см. Расстояние, на которое проникает звук, 
пропорционально радиусу канала. 

Амплитуда отраженной волны, в силу (8), равна 


в отатэа—д—м 
т’ Е И-А-А 
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или, как мы можем написать, 


М—1— [м 
Вим’ (14) 
где 
м=и-Э . (15) 


Если обозначить интенсивность отраженного звука через /, а интен- 
сивность падающего звука принять’ за единицу, то 


__ 2мМ—2М-Е. 
МЕ ЕЭМ-ЕГ (16) 


Интенсивность звука, вошедшего внутрь стены, определится соотно- 
шением 

4М 

МЕ ЕОМЕГ (т 
В силу (12) и (15), 


! 
м—2 “РЭ Ут. (18) 
гУп 

Если предположить, что г==0,001 см и г==1, то мы должны 
иметь стену достаточно плотной структуры. В этом случае, в силу (18), 
М -- 41,4 и 1 —1/—0,0412. Потеря 4% может показаться незна- 
чительной; однако, нужно вспомнить, что при продолжительном 
резонансе мы имеем дело с накоплением эффекта от болышого числа 
отражений, так что сравнительно малая потеря при одном отражении 
может оказаться существенной. Толщина пористого слоя, необходи- 
мая для того, чтобы вызвать такой эффект, меньше 1 си. 

Допустим опять, что т - 0,01 см, в==1. Находим М==4,14, 
1 — /—0,342, и необходимая толщина должна быть меньше 10 см. 

Если г значительно больше 0,01 см, то теплообмен между воз- 
духом и стенками канала уже недостаточно свободен, чтобы можно 
было пользоваться выражением (24) $ 350. 

Если диаметр настолько велик, что тепловые и вязкостные эффекты 
проявляются в пределах лишь неболыной его части, то мы имеем 
случай, рассмотренный Кирхгоффом (15) 5 350. 

Здесь 


"(1 — 
=" 1 РЕ} . (19) 


Это значение следует подставить в (3). Если ради простоты мы по- 
ложким 2—0, то найдем 


(20) 


— дял ° (21) 
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Однако, условие 2==0 несовместимо с круговым сечением; поэтому 
предпочтительнее пользоваться решением, соответствующим выраже- 
нию (27) 5 350, и применимым в случае, когда каналы имеют вид 
узких щелей 1). Нам следует просто заменить гв (19), (20) и (21) 
через 2у., где 2у, — ширина щели. Падающий звук поглощается 
все более и более полно по мере возрастания ширины канала; но 
В ТО же самое время становится необходимой болышая длина канала 
или бблышая толщина стены для того, чтобы предотвратить возврат 
звука от задней стороны. Если ©==0, то теоретически нет предела 
поглощению; и, как мы видели, не очень большое значение 2 само 
по себе может обусловить лишь сравнительно малое отражение. 
Слабо сбитый стог соломы, повидимому, является настолько же хо- 
рошим поглощателем звука, как и любой другой подобный предмет. 

В обширных помещениях, ограниченных непористыми стенами, 
потолком и полом и имеющих мало окон, продолжительный резо- 
нанс, повидимому, неизбежен. Заглушающее влияние толстых ковров 
в подобных случаях хорошо известно. Применение подобного мате- 
риала для стен и потолка, повидимому, представляет наилучший путь 
к дальнейшему усовершенствованию. ‘` 

352. Одним из наиболее любопытных следствий вязкости является 
образование в некоторых случаях правильных вихрей. Один из таких 
примеров, открытых Дворжаком, уже был упомянут в $ 260. В тео- 
ретически невязкой жидкости подобное явление не могло бы воз- 
никнуть (5 240), и даже если жидкость обладает вязкостью, это — 
явление второго порядка, т. е. определяется квадратом скорости. 
“Гри задачи подобного рода были рассмотрены автором *) в другом 
месте, но здесь мы должны ограничиться явлением Дворжака и упро- 
стить вопрос путем ограничения двухмерным случаем и пренебрегая 
членами, зависящими от образования тепла и от теплопроводности. 


Если предположить, что р=а’р и вместо шР писать $, то 
о 


основные уравнения (12) $ 345 будут иметь вид 
. 0$ __ ди ди ди о р 9 ди до 
ам бы пои (9, -ду), (1) 


а соответствующим уравнением для ® и уравнением непрерывности 
$ 238 будет 


Ня Не-а = (2) 


1) Следует заметить, что даже в случае двухмерной задачи допущение 
2—0 предполагает бесконечную теплоемкость материала, составляющего 
‚поры. 


„Оп Фе СисшаНоп о Аг оБзегува ш Кипа Тиьез, апа оп зоще 
а11е4 АсоизНса! Ргоетз*, РАЙ. Ггалз., том 1175, стр. 1, 1883. 
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Каковы бы ни были действительные значения и и 9, мы можем на- 
писать 


— 02 | 0? —_ 0% __ 9% 
ох Году, “ду дх’ (3) 
где 
ди до ди, д 
2094 | 00 2 — ый 
У? д Г ду; о ду-Гох (4) 
Из (1) и (2) 
д \ 0$ ди 
о и _ Пе щ Ц -“ 7 р —_ 
(1 и в) бк = Е Г Уи 
ди ди „д 905 0$ 
в ох (1х7), (5) 
д \ 05 ди 
о и Н° —_ ^_^ } о _—__ 
(‹ и ов ду РУ 
до до „д 0$ 905 
ия (= Еду) - (5) 


Далее, из (5) и (6) 
д д 0%5 д 905 95 
? '’_ и —. 79 Вы ий ифим __. 
(* Рени от У в (иж) 
1 и) 92 05 | 905 д ди ди 
РИ (9) 5 (ву) — 
д до ди 
(1 =) (7) 
В первом приближении члены второго порядка по и, 9, $ следует 
опустить. Если предположить, что все периодические функции, как 


функции от 2, пропорциональны е* и писать 4 вместо а? -- ту’ | 
—= ти", то уравнение (7) принимает вид 


ЧУ 25-Е п25 =0. (8) 
Но, в силу (2) и (4), Уф — — {15 = Ту, так что 
19$ 1 
=}, © 
и 
— 9996’ 089 
п —п дж Г ду, — я ду дх` (19) 


Подставляя в (5) и (6) и опуская члены второго порядка, полу» 
чаем, учитывая (8), 


р Г. 0: 
имо, (из — м) 1—0, 


1) Здесь нет необходимости добавлять дополнительную функцию т’, 
удовлетворяющую уравнению У2}' —0, так как соответствующее движение 
можно рассматривать как выражающееся целиком функцией $. 
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откуда 
(и — м) 9==0. (11) 
Если исключить $ непосредственно из рено (1), то получим 
ди ди 
774 3 2 И} — 2 о} — 
(у т") 51 ино) 5х =») = 


д д д ду. ду 
—=5у (оф) (и\"ф) = (5=-Нау} и 95. (12) 


Если теперь мы предположим, что, как функции от х, величины 
5, Фит. д. пропорциональны 2“, то уравнения (8) и (11) можне 
написать в виде 


0? иФ 
(5—1 = ; (13) 
где А"? — А? — п?|4, и 
0 р 
(5=—#*) 4—0, (14) 


где А"? = 2 -|-{т|’ 

Если начало отсчета у-ов поместить посредине между двумя 
мараллельными граничными плоскостями, то $ должна быть четной 
функцией от у, а Ф должна быть нечетной функцией. Таким обра- 
зом, можно написать 


$— АсьА"у- ет. ох, ф— ВН А’у-е"1. ей, (15) 


„=(— "1. Ась’у-- Вей Ну) ег ей, 
и | (16) 
® — (1 . ДЗЫ Ку — 12 В 5Н ву} ей. ох. 


Если неподвижные стенки расположены у у=-Ну,, то я их 
должны обращат.ся в нуль при этих значениях у. Исключая из (16) 
отношение Аи В, получаем для определения АЕ уравнение 


КН у, А’ Му, (17) 


где А’и А” функции от Ё, определенные выше. Уравнение (17) можно 
рассматривать как видоизмене ‘ную и упрощенную форму уравнения 
(11) $ 350, видоизмененную ввиду перехода от осевой симметрин 
к двум измерениям, а упрощенную — вследствие отбрасывания‘терми- 
ческих членов, предс!авленных через у. Сравнение легко произвести. 
Так как \, = со, то третий член в (11), содержащий @.,, совсем 
исчезает, и тогда \;' выделяегся. В уравнениях (11) и (12) г сле- 


дует заменить через у, а Л — через косинус, как уже было объяс- 
нено. Далее, 


т? — —^?, й— м. 


` Введем теперь дальнейшие приближения, зависящие от допуще- 
ния, что непосредственное влияние вязкости распространяется на слой, 
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толщина которого представляет только небольшую часть у,. В этом 
случае А? == л?!4?, так что "у, есть малая величина, а А’у, — вели- 
чина болыная, и мы можем положить 


ря КУ —= —- 1, | КУ. ==—- "У. 
Уравнение (17) тогда принимает вид 
© — Е”, (18} 


или, если подставить значения Ё’и А" из (13) и (14), то 


2 Г 412 
2_ 1. (# и) . 
ий 1) и 
Таким образом, приближенно 


ВЕ (19 


в согласии с уже указанным в $ 350 результатом. 

Беря приближенную форму уравнений (16), мы должны указать, 
какую половину симметричного движения мы рассматриваем. Если мы 
выберем ту половину, для которой у отрицательно, то мы заменим 


сн А’у и $ВА'у через зе-№. Вместо сн А"у мы можем писать еди- 


ницу, а вместо $В А”у — просто Ё"у. Если мы изменим произвольный 
множитель так, что максимальным значением ци будет цу, а для на- 
стоящего случая положим #5 равным единице, то будем иметь 


и—[-—1-Ре-^' +7] хо 


Чу в РА (20% 
х — — = е У-У!) ей Хе, 
А |+ 
где, конечно, & и ® равны нулю при у= —у.. 
Если в выражениях (20) заменить А на — А и затем взять сред- 
нее, то получим 
и —= [-—- 1-е” 954] соз Ах ей", у 
[ут ры Е (21} 
— — —- | — У-ЕУ!) пи 
о ы | ] мпйхе .) 


Хотя Е и не является абсолютно действительной величиной, мы мо- 
жем с достаточным для нашей цели приближением считать ее тако- 
вой. Мы можем, таким образом, положить в (14) 


= Ива, (22 


| 


где Их. Применив это приближение в выражениях (21), о 
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учим В действительных величинах 


и==с0$ Ах [ — с0$ и -- е-В 0-9 сз {1 — В (У У,)} ] | 
| 


= — я | со (##— т) —- 
Ее сов { иё уп Ву} |. 


Выражения, с которыми нам придется иметь дело, будут короче, 
если вместо того, чтобы отсчитывать у от плоскости симметрии, как 
до сих пор, отсчитывать их от стены (с отрицательной стороны), 
для чего нам нужно писать у вместо у- у,. Таким образом, 


и} ==с0$ х [ — с0$ иё | е—№ с0з (иё — ВУ)], | 
5 ет х Рес (и п 
У! 4 


УЗ | 
—е-?соз( и — дп ВУ) | ‚ ) 


где индексы указывают порядок членов. 

Таковы значения скоростей, если пренебречь квадратами смещений. 
Переходя ко второму приближению, необходимо образовать выраже- 
ния для правых частей уравнений (7) и (12), которыми при опреде- 
лении первого приближения мы совершенно пренебрегли. Дополни- 
тельные члены, зависящие от квадратов смещения, частично не зави- 
сят от времени, а частично имеют двойную частоту и содержат 27#. 
Последние не представляют большого интереса, так что мы ограни- 
чимся непериодической частью. Допустимы и дальнейшие упрощения 
ввиду малой толщины заторможенного слоя по сравнению с шири- 
ной канала 2у, и тем более по сравнению с длиной волны А. Таким 
образом, Е [В представляет малую величину, и обычно ею можно 
пренебречь. 

Из (24) имеем 


Уф, — ВИ 2 с0$ Ёхе-В зш ( #— 1 п — ву) , (25) 


(23) 


(24) 


с 5х К ду 091 рт Ах 05 ПЬ (26) 


ри р 
и и 9 т = == #8 т 2Ехе-9Ж 


Х (— соз Ву-Ё г- -ы —- члены, содержащие 24 (27) 
(5-Е 5 Уф, = — г Е зш 2 хе-® (т Ву-|- соз Ву) -- 
—- члены, содержащие 2лЕ. (28) 


Следовательно, для непериодической части Ф второго порядка из 
{12) имеем 


Уф, = — а зт 2Ахе-В {шт Ву-|- 3 со$ Ву — 2е-№}. (29) 
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д \4 
Отождествим в этом выражении \4 с ( ду ) ‚ так что 


‚ __ Ами 2Ахе-ву 


= бы > | зшЗу- 3 соз ВУ г ы (30) 


к этому выражению можно добавить произвольную функцию, удов- 
летворяющую условию \*Ф. =0, вида 
я 2х 


Фа == Дура АА 38 2А (у, — У) -Е В (у, — у) св 2 (у, — у), (31) 


или, как приближенно можно положить, если у, мало по сравне- 
нию с }, 


Ки 2АХ Ги, , 
Фобия (и—фУ-В 0—5}. (32) 
Уравнения (30) и (32) дают непериодическую часть Ф второго 


порядка. 

Значение $ во втором приближении следовало бы исследовать 
при помощи уравнения (7). Оно будет состоять из двух частей — 
первой, не зависящей от #, и второй — являющейся гармонической 


функцией аргумента 211. При с, независимой 
от 2, из 
и ° и — 49% 
о дх ду’ 


член 05/0 нам не дает ничего. В остальных членах правой чаети 
достаточно будет использовать значения и, ©, $ из первого прибли- 
жения. Из 


в комбинации с (26) мы получаем 


= — ‘б5шАх п ль 
а 
откуда 
Ки) 
5 с05° Ахе- 8 зи Ву. 


Отсюда легко видеть, что часть и,, обусловленная дф/дх в (3), 
имеет порядок А?|8? по сравнению с частью (33), обусловленную Ф,, 
н может быть опущена. Следовательно, в силу (30), введя значе- 
ние Ви (лля восстановления однородности) из, получим 


из эт 2хе-8 
И {4 Ву-- 2 с05 Ву-- е-№}, (33) 


262 соз 2Ехе-ву |. ] 
9, = — ва г. ВУ--3З с0$ Ее, (34) 
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а из (32) 
и2 зп 2х 
и, — — м | А’ ЗВ’ (у. — У}, (35) 
Эри? сз 2х 
та А-В. (36) 


Нолные значения членов второго порядка по и и 9х получатся 
путем сложения (33) с (35) и (34) с (36). Постоянные А’и В' 
определяются из условия, что эти значения обращаются в нуль при 
у==0. Таким образом, мы получаем в качестве полного выражения 
членов второго порядка 


и) == — мы (4 зтВу- 2 со$ Ву-- е-) 
13 -— 9 д” ”}, (37) 
®; = А ( $ Ву -- 3 с0$ ву е- ь) ++ 
+5 оо”. | 38) 


Вне тонкой пленки воздуха, подверженной непосредствемному 
влиянию трения, мы можем положить е `# —0, и тогда 


Зи? т 2х Г __ Зи. — у? 


и: — ^^ 16а У (39) 
312.28 с03 Ех — м3 
9. — — ° Тба ий = | (40) 
1 


Из (39) мы видим, что и. изменяет знак при переходе от гра- 
вины у==0 к плоскости симметрии у==у,., причем критическое зна 


ченне у равно (1 —И т), или 0,423 у1. 
Значение и, из (24), соответствующее (39), есть 
и == — #0605 ЕХ с0$ ИЁ, #}) 
так что пучности соответствуют значениям Ех ==0, т, 2, ..., 
а узлы — зиачениям Ах == т, э 
Стационарное движение, выражаемое формулами (39) и (0), 
имеет очень простой характер. Оно состоит из ряда вихрей, нерио- 


п... 


дичных по х с периодом 2 ^. Из соотношения (40) видно, что 9 


положитейьно в узлах и отрицательно в пучностях, обращаясь, ко- 

нечно, в нуль в обоих случаях у стенки, у—=0 и у плоскости сим- 
т 

метрин у==у,. Г.а фиг. 65 АВ изображает стенку, СО — плоскость 
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симметрии, а направление движения в вихрях показано стрелками. 
Следует особенно отметить, что скорость вихревого движения не за- 
висит ол м’, так что этот эффект нельзя устранить, ‘принимая вяз- 
кость бесконечно малой. Таким путем можно, конечно, уменьшить 
тенденцию к вихреобразованию, но при этом одинаковом отношении 
облегчается сохранение вихрей, так что по достижении конечной 
стадии движения вихри столь же существенны при малой вязкости, 
как и при большой. Тот факт, что когда пренебрегают вязкостью 
с самого начала, то такие вихри совершенно не входят в решение, 
показывает, какая исключительная о“торожность необходима при рас- 
смотрении задач, от- 
носящихся к поведе: 


нию слабо вязких © _ _ — — И 

жидкостей, соприка- | | } р 

сающихся с твер- - — _ — 

лыми телами. # ——_—_—_ 7. 
9 я 7 Чех ‘гл 


Вычисляя среднее 
движение до второго 
порядка, следует рассмотреть еще один пункт, которого мы еще не 
касались. Значения и и ®, в выражениях (24), правда, строго перио- 
дичны, но это свойство не относится к определяемым ими движениям 
частиц жидкости. В нашем обозначении и является не скоростью ка- 
кой-либо индивидуальной частицы жидкости, а скоростью той ча- 
стицы, — независимо от ее индивидуальности, — которая в рассматри- 
ваемый момент занимает положение х, у ($ 237). Если действительное 
положение в момент { частицы, среднее положение которой на про- 
тяжении нескольких колебаний было (х, у), есть -х-Р &, ут, то 
действительные скорости этой частицы в момент 2 будут нец,, о, а 


901, 


дит» дп д] = 
п о Е обуь Роже -- бу 


и, следовательно, средняя скорость в направлении, параллельном х, 
не равна обязательно нулю, а равна прелнему значению величины 


ди 
„1 и р (42) 
где опять 
& = [ла == [отаё (43) 
В нашем случае среднее значение величины (42) есть 
2 
ИИ , _ _ 44 
— дп 2кхе-® (е-У — со Ву}, (44) 


которое следует рассматривать как дополнение к (37). Однако, на 
неболышом расстоянии от стены можно пренебречь величиной (44\, 
так что (39) остается справедливым. 
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Мы видели, что ширина прямого потока вдоль стенки у=0 
равна 0,423у., а ширина возвратного потока, измеренная до пло- 
скости симметрии, равна 0,577у.. Отношение этих величин не из- 
менится от введения второй половины канала, расположенной за пло- 
скостью симметрии; таким образом, прямой поток заметно уже, чем 
возвратный. Эта диспропорция увеличивается в случае”трубы кругло- 
го сечения. Рассматриваемый вопрос зависит в действительности 
только от дополнительной функции, аналогичной (32), и настолько 
прост, что пожалуй, стоит указать вкратце ход вычислений. 

Уравнение для Ф, таково !): 

0? 1д 2 

(5—т=— 4?) ф,==0; (45) 
но если мы предположим, что радиус трубы мал по сравнению с », 
то можно опустить Е. Общее решение имеет вид 


ф.— { А- ВУЗЕ В’? ши С} зн 2х, (46) 
так что 


тд 
пот = {2В-|- В' (2 шг--1)-- 402} зторх, (41) 


откуда В' =0— из условия в точке г==0. Далее, 


24 Дет - В’-- Сп} соз 2х, = (48) 
откуда А=0. 
Поэтому мы можем положить 
и, —= {2В-- 4С/?} зш 2Ах, 
3 (49) 
9. == — 22 { Вг- С/З} соз ЗАх. 
Если, как в выражении (40) о, —0 при г=Ю, то В-Е СК? —=0, и 
и, —=2С (27? — К?) зт 2Кх. (50) 


Таким образом, и5 равно нулю при 


г=уз=06,107К, Ю —г— 0,293 Ю. 


Следовательно, прямой поток ограничен кольцом толщиною 0,293Ю, 
а возвратный поток занимает всю внутреннюю часть и потому имеет 
диаметр 2.0,707Ю, или 1,414Ю. 


1) З1юкез, Ггапз. Сатб. РАЙ. бос., ПХ, 1856; Ваззё, Нуйгой уптёс$, 
$ 485, 


ГЛАВА ХХ 
КАПИЛЛЯРНОСТЬ 


353. Темой настоящей главы является поведение невязкой несжи- 
маемой жидкости, совершающей колебания под действием тяжести 
и капиллярной силы, в частности, последней. В силу первого усло- 
вия, мы можем допустить наличие потенциала скоростей ®, который, 
в силу второго условия, должен всюду внутри жидкости удовлетво- 
рять ($ 241) уравнению 


Уф — 0. (1} 
Выраженное через ф уравнение для давления имеет вид ($ 244) 
8 д 
= —а, (2 


если допустить, что движение столь мало, что квадратом его можно 
пренебречь. Единственной приложенной силой, действующей на 
внутренность жидкости, которую нам приходится рассмотреть, 
является сила тяжести; таким образом, если 2 измеряется по верти- 
кали вниз, то Ю ==22 и (2) принимает вид 

бр__ д 

е — 82 — д: (3) 

Рассмотрим теперь распространение волн по горизонтальной по- 

верхности (2—0) воды, или другой жидкости, постоянной глубины /, 
ограничивая рассмотрение двухмерным случаем, когда движение огра- 
ничено плоскостью 2х. Общее решение уравнения (1) при этом 
условии и при условии, что смещение пропорционально ей, есть 


—— рёАХ [2-2 —А 
ф—=е""* (Ае^* -- Ве-**), 
ИЛИ, учитывая условие, что вертикальная скорость Должна исчезать 


у дна, где 2=—/, 
ф—= Сей А (2—1) -ейх. (4) 


Если бы смещение было пропорционально также ей то, отбрасывая 
мнимую часть в (4), мы получили бы для волн, распространяющихся 
в отрицательном направлении, выражение: 


ф= СсВ (2 — 1) соз (пё-- Ах), (5) 


в котором остается еще найти соотношение между пи А. 


— 
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Если обозначить через й поднятие поверхности воды в точке х, 
а через Г— капиллярную постоянную, то давление на поверхности, 


д`й 

создаваемое капиллярностью, будет равно — То, и (3) принимает 
вид 

Г д дэ 

р 0х? — 8 0’ 

Ой 9? 

или, диференцируя по # и вспоминая, что 5;== — 5, 

Г 0% _ 0 0% 

р 9х0 8 02 0 (5) 


Применяя это уравнение к (5), где г =0, получаем для скорости 
распространения выражение 


и=в=(-+5) 46 А/, (7) 1) 
где, как обычно, 
2* 


Во многих случаях глубина жидкости достаточна, чтобы можно 
было положить Р/ == 1; тогда 


л, 2 
И - 9 (9) 


определяет соотношение межлу Ги №. Если Х велико, то волны 
движутся, главным образом, под влиянием силы тяжести со ско- 


ростью, приблизительно равной Уз 9т. С другой стороны, при 
малем ) влияние капиллярности становится преобладающим,. и выра- 
жение для скорости принимает вид 


=и =". (10) 


Тан как ) == Ут, то соотношение между длиной волны и перио- 
дом, соответствующее (10), имеет вид 
43 2жГ 
т е 
Если не обращать внимания на численный множитель, соотноше- 
ния (10) и (11) можно вывести из соображений размерности, поль- 
зуясь тем, что размерность 7 есть сила, деленная на длину. 


1) Более общая формула для скорости распространения (п/А) на по- 
везхности раздела двух жидкостей дана в $ 365 (7). 
2) Кемп, РАЙ. Маг., том ХЕЦ, стр. 375, 1871. 
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Если мы станем исследовать, какое значение Х соответствует 
данному значению У, то из квадратного уравнения (9) получим 


«у? г 4То 
Ту и, (12) 
#8 2 
откуда видно, что ни для какой длины волны У не может быть 
меньше У,, если 
4АГе\ 1! 
‚= (58) (13) 


Значения }. и т, соответствующие минимальной скорости, опреде- 
ляются соотношениями 


Г \*1 Г \" 
№=2п (=) , %=2п (5) ‹ (14) 
‘Если положить в единицах СО$ 2=—=981 и принять для воды 
р=1, Г==76, то будем иметь У, =283,1, № ==1,71, 1|5== 13,6. 
Приводимая таблица содержит несколько соответствующих друг 
другу значений длины волны, скорости м частоты вблизи критиче- 
ской точки: 


Длина волны ..... 05 19 17 955 30 6550 
Скорость ...... Зо 247 231 23,39 24,59 29,5 
Частота. ...... . 63,0 247 136 956 3,3 559 


Сравнение ‚формулы Кельвина (9) с наблюдениями произвел Ма- 
тиссен 1); рябь на поверхности создавалась путем прикосновения 
к поверхности различных жидкостей нырков, прикрепленных к колеб- 
лющимся камертонам известной частоты. Среди испытывавшихся 
жидкостей были вода, ртуть, алкоголь, эфир, сероуглерод; было обна- 
ружено удовлетворительное согласие. Наблюдения охватывали ча- 
стоты до 1832 и длины волн до 0,04 см. 

В некоторой степени аналогичные опыты были выполнены авто- 
ром 2) с целью определения Г при помощи метола, независимого от 
какого бы то ни было предположения относительно углов соприкосно- 
вения между жидкостью и твердым телом и применимого к поверх- 
ностям, очищенным от жира до возможных пределов. Для того, 
чтобы волны были хорошо видимы, свет был сделан прерывистым 
с периодом, равным периоду волн (5 42), а для того чтобы сделать 
видимыми малые отклонения от правильности плоских или сфериче- 
ских отражающих поверхностей, применялся метод Фуко. Из измерен- 
ных значений ти \ можно определить Г посредством (11), внеся 
в случае необходимости поправку на некоторое небольшое влияние 
силы тяжести. Таким способом были получены следующие значения: 
для чистой воды 74,0 С@$, для поверхности, загрязненной жиром до 


1) МаНН:еззеп, №24. Апп., том ХХХУАИ, стр. 118, 1888. 
2) „Оп Ше Тепзоп о! \Уаег Фи асез, с1еап апа софаттае@“, Рёи. 
Маг., том ХХХ, стр. 386, 1890. 


22 Рэлей 
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такой степени, что движения камфоры почти прекращаются, 53,0, 
для поверхности, насыщенной оливковым маслом, 41,0, для поверх- 
ности, насыщенной олеатом натрия, 25,0.7` Следует иметь в виду, 
что натяжение загрязненных поверхностей подвержено изменениям, 
зависящим от растяжения, которое уже произошло”или происходит; 
но для целей, преследуемых в настоящем труде, нет необходимости 
входить дальше в рассмотрение вопроса о „поверхностной вяз- 
кости“. 

354. Другой метод созданит капиллярных волн, или ряби ° (с11$- 
раНоп$), как назвал эти волны Фарадей, основывается на принципе, 
рассмотренном в 5 686. `Если покрыть тонким слоем‘ воды или дру- 
гой подвижной жилкости стеклянную пластинку, которая удержи- 
вается в горизонтальном положении и приводится в колебание, как 
для получения хладниевых фигур, то легко наблюдать описываемые 
явления 1). Над теми частями пластинки, которые совершают замет- 
ные колебания, поверхность собирается в мелкие складки, причем 
степень малости складок увеличивается с частотой колебаний. Такая 
же рябь наблюдается на поверхности жидкости в широком. бокале 
или в рюмке, которые приводятся в колебание обычным способом 
путем движения мокрого пальца вдоль окружности. верхнего края 
сосуда (5 234). Для создания ряби существенно только, чтобы 
жидкость со свободной поверхностью была вынуждена совершать вер- 
тикальные колебания. При этом безразлично, возникает ли движение 
со дна, как в первом случае или как во втором случае, оно вызы- 
вается попеременным продвижением и отступлением боковой гра- 
ницы так, что ближайшая поверхность жидкости должна подни- 
маться и опускаться для того, чтобы приспособиться к этим попере- 
менным движениям. 

Более шестидесяти лет назад природу этих колебаний с боль- 
шим искусством и успехом исследовал Фарадей 2). Простейшие усло- 
вия получаются, когда колеблющаяся горизонтальная пластинка, на 
которой разлита жидкость, просто движется вверх и вниз без вра- 
щения. Для того чтобы достичь этого, Фарадей прикреплял пла- 
стинку к середине стеклянной полоски или елового бруска, подпер- 
того в узлах, который он\ заставлял колебаться при помощи трения. 
Еще более удобен большой железный стержень, колебания которого 
поддерживаются электрически; к такому стержню пластинку можно 
прикрепить при помощи замазки. 

Колеблющаяся жидкость на пластинке обнаруживает явления, ко- 
торые на первый взгляд довольно трудно объяснить И`которые зна- 
чительно изменяются в зависимости от природы жидкости в отноше- 
нии прозрачности и мутности и от угла падения света. Колеба- 


1) „Оп Ше сг1зраНопз о? Еии4 гезёпое ироп а У!гаНпе биррог{“. РИ. 
Маг., том ХУТ, стр. 50, 1883. 
2) Еагааау, ’РвИ. Т гап$., 1831, стр. 290. 
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ния слишком быстры, чтобы можно было проследить за ними гла- 
зами; таким образом, наблюдаемый эффект представляет среднее, 
молучающееся в результате наложения бесконечного числа элемен- 
тарных впечатлений, соответствующих различным фазам. 

Если пластинка — прямоугольная, то движение жидкости состоит 
из двух налагающихся рядов стоячих волн, причем гребни и впадины 
обоих рядов перпендикулярны друг к другу и обычно параллельны. 
краям пластинки. Сосредоточив внимание в некоторый момент на 
одном ряде стоячих волн, посмотрим, каких явлений можно от него 
ожидать. На мгновение гребни образуют рял параллельных и равно- 
отстоящих линий с интер- 
валом \ между ними. По- 
средине между ними рас- 
положены линии, представ- 
ляющие в данный момент 
положение впадин. По 
истечении четверти перио- 
да поверхность — гладка; 
еще через 1|‹ периода 
гребни И впадины снова 
достигают максимального 
развития, но они взаимно 
обменялись местами. По- 
скольку наблюдается толь- 
ко средний эффект, ясно, 
что нельзя заметить ника- 
‘кого различия ме.кду греб- 
нями и впадинами и что 
наблюдаемый эффект дол- 
жен быть периодическим в 
Фиг. 66. пространстве,  повторяясь 

через отрезки, равные 


1 ‚ 
5 ^. Если жидкость на пластинке несколько замутить путем до-. 


бавления анилиновой голубой краски и рассматривать ее в проходя- 
щем рассеянном свете, то линии гребней и впадин булут казаться 
более светлыми по сравнению с промежуточными узловыми линиями, 
где нормальная глубина сохраняется в течение всего времени коле- 
‘баний. Выигрыш в свете в момент, когда толщина мала, будет, 
в соответствии с законом поглощения, перевешивать потерю света, 
происхолящую через полпериода, когда впадина заменяется гребнем. 

В действительности, явление более сложно вследствие существо- 
вания двух рядов гребней и впадин в перпендикулярных направле- 
ниях (х, у). На приложенной фиг. 66 толстые линии изображают 
гребни, а тонкие — впадины обеих систем в момент наибольшего 
смещения. Через четверть пёриода поверхность оказывается гладксй, 


20% 
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а еще через полпериода гребни и впадины обмениваются местами. 
Местами наибольших поднятий и опусканий являются пересечения тол- 
стых Линий друг с другом и пересечения тонких линий друг с другом; 
эти места неразличимы простым глазом. Они представяяются как бы 
ямками в слое краски. Узловые линии, где нормальная глубина цвета 
сохраняется в продолжение всего времени колебаний, изображены 
пунктиром; они прохолят через пересечения тонких линий с толстыми 
и наклонены К ним под углом в 459. Картина периодически повто- 
ряется в направлении осей х и у, причем в каждом случае с интер- 
валом, равиым действительной длине волны Х. Таким образом, рас- 
стояние между светлыми пятнами, измеренное параллельно х или у, 
равно 7); но кратчайшее расстояние между этими пятнами будет 
измеряться в направлениях, расположенных под углом в 459, и 
равно \'И 2. 

Как и во всех подобных случаях, эти стоячие волны можно 
соответствующим движением глаза разложить на их движущиеся 
компоненты. Рассмотрим, например, простой цуг волн, представляе- 
мых уравнением 


2 с0$ Ех с0$ иЁ==с0$ (иё —- &^х) -- с0$ (иё — Ах). 


Такое уравнепие получается относительно начала, неподвижного 
в пространстве. Но отнесем явление к началу координат, движуще- 
муся вперед со скоростью п[ так, чтобы получить впечатление, 
которое было бы создано в глазе или в фотографическом аппарате, 
продвигаемом вперед таким же образом. Подставляя Ех’ -- п 
вместо Ах, мы получаем - 


0$ (Ах' | 28 - соз Ах. 


Средний эффект первого члена не зависит от х’, так что то, чте 
мы видим, есть просто последовательность бегущих волн, которая 
движется вместе с глазом. 

Для того чтобы видеть бегущие волны, нет необходимости двн- 
гать всей головой, но нужно только поворачивать глаза как в том 
случае, когда мы следим за движением реального объекта. Сделать 
это (Йросто глазом) с первого раза не очень легко, в особенности, 
если площадь пластинки сравнительно мала. Но двигая какой-нибудь 
указатель с переменной быстротой, пока не будет найдена правиль- 
ная скорость, и заставляя глаз следить за движением, можно при- 
учить его двигаться так, как необходимо; а после нескольких успеш- 
ных попыток повторение становится легким. 

Утверждение Фарадея, что волны имеют период, вдвое больший, 
чем период подставки, было оспорено, но его можно проверить раз- 
личными путями. Наблюдение при помощи стробоскопических мето- 
дов, пожалуй, наиболее удовлетворительно. Сила колебаний и малая 
глубина жидкости препятствуют точному вычислению частоты на 
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®снове наблюденной длины волны. Теория колебаний в частоте суб- 
@ктавы уже была рассмотрена ($ 68). 

355. Типичные стоячие волны образуются при наложении одина- 
ковых бегущих положительных и отрицательных волн рабнои частоты. 
Если один цуг волн образуется из другого путем отражения, то 
равенство частот достигается автоматически; но если оба ряда волн 
яроисходят от различных источников, получение униссона требует 
специального приспособления, и возникает вопрос о влиянии незна- 
чительной ошибки. -В качестве выражения, определяющего оба цуга 
распространяющихся волн одинаковой амплигуды и приближенно 
равной частоты, можно принять 


со$ (Ех — пё) со (Ех ий, 


ияи, что то же самое, 
2 с0$ {1 (ЕК) Хх (п'— п) 03 ив) х-ь 
2 2 17508 \ 3 
1, 
(ти)! . (1) 


Если п’=и, А'==А, то волны абсолютно неподвижны; но‘теперь 
нам нужно истолковать выражение (1) для случая, когда (и--и), 
(&'’—А) просто малы. 

Положение гребней и впадин почти стоячих волн в некоторый 
момент времени & определяется выражением 


1 1 
я (Е) ху (п — п) ==, (2) 
гже ш-— целое число. Следовательно, скорость перемещения (равна 
п— п’ 
= у 
или приближенно 
пт 
И), (3) 


вткуда видно, что во всех случаях смещение происходит в нанрав- 
лении распространения волн более высокой Частоты, или в направ- 
лении источника более низкой чаптоты. Если У — скорость (и|А) 
бегущих волн, то (3) можно перенисать в виде 


[91 пп! 


5, (+) 


Медленное перемещение мест максимального смещения при таких 
обстоятельствах представляет общее явление, не зависящее от особен- 
‚ ностей того или иного частного вида волн; но наиболее поразительным 


1) РАИ. Маг. том ХУГ, са» 97, 1883. 
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является пример капиллярных волн, описанный Лиссажу 1). В его 
эксперименте два настроенных почти в, униссон -камертона касаются 
поверхности воды так, что создают приближенно стоячие волны в обла- 
сти между точками соприкосновения. Так как гребни и впадины нераз- 
личимы, то видимая картина состоит из волн, имеющих кажущуюся 
длину волны, вдвое меньшую действительной, и вся картина медленне 
сменается по направлению к более низкому камертону. Частота около 
50 будет подходящей для удобного наблюдения. 

Если волны — воздушные, то нет разныцы скоростей; однако, 
уравнение (4) все же хорошо удовлетворяется и определяет быстроту, 
с которой должно перемещаться ухо, чтобы все время оставаться 
в пучности или в узле. 

356. Одна из лучших возможностей для исследования капиллярных 
волн представляется в том случае, когда эти волны приводятся к покою 
путем встречного движения воды. Волны этого рода иногда описываются 
как стоячие волны, и сбычно их можно наблюдать, когда равномерное 
движение потока возмущается препятствиями. Так, если касаться 
поверхности небольшим стержнем, или лёской, или смещать жидкость 
на поверхности прикосновением слабой воздушной струи, вытекающей из 
небольшого отверстия, то часто развертывается красивая картина, непод- 
вижная относительно препятствия. Она была описана и изображена Скотт 
Рёсселем ?), который отметил, что для интенсивности явления и области, 
захватываемой им, имеет большое значение чистота воды. Вверх пе 
потоку от препятствия длина волны мала и, как впервые было ясно 
показано Кельвином, сила, управляющая колебаниями, есть, главным 
образом, сила сцепления. Вниз по потоку волны длиннее и управляются, 
главным образом, силой тяжести. Оба цуга волн движутся относительно 
воды с одной и той же скоростью ($ 353), именно с той скоростью, 
которая необходима для того, чтобы они могли оставаться в непо- 
движном состоянии относительно препятствия. То же условие опреде- 
лчет скорость, а тем самым и длину волны, в той части картины, 
где волновые фронты наклонны к направлению движения. Если обе- 
значить угол между этим направлением и нормалью к волновому 
фронту через 8, то скорость распространения должна быть равна 
4, с0$ 0, где ©, обозначает скорость воды. 

Если 9, меньше 23 см в секунду, то невозможна никакая волновая 
картина, так как никакие волны при этом не могут двигаться вдоль 
поверхности настолько медленно, чтобы сохранять неподвижное положе- 
нне относительно препятствия. Когда 9, превосходит 23 см в секунду, 
то образуется волновая картина; но угол 6 имеет предел, определяемый 
соотношением 9% со$ 8 ==23, и искривленный волновой фронт имеет 
соответствующую асимптоту. ' 


1) [15за]оиз, Сотрё. Репа., том ХУП, стр. 1187, 1868. 
?) ЗсоН Виззе1, Ви. 455. Юер., 1844, стр. 3715, в таблице 57. См. также 
Ропсе!е{, Алл. 4. Си. том ХИУЕ сто. 5, 1831. 
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Дальнейшее рассмотрение вопроса здесь завело бы нас слишком 
далеко; однако, можно упомянуть, что эта задача для двух измерений 
допускает аналитический подход!) и что решение удовлетворительно 
объясняет одну из специфических черт явления, а именно, ограничение 
меньших (капиллярных). волн частью поверхности, расположенной 
вверх по потоку по отношению к препятствию, азбольших волн 
(гравитационных) — частью, расположенной вниз по потоку от г препят- 
СТВИЯ. 

357. Широкий класс явлений, не только интересных самих по 
себе, но и проливающих свет на другие, еще более темные явления, 
получает объяснение в связи с изменениями, которые претерпевает 
цилиндрическое жидкое тело, будучи медленно смещено из поло- 
жения равновесия и затем отпущенд’ Такой цилиндр образуется 
при истечении жидкости под давлением сквозь круглое отверстие 
ло крайней мере в случае, когда можно пренебречь силой тяжести; 
при этом поведение струи, изученное экспериментально Саваром, 
Магнусом, Плато и другими, практически независимо от общего 
движения вперед всех частей ее. 

Во избежание повторений и для того, чтобы вести изложение 
в соответствии с общим характером настоящего труда, мы начнем 
исследование с теории бесконечного жидкого цилиндра, рассматри- 
ваемого как система, находящаяся в равновесии под действием силы 
капиллярностн. Большинство экспериментальных результатов легко 
будет связать с решением этой механической задачи. 

В цилиндрических координатах 2, г, ф уравнение слегка возму- 
щенной поверхности можно написать в виде 


г—а--/(Ф, 2), (1) 


где /(Ф, 2) — всегда малая величина. По теореме Фурье произвольная 
функция / может быть разложена в ряд, состоящий из членов вида. 
а„с0$ по с05 2; и, как мы увидим из дальнейшего исследования, 
каждый из этих членов можно рассматривать независимо от других. 
Каждый косинус можно заменить синусом; суммирование распростра- 
няется на все положительные значения А и на все целые положительные 
значения п, включая нуль. 

Величина а, не остается абсолютно постоянной во время движения; 
ее значение должно определяться условием неизменности заключенного 
в цилиндре объема. Для поверхности 


г-—=@-- а, с0$ И5 с0$ №2 (2) 
находим 


1 1 
объем == 5 [74 42 — 2 (па —|- т па?) ; 


1) „Оп {Не юги о? Запате Уауез оп Фе би асе о Кипшае Уаег", 
Ргос. Гоп. Маёй. $0с., том ХУ, стр. 69, 1883. 
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таким образом, если обозначить через а радиус сечения невозмущен- 
ного цилиндра, то | 


1 
2—4 1 д? 
| 9 —@-- д, 


откуда приближенно 
э 
1 @, 
аа (1—1). (3) 


Эго соотношение хорошо удовлетворяется при и =1, 2, 3,... При 
п —0 формула (2) дает вместо (3) 


02 
аа ( —19}. (4) 


Потенциальная энергия системы в любой конфигурации, создавае- 
мая силой капиллярности, просто пропорциональна поверхности. 
В выражении (2) 


__ д \? 1 д" \2\ 4, __ 
поверхность — | | 1 (5) -(;5)} 7 до д2 = 
{ Гоа) 
—2 1 2па, -- т пла -- д пи? =}, 


так что, в силу (3), обозначая через с ловерхность, соответствующую 
в среднем единице длины, 
. 1 р р а: 
с== 21а -- дп (а? и? —1) —^. (5) 
Следовательно, потенциальная энергия, связанная с силой капиллярно- 
сти, определенная на единицу длины из равновесной конфигурации, есть 
2 


1 а 
Р==-ртТ (Аа? -|- 8—1) -^, (6). 


где ТГ, как обычно, обозначает поверхностное натяжение. 

В выражении (6) предполагается, что ни А, ни в не равны нулю. 
Если Е ==0, то нужно удвоить (6), чтобы получить потенциальную 
энергию, соответствующую 


г=—=@--@,с03 ИЗ, (7) 
а если п —=0, то нужно положить 
1 а? 
РЕ пТ (а? — 1) © (8) 
в соответствии с 
Г — @5 -- 45 с0$ Аг. (9) 


Из соотношения (6) следует, что когда п равно единице, или 
какому-нибудь большему целому числу, то Р имеет положительное 
значение, что показывает, что при всех смещениях такого рода началь- 
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ное положение равновесия является устойчивым. Для случая смещений, 
симметричных относительно оси п ==0, из (8) мы видим, что равно- 
весие устойчиво или неустойчиво в зависимости от того, будет 
ли Ра больше или меныше единицы, т. е. в зависимости от того, 
будет ли длина волны (2п!А) симметрической деформации меньше или 
больше окружности цилиндра, — положение, впервые установленное 
Плато. 

Еслн выражение (2) для г содержит несколько членов с различными 
значениями п и Е и с произвольной заменой косинусов на синусы, 
то соответствующее выражение для Р находится путем простого 
сложения выражений, соответствующих отдельным компонентам, и 
‚содержит только квадраты величины а (но не произведения их). 

Нам нужно теперь рассмотреть кинетическую энергию движения- 
Поскольку жидкость предполагается невязкой, существует потенциал 
скоростей Ф, который удовлетворяет уравнению Лаиласа в силу 
несжимаемости жидкости. Так, (4) $ 241, 

о п рии -Е ЕО, 
г г 0’! 1? 0%? 1! 02 


или, если для получения соответствия с (2) мы предположим, что 
переменная часть пропорциональна с0$ по соз$ А2, то 


97$ 190$ , (п? 
о (Ию)-о по 
Решение уравнения (10) при условии, что нет притока и оттока 
жидкости вдоль оси симметрии, имеет вид (5 200) 
ф ==, (12) с0$ п с0$ Аг. (11) 
Постоянную В, следует определить из условия, что радиальная 


скорость при х==а совпадает со скоростью, предполагаемой в выра- 
жении (2). Таким образом, 


В Л, ‚(ад С ри: (12) 


Если плотность есть 0, то кинетическая энергия движения, в силу 
георемы Грина (2) $ 242, равна 


р || [5 | „249 42 = пре. ва. (ва) 1, (ва) 8 


так что, если обозначить через К’ кинетическую энергию на единицу 
длины, то, в силу (12), 


__1 о _ У (Аа) дя" \? 13 
К пра ва-.7, (ва) ( ог | (8 


При п=—=0 вместо (13) следует принять 


К=-_ пра? (1 \. (14) 
/ 


1 
2 ка. Л (ва) 
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Наиболее общее значени- АК получается из частных значений, 
определяемых выражениями (13) и (14), простым сложением. Поскольку 
выражения для Ри К содержат только квадраты, а не произведения 
величин а, 9210 и соответствующие ‘величины, в которых косинусы 
заменены синусами, то отсюда следует, что движения, выражаемые 
соотношением (2), происходят совершенно независимо друг от друга, 
пока смещение в целом мало. 

Для свободного движения получаем методом Лагранжа из (6) и (13) 


да, Т ма-Л (ва 
в Нав аа На — Па, =0, (15) 


что без всяких изменений применимо и к случаю п ==0. Таким обра- 
зом, если а, изменяется пропорционально с0$(рё — =), то 


Т ша-Л, ата) 
в а РИ Ы— 1) ‚ (16) 


определяет частоту колебаний в случаях устойчивости. 
Если п==0, а Ёа< 1; то решение меняет свой вид. Если прелд- 
положить, что @ изменяется пропорционально е=, то 


Т па-Л (ва) 


Когда и больше единицы, то условия обычно таковы, что движение 
приближенно происходит только в двух измерениях. Тогда мы можем 
< успехом предположить в (16), что Ка мало. Таким путем получим 


|(5) $ 200] 


т За? 
р? ==п (и? — 1 а) оз Ё вт , (18) 


или, если совершенно пренебречь Ра, то получим явухмерную 
‘формулу: ‚ 

2 — (1З—п)—-. 

р’ = (т —п)- я (19) 
При п—=| нет восстанавливающей силы при чисто двухмерном 


смещении. Если обозначить через ) длину волны, измеренную по 
окружности, то \==2па|п. Таким образом, в (19), при бесконечных 


пиа, 
. _ Г 2*\3 
Р == (т) (20) 


в согласии с теорией капиллярных волн на плоской поверхности. 
Сравните с (7) 5 358. 

Аналогичное заключение можно вывести, рассматривая волны, 
длина которых измеряется по оси. Так, если \—==2т/А и а= сю, 


1) Ргос. Юоу. $50с., том ХХИСХ, стр. 94, 1879. 
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п —=0, то (16) приводится к {20) в силу соотношения (55 302, 350) 
21) 
— во Л (12) о 


358. Много лет назад Бидон (В1Ч4опе) экспериментально исследовал 
поведение водяных струй, вытекающих под большим давлением гори- 
зонтально из отверстий в тонких пластинках. Если отверстие — круг- 
лое, то сечение струи, хотя и уменьшается по площади, но сохраняет 
круговую форму. Но если отверстие не круглое, то происходят 
любопытные трансформации. Особенности отверстия усиливаются 
в струе, но в обращенном виде. Так, в случае эллиптического от- 
верстия с горизонтальной большой осью сечения струи с увеличением 
расстояния от отверстия постепенно теряют эллиптическую форму, 
нока, наконец, на известном расстоянии, не принимают круговую 
форму. Еще дальше от отверстия сечения снова принимают форму 
эллипса, но уже с вертикально расположенной большой осью, 
эллиптичность (в условиях, при которых производились эксперименты 
Бидона) усиливается, пока в конце концов струя не превращается в 
плоский слой, расположенный в вертикальной плоскости — очень широ- 
кий и тонкий. Этот слой сохраняет непрерывность на значительном 
расстоянии (например, шесть футов) от отверстия и, наконец, в него 
проникает воздух. Если отверстие имеет форму равностороннего 
треугольника, то струя расслаивается на три слоя, симметрично 
расположенных вокруг оси, причем так, что плоскости слоев перпен- 
дикулярны к сторонам отверстия; подобным же образом, если от- 
верстие представляет собой правильный многоугольник с любым 
числом сторон, то образуется соответствующее число слоев, перпен- 
дикулярных к сторонам многоугольника. 

Бидон объясняет образование этих слоев, пользуясь более простыми 
случаями встречи потоков. Так, одинаковые струи, движущиеся вдоль 
одной и той же прямой с равными и противоположно направленными 
скоростями, сплющиваются в диск, расположенный в перпендикулярной 
плоскости. Если оси струй пересекаются под углом, то образуется 
симметричный слой в плоскости, перпендикулярной плоскости встречи 
струй. Поведение тех частей струи, которые истекают из внешних 
частей одного и того же несимметричного отверстия, рассматривается 
им как в некотором отношении аналогичное поведение независимых 
пересекающихся струй. 

Во многих случаях, в особенности при малых отверстиях и больших 
давлениях, расширение слоев достигает предела. Сечения струи на 
еще больших расстояниях от отверстия обнаруживают постепенное 
слияние слоев, пока струя снова не принимает компактной формы, 
похожей на форму струи в месте первого сжатия. За этой точкой, 
если струя сохраняет когерентность, слои постепенно вновь выступают, 
но в направлениях, делящих пополам углы между направлениями 


348 КАПИЛЛЯРНОСТЬ [гл. хх 


прежних слоев. Эти слои в свою очередь могут достигнуть предела 
развития, снова сжаться и т. д. Магнус тщательно изучил и ‚изобразил 
те формы, которые принимает струя в случаях отверстий различной 
формы, включая прямоугольник, равносторонний треугольник и квал- 
рат. Явления этого рода встречаются на каждом шагу; их можно 
обычно наблюдагь, когда жидкость выливается через край сосуда, 
расположенного на небольшой высоте. 

Как прединоложили впервые Магнус!) и Буфф”), причину сжатия 
слоев после их первоначального развития следует искать в капилляр- 
ной силе, благодаря которой жидкость ведет себя так, как будто 
бы она заключена в оболочку с постоянным натяжением; а по- 
вторяющаяся форма струи создается колебаниями столба жидкости 
около круговой равновесной конфигурации, налагающимися на общее 
движение текущей жидкости. Так как фаза колебания, начавшегося 
при прохождении жидкости сквозь отверстие, зависит от протекшего 
времени, она будет всегда одной и той же в данной точке про- 
странства; таким образом, движение стационарно в гидродинами- 
ческом смысле, и граница струи представляет собой неизменяющую- 
ся поверхность. По отношению к жидкости рассмотрецные здесь 
волны движутся и представляют собой такие же волны, как волны, 
получающиеся при сложении двух систем стоячих волн; они движутся 
вверх по течению со скоростью, равной скорости движения воды, 
так что сохрапяют неподвижное положение относительно внешних 
предметов, $ 396. 

Если отклонение от круговой формы мало, то колебания таковы же, 
как и рассмотренные в $ 357, частота которых определяется уравне- 
ниями (16), (18), (19). Расстояние. между последовательными соот- 
зетственными точками повторяющейся фигуры, или, как можно его 
назвать, длина волны конфигурации, равно пути, пройденному потоком 
за время одного колебания. Отсюда следует соотношение между 
длиной волны и периодом. Если окружность струи мала по сравнению 
с длиной волны, так что уравнение (19) 5$ 357 применимо, то период 
не зависит от длины волны; тогда длина волны прямо пропорциональна 
скорости струи или квадратному корню из давления. Бидон и Магнус 
заметили увеличение длины волны с возрастанием давления, но они 
не пришли ни к какому определенному закону. 

В опытах автора 3) с эллиптическим, треугольным и квадратным 
отверстиями струю заставляли истекать горизонтально, чтобы избежать 
усложнений, создаваемых тяжестью; и если давление не было слишком 
велико, установленный выше закон, как оказалось, подтверждается. 
При более высоких давлениях наблюдаемые длины волн имеют замет- 
чую тенденцию возрастать быстрее скорости струи. Этот результат 


1) Маспиз, „Нудгаиизспе Ощегзиснипоеп“, Розе. Апп., том ХСУ, стр. 1, 
1855. 

2) Вин, Рог. Апп., том С, стр. 168, 1897. 

3) Ргос. Юоу. $0с.. том ХХХ, стр. 71, 1379. 


! 
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указывает на отклонение от закона изохронности колебания. Строгого 
изохронизма следует ожидать только, если колебания бесконечно 
малы, т. е. если сечение струи никогда, не отклоняется более, чем 
на бесконечно малую величину от круговой формы. При указанных 
высоких давлениях отклонения от круговой формы были весьма 
значительны, и нет никаких оснований ожидать, что такие колебания 
будут происходить точно в такое же время, как и колебания с бес- 
конечно малой амплитудой. 

Увеличение амплитуды при высоком давлении легко объяснить, 
поскольку боковые скорости, вследствие которых главным 6бразом 
возникают колебания, изменяются прямо пропорционально продольной 
скорости струи. Следовательно, амплитуда изменяется приблизительно 
пропорционально квадратному корню из давления или пропорционально 
длине волны. В общем период колебания является четной функцией 
амплитуды (5 67); таким образом, если обозначить через й высоту 
напора: жидкости, то можно ожидать, что длина волны будет функцией 
от Й’ вида (М-Е №) ИА, где М и №— постоянные для данного 
отверстия. Опыт показывает, что № здесь положительно, чего, пожалуй, 
следовало ожидать. 

Для сравнения с теорией необходимо держаться в рамках закона 
изохронизма; удобно пользоваться при вычислениях площадью сечения 
струи вместо среднего радиуса. Так, если А —=па?, то (19) $ 357 
можно написать в виде 


р = "То —№ А пЗ — п, (1) 


где А должно быть определено экспериментально по скорости пол- 
ного потока. Для воды (5 353) мы можем принять в единицах СЦ($ 

—74, р==1; таким образом, для частоты наиболее низкого коле- 
бания (п == 2), получаем из (1) 


5 ==7,91А—\. (2) 
Для площади сечения в 1 см? получаем, таким образом, около 
$ колебаний в секунду. Высота в 256 колебаний соответствовала 
бы диаметру приблизительно в 1 миллиметр. 

Вообще для значения п имеем: 


Р_ и ИЗ — п 
-5т == 3,23 А И п3 — п. (3) 


Если й — высота напора воды, в результате которого струя получает 
свою скорость, а »Х— длина волны, то 


_ _ У2ей А“ (4 
3,23 Уз—и ` 


В одном опыте с эллиптическим отверстием (п —=2) наблюденное 
значение \ было 3,95, а вычисленное по формуле (4) значение 
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равно 3,93. В случае треугольного отверстия (1—3) наблюденное 
значение Х было 2,3, а вычисленное равнялось 2,1. Далее, наблюден- 
ное значение для квадратного отверстия (п == 4) было 1,85, а вычисленное 
1,78. Превышение наблюденных значений над вычисленными в послел- 
них Двух случаях объясняется, вероятно, слишком сильным откло- 
нением от круговой формы. 

Общая теория, не ограничивающаяся малыми амплитудами, была 
бы, несомненно, чрезвычайно сложной; однако, некоторые черты этой 
теории можно легко получить, пользуясь методом размерностей. 
Если форма отверстия дана, то \ можно рассматривать как функцию 
от Т, 0, Ди Н — давления, под которым струя вытекает. Из этих 
величин Г есть сила, деленная на длину, так что ее размерность 
равна 1 по массе, О по длине, —2 по времени; р имеет размерность 
1 по массе, —3 по длине, 0 по времени; А имеет размерность 0 
по массе, 2 по длине, 0 по времени; и, наконец, НЫ имеет раз- 
мерность 1 по массе, —1 по длине, —2 по времени. Если положить 


 — Гео’ АН“, 


то 
х-ку-и=0, — у 22—и=1, — 2х —2и=0, 
откуда 
1 
и—= —х, у=0, 2—5 (1—Х), 
так что 


\— А+ (ТА-Н-\}, 


Показатель х здесь неопределенный; а так как одновременно 
может встретиться любое число членов с различными значениями х, 
то самое большее, что мы можем `заключить, — это то, что ) имеет 
ВИД 

= Д.А (ТА-*Н-), 


или, если мы предпочтем иную форму, 
\ — Г—'*Р'в А. Р(НА*Т-\), (5) 


где Ги РрЫ—символы произвольных функций. Таким образом, для 
данной жидкости и. данной формы отверстия имеет место полное 
Динамическое подобие, если взять давление обратно пропорциональ- 
ным линейным размерам. Простой случай, рассмотренный выше, когда 
отклонение от круговой формы мало и колебания происходят при- 
ближенно в двух измерениях, соответствует ЕЁ == сопз+{. 

Метод определения 7 путем наблюдений над Х едва ли достаточно 
точен, чтобы соперничать с другими методами, которые можно при- 
менить для той же цели при постоянном натяжении. Однако, воз- 
можность такого экспериментирования над поверхностями, образовав- 
шимися лишь за какие-нибудь доли секунды до этого, представляет 
значительный интерес. Таким путем можно очень легко доказать, что 
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натяжение мыльного раствора непосредственно после образования 
свободной поверхности сравнительно мало отличается от натяжения 
поверхности чистой воды, между тем как после истечения всего: 
нескольких секунд разница становится очень болышой 1). 

До сих пор ради простоты предполагалось, что струя после 
‚ истечения из отверстия освобождается от действия тяжести. Если 
направить струю вертикально вниз, как часто бывает удобно, то- 
скоресть потока (9) непрерывно увеличивается, между тем как площадь. 
сечения одновременно уменьшается, причем между ними существует 
соотношение оА — соп${. Однако, что касается \, то возмущение, 
которое таким образом получается, меньше, чем можно было ожидать, 
так как изменения © и А в значительной степени компенсируют друг 
друга. В силу (1) 


они 


гле через # обозначена полная разность уровней между поверхностью 
жидкости в сосуде и местом, где измеряется ). 

359. В $ 358 движение жидкости рассматривалось как стационар- 
ное: предполагалось, что каждая порция жидкости при прохождении 
через отверстие подвергается одинаковому воздействию. При“ этих 
обстоятельствах в математических выражениях не может появиться 
член, соответствующий и ==0; не следует, однако, забывать, что для 
некоторых возмущений такого типа цилиндрическая форма неустойчива, 
и потому струя не может долго сохраняться целой. Малые возмущения, 
достаточные для того, чтобы неустойчивость проявилась, таковы, что» 
они действуют различно в различные моменты; они происходят 
в результате вихревого движения жидкости, создаваемого трением, 
и особенно в результате колебания, сообщаемого отверстию, такого 
характера, что оно заставляет скорость истечения периодически слегка 
изменяться. Если © — скорость струи, а т— период колебания, то 
цилиндрический столб жидкости, истекающей из кругового отверстия, 
подвергается возмущению с длиной волны Х, равной от. Если эта 
длина волны превосходит длину окружности отверстия 2па, то воз- 
мущение нарастает экспоненциально, пока, наконец, столб жидкости 
не разбивается на ‚отдельные массы, разделенные одинаковыми про- 
межутками Х и проходящими через фиксированные точки со скоростью © 
и частотой 1|т. Хотя никакое правильное колебание не имеет доступа 
к отверстию, все же неустойчивость не может прекратиться, и случай- 
ные возмущения сложного характера будут приводить к разбиению 
струи. Удобно исследовать в первую очередь несколько детальнее 
теорию для случая, когда п —0 в выражениях (16) и (17) 5 357, 
а затем рассмотреть ее применение к удивительным явлениям, описанным 
Саваром и в значительной степени объясненным Плато. 


1) „Оп Ше Тепз1оп о! КесепИу Рогтеа [19ша Зи асе5“, Ргос. Роу. $06 
том ХЕМИ, стр. 281, 1890. 
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Если Ра==2 и если ввести обозначения, принятые в $ 221, 
то уравнение (17) 5 357 примет вид 


Я 1 — 22). (1) 

. 231 (2) 
В этом уравнении Г, (2) и (2) оба положительны, так что 
‘с уменьшением = (или с увеличением ») 4 впервые становится дей- 
ствительным при 2==1. В этой точке начинается неустойчивость, 
причем сначала степень неустойчивости бесконечно мала. Таким об- 
разом, когда = очень мало или \ очень велико, то в конце концов 


‚ти 
Т — рав 2 › 


так что 4 опять мало. Для некоторого значения 2, заключенного 
между 0 и 1, 4 имеет максимум, и исследование этого значения очень 
зажно потому, что, как уже было показано в $ 87, неустойчивое 
равновесие устраняется преимущественно таким путем. 

Функция, максимум которой нужно найти, есть 


(1 — 22) Г (г) 
Г (2) ) 62} 


или, разлагая в ряд по степеням 2, 
5 (2— {2 555 28 — 28 Нан 2 -- ...)- 

Для определения максимума находим путем диференцирования 
2-й — о 26 на 28 -.. 


Если пре, сбречь последними членами, то из биквадратного уравне- 
ния имеем 57 —=0,4914. Если подставить это значеные в малые члены, 
то уравнение примет вид 


9 Тя 
0,98928 — 12? |- 62“ =, 


откуда 
22—0,486, 2=0,6791. 


Значения выражения (2) ижи его квадратного корня, которому а 


пропорционально, можно вычислить из таблиц для и [, см. 
$ 2214. 


/ 
78.) „Оп Ше ш${аБИИу оЁ /еф5“, Ргос. Гопа. Май. 5ос., том Х, стр. 7, 
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Имеем: 


Из этих значений находим по интерполяционной формуле Лагранжа 
максимум 2 —0,696, соответствующий 
т 4,51 .24. (3) 


Следовательно, максимальная неустойчивость наступает, когда воз- 


2 | ЛЬ 


Га | м |2 | | 2 | № 


| 
0,0 | 0,0000 0,3 | 0,2012 | 0,6 | 0,3321 || 0,9 0,2647 
0,1 | 0,0703 0,4 | 0,2567 | 0,7 | 0,3433 || 1,0 0,0000 
0,2 0,5 | 0,3015 | 0,8 | 0,3269 


ь 


0,1382 | 


| 


мущение имеет длину волны, равную примерно половине его длины 
волны в момент первого появления неустойчивости. 

Принимая для воды в единицах С@а$ Т=73, р==1, получаем 
в случае максимальной неустойчивости 


(2а)" 
73'".2°.0.343 


В этот момент возмущение возрастает в отношения е:1. Так, 
в случае, если отверстие имеет диамстр 1 см, возмущение возрастает 
в 2,7 раза приблизительно за !|, секунды. Если возмущение увели- 
чивается в 1000 раз за время #, то 4Ё=3 ш 10 =6,9, так что 
Е — 0,828 (2а}. Например, если бы диаметр отверстия был равен 
одному миллиметру, то возмущение увеличилось бы в 1000 раз при- 
близительно за !|., секунды. В свете этих оценок быстрое разбиение 
струи воды уже не представляется неожиданным. 

Развитую выше теорию неустойчивости цилиндрической поверх- 
ности, отделяющей жидкость от газа, можно распространить на случай, 
когда жидкость находится снаружи цилиндрической поверхности, а газ, 
инерцией которого мы пренебрегаем, внутри ее. Этот случай предста- 
вляет струя газа, выпускаемая под поверхностью жидкости; и оказы- 
вается, что уровень максимума неустойчивости даже выше, чем преж- 
де, и что он наступает при / == 6,48 -2а !). Едва ли, однако, надо для 
нашей цели проводить дальнейшее исследование вопроса в этой части. 

‘360. Применение наших математических результатов к действи- 
тельным струям не представляет больших трудностей. Возмущения, 
благодаря которым равновесие нарушается, действуют на жидкость 
как только она оставляет отверстие, и длина непрерывной части 
струи представляет собой расстояние, проходимое струей за время, 
‘необходимое для того, чтобы произвести разбиение. Следовательно, 
длина непрерывной части необходимо зависит от характера возмуще- 


4-1 = — 0,120(2а)*. (4) 


1) „Оп Ше аа Шу оЁ СуНпанисаг Ри Зийасез“, РЁЙ. Маг, 
том ХХЖЩУ, стр. 177, 1892. 


.) 
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ний в отношении амплитуды и длины волны. Эта длина может быть 
значительно увеличена, как показал Савар!), путем соответствующей 
изоляции сосуда от сотрясений, создаваемых как внешними источни- 
ками, так и прикосновением самой струи к сосуду, помещенному 
для приема жидкости. Однако, это удлинение, повидимому, нельзя 
продолжить очень далеко. Имеют ли остаточные возмущения внеш- 
нее происхождение, создаются ли они трением, или какими-нибудь 
другими особенностями движения жидкости внутри верхнего сосуда — 
не выяснено достаточно удовлетворительно. Объяснения Плато в этом. 
пункте не очень ясны, и он иногда выражается так, как будто время, 
потребное для разбиения, зависит только от капиллярного натяжения, 
совершенно безотносительно ктому, каковы были начальные возмущения. 

Савар сформулировал два закона относительно длины непрерывной 
части струи, которые были в известной ' мере объяснены Плато 2). 
Для данной жидкости и данного отверстия эта длина приближрнно 
пропорциональна квадратному корню из высоты напора. Это следует 
из теории непосредственно, если можно допустить, что возмущения 
сохраняют свой характер все время, так что время разбиения посто- 
янно. Савар нашел, что если напор задан, то длина пропорциональна 
диаметру отверстия. Из выражения (4) $ 359 видно, что время, в тече- 
ние которого малое возмущение увеличивается в данном отношении, из- 

3 

меняется не пропорционально а, а пропорционально а ы Далее, если пе- 


4/2 — 1 
ременить жидкость, то время это изменяется пропорционально 9 ’Т . 


Однако, можно с большим основанием усумниться в том, что длина не- 
прерывной части струи подчиняется каким бы то ни было простым 
законам, даже когда внешние возмущения по возможности устранены. 

Если струя падает вертикально вниз, то обстоятельства, от ко- 
торых зависит ее устойчивость или неустойчивость, непрерывно изме- 
няются, в особенности, ебли начальная скорость очень мала. Тип воз- 
мущения, к которому струя наиболее чувствительна по выходе из 
отверстия, это — возмущение, которое накладывает на струю волно- 
образные колебания, имеющие длину, приблизительно в 41|, раза пре- 
вышающую начальный диаметр. Но по мере падения скорость струи 
увеличивается, вследствие чего увеличивается длина волн колебаний, 
а диаметр струи уменьшается, так что степень неустойчивости скоро 
сильно снижается. С другой стороны, тот тип возмущения, который 
будет эффективным в дальнейшей стадии, совершенно не эффективен 
в начальной стадии. Таким образом, изменение условий во время 
падения имеет защитное влияние, и непрерывная часть стремится 
стать длиннее, чем в случае, если бы при тех же начальных возмуще- 
ниях скорость была постоянной. 


1) бауаг, Аля. 4е Сштие, том ЛИ, стр. 337, 1883. 


2) Рущеац, „З4аНаце ехрёгтетайе е{ Шёо!аие 4ез Нди!4е$ зоци!$ аих 
зеце$ Ююгсез шо 6есшатез$“, Раг!$, 1873. 
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Если обстоятельства таковы, что на сосуд (с водой) действуют 
толчки, вызываемые ударяющейся струей, то разбиение струи часто 
приобретает полную регулярность и сопровождается музыкальным 
тоном (Савар). Прикосновение правильной последовательности капель, 
которые ударяются в приемник жидкости, определяет * разбиение на 
пбдобные же капли части струи, проходящей в этот момент сквозь 
отверстие. Высота тона, хотя она и не определена, не может сильно 
отличаться от высоты тона, соответствующей разбиению столба 
жидкости на части, равные длине волны максимальной неустойчивости. 
И действительно, Савар нашел, что частота прямо пропорциональна 
квадратному корню из высоты напора, обратно пропорциональна диа- 
метру отверстия и не зависит от природы жидкости, т. е. законы, 
непосредственно вытекающие из теории Плато. 

Из наблюденной высоты тона, вызываемого струей данного диа- 
метра, вытекающей при данной высоте напора, можно непосредст- 
венно получить длину волны начинающегося дробления струи. Исходя 
из некоторых наблюдений Савара, Плато таким образом нашел зна- 
чение 4,38, как отношение длины каждой части струи к ее диаметру. 
Но так как длину части можно определить а рой, то предпочти- 
тельнее обратить вычисления Плато и выразить частоту колебания 
через другие данные задачи. Так, 

о 
частота = 151.5, (1) 
я во многих случаях, когда струя не слишком тонка, можно с до- 


статочной точностью заменить © через ИУ? ей. 

Однако, наиболее надежный метод для получения полной пра- 
вильности разбиения струи это — воздействовать на сосуд внешним 
вибратором, частота которого приблизительно одинакова с частотой, 
свойственной струе. Магнус!) применил ` молоточек Нефа, прикреп- 
ленный к раме, поддерживающей сосуд. Еще лучше, пожалуй, элек- 
трически возбуждаемый камертон. Магнус показал, что наиболее 
существенная часть эффекта вызвана вынужденными колебаниями 
той стороны сосуда, в которой находится отверстие, и что только. 
незначительная часть колебаний распространяется через воздух. Что 
касается пределов высоты тона, то Савар нашел, что тон может быть 
на квинту выше и более чем на октаву ниже, чем собственный тон 
струи. Теоретически нет точно определенного нижнего предела; 
а с другой стороны, внешние колебания не могут быть эффективными, 
если они стремятся создать деление на части, длина которых меньше 
окружности отверстия. Это.дает для интервала, определяющего верх- 
ний предел, п|4,51, или приблизительно квинту. Для чисел,’ данных 
Плато (п|4,38), расхождение получается несколько большим. , 

361. Вопрос о влиянии колебаний низкой частоты трудно иссле- 
довать экспериментально вследствие осложнений, которые возникают 


1) Маспиз, Розе. Апп., том СУТ, стр. 1, 1859. 
23* 
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в связи с почти неизбежным присутствием гармонических обертонов. 
Очевидно, что, например, октава основного тона, хотя и проявляю- 
шаяся весьма слабо, тем не менее может оказаться более важным 
° определяющим поведение струи фактором, чем основной тон, если 
случайно ее частота лежит вблизи` частоты максимума неустойчивости. 
В моих собственных опытах!) в качестве источников колебаний при- 
менялись камертоны, и в каждом случае поведение струи на гори- 
‘зонтальном участке исследовалось не только непосредственным на- 
блюдением, но также и методом прерывистого освещения (5 42), при- 
чем устройство было таково, что за каждый полный период можно 
было видеть наблюдаемое явление один раз. За исключением тех 
случаев, когда было важно ослабить октаву настолько, насколько 
это только возможно, колебание передавалось сосуду через стол, на 
котором стоял сосуд. Камертоны либо были привинчены к столу и 
приводились в колебание смычком, или возбуждались электрически; 
первый способ был вполне подходящим, когда требовался только 
один камертон. Условия истечения струи были таковы, Что частота 
максимальной чувствительности, определяемая вычислением, была 
‚равна 259, а частота на границе перехода от устойчивости к неустой- 
чивости 372. 

При частотах, изменявшихся вниз от 370 до примерно 180, на- 
блюдавшиеся явления были в совершенном согласии с недвусмыслен- 
ными предсказаниями теории. Начиная от точки (определенно ниже 
370), где впервые наблюдался правильный эффект, всегда на каждое 
полное колебание камертона приходилась одна капля и один поток, 
причем каждая капля отрывалась при тех же в точности условиях, 
что и предшествующая. После понижения частоты ниже 180 возни- 
кает вопрос, не может ли эффект вызываться также действием октавы 
тона камертона, наравне с действием основного тона. Если этот эф- 
фект достаточен, то число капель удваивается, а когда основной 
тон очень слаб, то наблюдается двойной поток, причем последова- 
тельные капли отрываются при различных условиях и (под влиянием 
силы тяжести) описывают заметно неодинаковые траектории. При этих 
экспериментах обычно влияния основного тона было достаточно для 
определения числа капель даже вблизи частоты 128. Иногда, однано, 
октава делалась преобладающей и удваивала число капель. Если 
октава недостаточно сильна, чтобы действительно удвоить число ка- 
пель, она часто создает эффект, который очень хорошо заметен на- 
блюдателю, исследующему изменения сквозь вращающиеся отверстия. 
В одном случае сильное возбуждение смычком камертона, благоприят- 
ствующее октаве, дало сначала двойную струю, которая, однако, 
через несколько секунд перешла в единую струю. Около точки раз- 
биения струи те последовательные капли, которые в конце концов 
по мере затухания камертона срастаются, соединены перешейком. 


1) Ргос. Юоу. $0с., том ХХХ, стр. 133, 1882. 
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Если октава достаточно сильна, этот перешеек в дальнейшем обры- 
вается, и капли отделяются друг от друга; в ином случае перешеек 
стягивает вместе наполовину оформившиеся капли, и струя становится 
единой. Переход от одного состояния к другому можно было легко 
наблюдать. | 

Для того чтобы полностью избавиться от влияния октавы, приш- 
лось прибегнуть к иной установке. Было найдено, что желаемого 
результата можно достигнуть, если камертон с частотой 128 держать 
в руке над резонатором той же частоты, стоящим на столе. Измене- 
ния в этом случае были по виду вполне похожи на изменения, соз- 
даваемые камертоном с частотой 256, и единственное различие со- 
стояло в том, что капли были болыше и занимали вдвое большее 
пространство, а шарик, получающийся в результате стягивания пе- 
решейка, был намного больше. Мы можем заключить, что причиной 
удвоения струи субоктавою собственной частоты струи следует считать 
наличие второй компоненты, от которой едва ли` свободен любой 
музыкальный тон. 

Засхавляя одновременно звучать два камертона с частотами 128 
и 256, можно было получать по желанию единую или двойную 
струю путем изменения относительной интенсивности. Всякое несовер- 
чшенство настройки становилось вполне очевидным из поведения струи, 
которая претерпевала изменения, синхронные со слышимыми биениями. 
Это наблюдение, не требующее помощи стробоскопического диска; 
наводит на мысль, что ‘описываемый эффект зависит в некоторой 
степени от соотношения фаз обоих тонов, как можно было ожидать 
а р!10:1. В некоторых случаях влияние субоктавы обнаруживалось 
сильнее в том,.что последовательные капли делались различными по 
величине, чем в том, что капли описывали весьма различные траек- 
тории. 

Возвращаемся теперь к случаю одного камертона, привинченного 
к столу. Было найдено, что по мере понижения частоты ниже 128 
двойная струя устанавливалась регулярно. Действие нижней дуоде- 
цимы основного тона (851|.) требует особого рассмотрения. При 
этой частоте мы могли бы ожидать, что первые три компоненты 
сложного тона будут влиять на результат. Если бы третья компо- 
нента была достаточно интенсивной, то она определяла бы число 
капель, и результатом была бы тройная струя. В случае камертона, 
привинченного к столу, третья компонента тона, если она и не про- 
падает совершенно, должна быть исключительно слабой, но вторая 
компонента (октава) достаточно интенсивна и действительно опреде- 
ляет число капель (190|,). В то же время влияние основного тона 
(851 |3} достаточно для того, чтобы заставить последовательные 
капли описывать различные траектории, так что наблюдается двойная 
струя. , 

Путем добавления камертона с частотой 256 нетрудно было по- 
лучить тройную струю; однако, интереснее было исследовать, нельзя 
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ли свести двойную струю к одной струе с 851|, каплями в секунду. 
Для того чтобы получить основной тон, возможно более интенсивный 
и возможно более чистый, и заставить ‘его действовать на струю 
наиболее желательным образом, воздушное пространство над водой 
внутри сосуда (азригаюг ро#е) было настроено на тон камертона 
путем скольжения вдоль отверстия горлышка сосуда стеклянной пла- 
стинки так, что она частично закрывала горлышко (5 305). Когда 
камертон удерживался над образованным таким способом резонатором, 
то давление, заставляющее вытекать струю, делалось переменным 
< частотой 851|., и обертоны, насколько это возможно, исключа- 
лись. Однако, невооруженному глазу струя все еще казалась двойной, 
хотя при более тщательном исследовании один ряд капель был на 
взгляд определенно меньше, чем другой. Пользуясь вращающимся 
диском, дающим около 86 просветоь в секунду, можно было уяснить 
себе действительное положение вещей в этом случаР. Меньшие капли 
представляли собой шарики, и струя была единой в том жё смысле, 
что и струи, создаваемые чистыми тонами с частотами 128 и 256. 
Увеличение размеров шарика следует, несомненно, приписать большей 
длине перешейка, основные же капли в данном случае в три раза 
больше по объему, чем в случае, когда струя находилась под -дей- 
ствием камертона с частотой 256. 

При еще более низких камертонах, привинченных к столу, число 
капель ‘продолжает соответствовать второй компоненте основного 
тона. Вторая октава основного тона (64) дала 128 капель в секунду, 
а влияние первого тона было настолько слабо, что двойственность 
струи была лишь едва заметна. Ниже частоты 64 наблюдения не 
производились, и даже при этой частоте попытки добиться единого 
потока капель были безуспешны. | 

362. Эксперименты Савара в этой области были далее развиты 
Бэллом, который показал, что струю можно заставить * выполнять 
роль части телефонного приемника !). Внешние колебания могут со- 
общаться отверстию по веревочному телефону ($ 156а). Резиновая 
мембрана, натянутая на верхний конец металлической трубки, при- 
нимает струю и передает колебания, вызываемые меняющимся при- 
косновением, полости за мембраной, с которой можно соединить ухо. 
Диаметр и скорость струи должны быть приспособлены к общему 
характеру, то есть к частоте звуков, с которыми придется иметь 
дело. „Если мембрана удерживается под самым отверстием, из кото- 
рого струя вытекает, то в наушнике не будет слышно никакого звука; 
но по мере постепенного удаления приемной трубки вниз вдоль 
траектории струи станет слышен звук, соответствующий по высоте 
и качеству возмущающему звуку — если, разумеется, струя находится 
под таким давлением, что она в состоянии отвечать на все высокие 
тоны, которым обязан своим тембром возмущающий звук. Интенсив- 


1) Вей, РАЙ. Тгапз., том 177, стр. 383, 1896, 
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ность этого звука возрастает по мере увеличения расстояния между 
отверстием и мембраной. Наконец, когда струя над мембраной еще 
непрерывна, достигается точка максимума интенсивности и чистоты 
тона; и если удерживать мембрану ниже этой точки, то слышимый 
звук сначала становится более громким, приобретая в то же время 
жесткий оттенок, а при еще более низких положениях — вырождается 
в немузыкальный шум. В последнем случае видно, что струя разби- 
вается выше мембраны“. 

Из того факта, что небольшие струи, движущиеся с высокими 
скоростями, одинаково херошо отвечают на звуки, высота которых 
нзменяется в широких пределах, Бэлл заключает, что теория Плато 
недостаточна; он считает, что действительной причиной явлений. 
наблюдаемых в этих струях, скорее служит вихревое движение, 
зависящее от неодинаковости скоростей в центре и на периферии 
столба. г 

В качестве примера самовозбуждающей струи можно указать на 
прёрыватель 5 235г. В э,ом случае механизм, благодаря которому 
эффект возвращается обратно отверстию, — электрический. Но и 
обычные механические приспособления отвечают этой цели также 
хорошо. Введение резонатора, подобного камертону $ 2395г, 
или телефонной мембраны, которую можно заставить выполнять такую . 
же роль, если привести телефон в соприкосновение с отверстием, 
придает ббльшую правильность процессу и обычно также допускает 
больший диапазон частот. Не следует забывать, что во всех этих 
случаях самовозбуждения необходимо удовлетворить определенному 
условию в отношении фазы. Так, например, если в прерывателе 
$ 9235г (предполагая, что он хорошо работает) сместить платиновые 
точки на половину интервала между последовательными каплями, то 
очевидно, что действие его прекратится до тех пор, пока не будет 
достигнуто новое соответствие. 

363. Если небольшая струя выбрасывается вверх почти вертикально, 
картина осложняется вследствие столкновений капель друг с другом. 
Такие столкновения неизбежны вследствие различия скоростей, приоб- 
ретенных каплями, отрывающимися от непрерывной части столба 
жидкости нерегулярно. Даже если регулировать разбиение струи при 
помощи внешних колебаний подходящей частоты, капли все-таки 
должны столкнуться, прежде чем они достигнут вершины своей. пара- 
болической’ траектории. В случае непрерывной струи, как показывает 
„уравнение непрерывности“, по мере потери скорости на подъеме 
струя должна увеличиваться в сечении. Если поток состоит из 
капель, движущихся по одной и той же траектории вереницей 
одна за другой, то такое увеличение сечения невозможно, в этом 
случае постоянство полного потока требует постепенного сближе- 
ния капель, которое при почти вертикальном направлении движения 
‚не может остановиться прежде действительного соприкосновения. 
Однако, правильные колебания вызывают задержку столкновений 
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и последующего рассеяния капель, а в случае, если направление 
струи менее близко к вертикальному, могут и совершенно предот- 
вратить их. 

Замечательным образом влияет на поведение почти вертикального 
фонтана соседство наэлектризованного тела. Можно производить эти 
опыты со струей, истекающей из отверстия с диаметром*в 1 ими 
и поднимающейся приблизительно на 50 см. В нормальном состоянии 
струя сама распадается на капли, которые даже еще до достижения 
вершины, а еще больше после прохождения ее, рассеиваются на значи- 
тельное пространство. Если поднести к струе слабо наэлектризованное 
тело, то струя подвергается замечательному изменению и становится на 
взгляд цельной; однако, под более сильным электрическим воздействием 
рассеяние становится даже большим, чем вначале. Второй эффект легко 
приписать взаимному отталкиванию наэлектризованных капель, дейст- 
вие же слабого электричества, создающего видимую цельность, осно- 
вано на другом принципе. 

Бетц!) показал, что цельность эта — только кажущаяся и что то 
место, где струя разбивается на капли, не смещается заметно элект- 
рическим воздействием. Экранируя различные части металлическими 
пластинками, соединенными с землей, Бетц доказал далее, что, вопреки 
мнению прежних наблюдателей, чувствительность сосредоточена не в 
основании струи, там где она покидает отверстие, а там, где она 
распадается на капли. Так же, как в аппарате с падающими каплями 
лорда Кельвина, — для исследования атмосферного электричества (капель- 
ный коллектор. //рим. пер.), капли уносят с собой электрический 
заряд, который можно собрать, принимая капли в изолированный сосуд. 

Можно доказать путем мгновенного освещения, что обычное фас- 
‚сеяние капель вызывается отскакиванием их друг от друга при 
столкновениях. При умеренном электрическом влиянии нет суще- 
ственных изменений ни в распадении на капли, ни в последующем 
движении капель вплоть до момента столкновения. Различие начи- 
нается здесь. Вместо отскакивания после столкновения, обычного для 
ненаэлектризованных капель чистой воды, наэлектризованные капли 
сливаются, и таким образом, струя более не рассеивается ?). 

Подробное обсуждение этого вопроса здесь было бы неуместно. 
Достаточно сказать, что этот эффект зависит от разности потен- 
циалов между каплями в момент столкновения и что, когда эта раз- 
ность слишком мала, чтобы вызвать слияние, то налицо полная элек- 
трическая изоляция между смежными массами. 

Если струя выбрасывается вверх под небольшим углом к нормали, 
то рассеяние ограничивается вертикальной плоскостью. При этих 
обстоятельствах столкновения или вовсе отсутствуют или же их не- 


1) Вее, Рос. Апп., том СХЫУХ, стр. 443, 1872. 
2) „Тне шНиепсе о Е]есё1сНу оп СоШате \М!а*ег Огорз/, Ргос. Юоу. 
$0с., том ХХУПЬ стр. 406, 1879. 
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много, поскольку капли имеют достаточное пространство для того, 
чтобы не касаться друг друга, и небольшое электрическое влияние 
не дает эффекта. При большем угле наклона капли начинают рас- 
сеиваться и вне вертикальной плоскости, что служит признаком на- 
личия столкновений. Небольшое электрическое влияние приведет рас- 
сеяние к вертикальной плоскости, вызывая слияние капель, которые 
приходят в соприкосновение. 

Если, как в прекрасных опытах Савара, разбиение на капли регу- 
лируется внешними колебаниями подходящей частоты, то основные 
капли следуют одной и той же траектории, и, если только направ- 
ление выбрасывания не близко к вертикальному, то столкновения 
между ними отсутствуют. Однако, иногда случается, что шарики 
жидкости выбрасываются вбок отдельным потоком, образующим 
значительный угол с главным потфком. Это — результат столкно- 
Вений между шариками и основными каплями. Может даже слу- 
читься, что первые отражаются вперед и назад по несколько раз, 
пока, наконец, не исчезают в боковом направлении. Во всех случаях 
поведение капель под слабым электрическим влиянием является кри- 
терием наличия столкновений. 

В опыте, поставленном Магнусом!), шарики отклонялись от 
главного потока без столкновений путем электрического притяжения. 
Этот ‘опыт дает то преимущество, что позволяет получать правиль- 
ную последовательность капель, более мелких, чем этого возможно 
добиться каким-нибудь иным путем. 

364. Разрозненные массы жидкости, на которые разбивается струя, 
не сразу принимают и удерживают сферическую форму, но испы- 
тывают ряд колебаний, попеременно сжимаясь и удлиняясь в направ- 
лении оси симметрии. Если разбиение струи осуществляется с точной 
периодичностью, то каждая капля, проходя через данную точку про-_ 
странства, находится в одной и той же определенной фазе колебания; 
и отсюда возникает замечательное явление попеременных разбуханий 
и сжатий струи, описанное Саваром. Расстояние между двумя после- 
довательными разбуханиями равно пути, пройденному каплей в тече- 
ние одного полного колебания около фигуры равновесия, а потому, 
как показал Плато, софей$ райБиз, оно пропорционально корню 
квадратному из высоты напора. 

Период колебания, разумеется, является в свою очередь функ- 
цией природы жидкости (Т, 0) и величины капли, к вычислению кото- 
рой мы теперь и переходим. Заметим, что достаточно сообра- 
жений размерности, чтобы показать, что период (т) бесконечно 
малого колебания любого типа пропорционален у/рУ|Т, где У— 
объем капли. 

В математическом исследовании малых колебаний жидкой массы 
около ее сферической фигуры равновесия мы ограничимся типами. 


1) Маспиз, Роге. Апп., том СУТ, стр. '27, 1859. 
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«олебаний, симметричных относительно оси, чего достаточно для 
нашей задачи. Эти типы колебаний требуют для своего выражения 
только функций Лежандра Р»„; более общую задачу, срдержашую 
‘функции Лапласа, можно рассматривать таким же путем; она приво- 
дит к тем же результатам. 

Радиус г поверхности, ограничивающей жидкость, можно в любой 
момент # разложить в ряд (8 3386) 


га, --а.Р, (м)... -РаР, (в -..., (1) 


тде @., @., ...-—^ малые величины по сравнению с ау, а 11, как обычно, 
зыражает косинус полярного расстояния (6). 
Для объема У, заключенногд внутри поверхности (1), мы имеем: 


+1 12 
2 4 п 
зп | Мар паз 1-35; (и-- 1)-1 | (2) 


где суммирование начинается при п —1. Так, если @ радиус сферы 
равновесия, то 


12 
а==а) [1-53 1-0] . (3) 
0 


Потенциальная энергия капиллярности равна произведению натя- 
жения Г на поверхность 5. Для вычисления 5 имеем: 


5—2 } изб { | (%)} 4$ =2*\ { "-+5(%)} $11 6 40. 
Для первой части 
--1 
\ гам = -- 2%) (2. -|- 1)-1а?. 
1 


Для второй части 


5\ (5) 104 = 


®/ 


Значение выражения, стоящего в правой части, можно найти, поль- 
зуясь формулой 


т дР„дР в 
фаил (и-- 1) | Р.Р, 
1 


«/ 


з которой и’— целое число, равное и, или отличное от него. Таким 
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образом, 
17. + 
—\ /дг\?. 1 др, 
2 (5) 00 —5 (1—2) Ха (=) Фу == 
--1 


= Ул а- 10а? | ради = Уж (и оя-- 1-42 


Следовательно, в силу (3), 
$==4п1а-- 2п» (21 -- 1)-: (12 |-п--2) а? = 
==4та? -|- 21», (п —1)(п-|- 2) (21 -- 1)-1а2. (4) 
Таким образом, если обозначить через Ё поверхностное натяжение, 


то соответствующая ему потенциальная энергия (Р) может быть на- 
нисана в виде 


Р=2тТ. М (в —1)(п-2) (2п-|- 1)-1а2. (5) 


Теперь нам следует подсчитать кинетическую энергию движения. 
Потенциал скорости Ф можно разложить в ряд 


ф==Во-НВа”Р: (и)... -НВ”Р, (в -..., (6) 


таким образом, для кинетической энергии получаем 
1 д 
=} } Фо - 22а ар == пра. >! (2п -- 1)-шаля-182. 


Но из сравнения значения 0%|07 из (6) и формулы (1) находим 


да 

п-19 __[_ О@я 
па т , 
и, следовательно, 


К== 2траз. №1 (212-- п)-1 (228 )' . (7) 


Так как в выражения для а, и да„|0Ё_ не входят произведения 
величин Ри К, то движения, выражаемые отдельными членами, про- 
исходят независимо друг от друга. Пользуясь методом Лагранжа 
($ 87), находим уравнение для а„: 


дал Г 
ити и 2) Та, 0, (9 
так что, если а, — с0$(рЁ- =), то 
Г 
р = (8—2) -в1). (9) 


1) Ргос. Юоу. $0е. том ХЖХ, стр. ЭТ, 1879; \еЪъ, Мезз. ‘оф Машв., 
том [Х, стр. 177, 1880. 
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Период равен 2п|]р, так что, выражая его через У(=3 паз), 


имеем 
тр Зо И 


(10) 
У п (п — = Уи Па-э9’ 


или, в частном случае, при и —=2 


=. (11) 


Для того чтобы найти радиус водяной сферы, которая колеблется 
в течение секунд, полагаем в (9) р==2т, Т==74, о0=1, п=0. 
Таким образом, получаем &—2,47 сми, или несколько меньше дюйма. 
Попытка сопоставить (11) с явлениями, наблюдаемыми в струе, 
не привела к хорошему согласию. Поток в 19,7 см3 в секунду раз- 
рывался под действием камертона, дававшего 128 колебаний в секунду. 
Пренебрегая массой малых шариков, мы можем принять объем каждой 
основной капли равным 19,7|1128 или 0,154 смз Отсюда,. в силу 
(11), полагая р=1, Г==74, имеем т=0,0494 сек. Таково вычис- 
ленное значение. При наблюдении колеблющейся струи расстояние 
между первым и втерым набуханиями, соответствующими максималь- 
ной сплющенности капель, равнялось 16,5 см. Уровень сжатия 
посредине между этими двумя набуханиями был на 36,8 см ниже 
уровня поверхности жидкости в сосуде, что соответствует скорости 
в 269 см|сек. Эти данные дают для периода колебаний 
16,5 


Т==560 ==0, 0612 сек. 


Расхождение между обоими значениями т, возможно, следует при- 
писать слишком большой амплитуде, обусловливающей отклонение от 
закона изохронизма. Наблюдения над колебаниями отдельных капель, 
выбрасываемых по одиночке пипеткой, производились Ленардом 1). 

Тенденция капиллярной силы всегда направлена в сторону восста- 
новления сферической фигуры равновесия. Электризуя каплю, мы 
можем ввести силу, действующую в противоположном направлении. 
Можно показать 2), что если © есть электрический заряд, измеренный 
в электростатических единицах, то формула, соответствующая (9), 
будет иметь вид 


__п(п— 1) (2? \ 
ИИ {= -2) т— =}. (12) 


Если Т`> (? | 16па3, то сферическая форма устойчива для всех 
перемещений. Если (©) велико, то сферическая: форма становится не- 


1) Гепаг4, У?! 4. Апп., том ХХХ, стр. 209, 1887. 
2) РАЙ. Маг., том ХУ, стр. 184, 1882. 
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устойчивой для всех значений п ниже некоторого предела, причем 
максимальная неустойчивость соответствует большому,’ но все еще ко- 
нечному, значению 1. При этих условиях жидкость разбивается на 
тонкие струи, тонкость которых, однако, имеет предел. 

Наблюдения над разбуханиями и сжатиями регулярно разрываю- 
щейся струи можно производить стробоскопически, так чтобы один про- 
свет соответствовал каждому полному периоду вибратора; или же 
можно делать фотографические снимки при помощи мгновенного 
осведения, даваемого мощной электрической искрой !). 

В математических исследованиях настоящей главы вязкость совер- 
шенно не принималась во внимание. Плато : придерживался того 
мнения, что различие между длиной волны спонтанного разделения 
струи (4,5 Ж 24) и критической длиной волны (т 24) являлось след- 
ствием вязкости; но мы видели, что она достаточно учитываезся инер- 
цией. Введение вязкости значительно усложняет математическую 
задачу 2), и здесь Такой попытки не будет сделано. В результате 
можно показать, что в случае, когда вязкость преобладает, длинные 
нити не обнаруживают стремления разбиться на капли при взаимных 
расстояниях, сравнимых с диаметром нити, а скорее уничтожаются путем 
утоньшения в отдельных, далеко отстоящих, местах. Это, повидимому, 
находится в согласии с наблюдавшимся поведением ‚очень вязких 
нитей из стекла или патоки, поддерживаемых только на концах. 
Разделение на многочисленные капли или узловатость, указывающую 
на такое разделение, можно, таким образом, считать свидетельством 
того, что текучесть жидкости достаточна, чтобы ввести в действие 
инерцию. 

Еще более общее исследование, в котором рассматривается и 
влияние электричества, было проведено Бассетом 3). 


1) „боте АррИсаНопз оЁ РИоюогарну“, Ргос. Юоу. $ос. [п5., том ХШ, 
стр. 261, 1891; Машге, том ХУ, стр. 249, 1891. 

2) РИИ. Маг., том ХХЖЩУ, стр. 145, 1892. 

3) Ваззе, Атег. Лоигп. ор Май., том ХУГ № 1. 


ГЛАВА ХХ 
ВИХРЕВОЕ ДВИЖЕНИЕ И ЧУВСТВИТЕЛЬНЫЕ ПЛАМЕНА 


365. Болышая и важная группа акустических явлений имеет своим 
источником неустойчивость определенных движений жидкости, — дви- 
жений Фого типа, который в гидродинамике классифицируется как 
стационарный. Движение, одинаковое в каждый момент времени, 
удовлетворяет динамическим условиям, и, следовательно, оно прин- 
ципиально возможно; однако, малейшее отклонение от определенной 
таким образом идеальности имеет тенденцию самопроизвольно уве- 
личиваться и обычно с большой быстротой — по закону сложных 
процентов. Примерами такой неустойчивости служат чувствительные 
струи и пламена, звуки эоловой арфы и трубы органа. Эти явления 
до сих пор еще совершенно недостаточно понимаются; однако, они 
столь важны, что требуют максимального внимания, которое мы 
можем им уделить. 
` До тех пор, пока мы рассматриваем жидкость как абсолютно 
невязкую, ничто не мешает возможности конечного скольжения на 
поверхности, по которой соприкасаются две массы. На такой ‘поверх- 
ности завихренность ($ `239) бесконечна, и поверхность можно наз- 
вать вихревым слоем. Наличие вихревого слоя совместимо с динами- 
ческими условиями для стационарного движения; однако, как заметил 
уже давно Гельмголёц !), стационарное движение неустойчиво. Простей- 
ший случай имеет место, когда плоский вихревой слой разделяет 
две массы жидкости, движущиеся с различными скоростями, но без 
внутреннего относительного движения — задача, рассмотренная лор- 
дом Кельвином в его исследовании влияния ветра на волны 2). В про- 
веденном ниже рассуждении метод лорда Кельвина применен для 
определения закона отклонения от стационарного движения в неко- 
торых простейших случаях плоской поверхности раздела. 

Допустим, что ниже плоскости = = 0 находится жидкость постоян- 
мой плотности 0, которая движется параллельно оси Хх со скоростью У, 
2 выше этой плоскости плотность жидкости равна 0’, и скорость У". 


1) РАй. Маг., том ХХХУТ, стр. 337, 1868. 

2) Кеуш. РАЙ. Мае., том ХИ, стр. 368, 1871. См. также Ргос. Май. 
$0с., том ХФ, стр. 4, 1878; Ваззе{ НуагодупатЕс$, $ 391, 1888; Гать, Нуаго- 
Чупат{с$, $ 224, 1895. 
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Так же, как в $ 353, будем отсчитывать 2 вниз, и положим, что 
имеются жесткие стенки, ограничивающие нижнюю жидкость при 
&—=[ а верхнюю жидкость — при 2 == —/. Предполагается, что 
возмущение содержит величины х и # только в виде множителей 
ея ей!. Потенциал скорости Ух--ф для нижней жидкости удовле- 
творяет уравнению Лапласа, и, следовательно, ©, по условию 2 =, 
принимает вид 

ф=—СсьА (2—/)-е1 ("#+^»), (1) 


подобное же выражение 
ф'—С'сВЁ(2-- Г) -е (+) (2) 


применимо к верхней жидкости, если полный потенциал скоростей 
в ней есть У,--$ф'. Соотношение между ф и поднятием й у общей, 


поверхности имеет вид 
дф __ ОЙ Ой 
— (=). —_ а Уд»? 


так что если 
: р — Не (пЕ+Ах), (3у 


то 
СВ А/—=1(п-- ЕУ)Н. (4} 
Подобным же образом 
— АС'зВ АГ =1(п-РАУ’Н. (5} 


Теперь нам следует выразить условие, касающееся давлений при: 
&=—=0. Общее уравнение (2) 5$ 244 дает для нижней жидкости 


6 д 1 д \2 1 /0%\2 . 
-Р—— 2 —Я— (у) —2(5) ==-— 2й — шо — #Уф, 


если пренебречь квадратами малых величин. Подобным же образом 
для верхней жидкости при = =0 

др" я ЛР р, 

== 8 — $ — Уф. 


Если нет капиллярного натяжения, то др и др’ равны. Если капил 
лярное натяжение равно Г, то разность 


др — др' = — то — А2ТА, 
так что , . 
(ров -- РТА (п -- РИ) ф' — № (®-ЕЕУ)х. = (б} 


Если подставить значения ф и $’ при 2=0 из (1), (2), (4), 
(5), то это условие принимает вид 


| Ее Петр У) вы вр' (у-я)’свиг. (7 
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Это — уравнение, определяющее значения п|^. Если корни этого 
квадратного уравнения. действительны, то волны распространяются с 
соответствующими действительными скоростями; с другой стороны, 
если корни мнимые, то в решение входят экспоненциальные функции 
от времени, показывающие, что станционарное движение неустойчиво. 
Следовательно, критерий устойчивости имеет вид 


(ре ЕАН р' СШ АГ) {2 (р — р’) -Е ТЕ?} — 
— ро’ ев Ес Г (У— У') >> 0. (8) 


Если и г и Т исчезают одновременно, то движение неустойчиво 
для всех возмущений, т. е. независимо от того, какое значение 
имеет А. Если исчезает Т, то действие тяжести может обеспечить 
‘устойчивость для определенных значений А, но оно не может прев- 
‘ратить стационарное движение в движение, полностью устойчивое. 
В самом деле, если А бесконечно велико, т. е. если рябь бесконечно 
мелка, то с А/=сШ АГ ==1, и член, содержащий <, исчезает из 
критерия. Несмотря на то, что приложенные силы стремятся придать 
устойчивость движению, оно необходимо неустойчиво для волн бес- 
конечно малой длины; и этот вывод можно распространить на вих- 
ревые слои любого вида и на приложенные силы любого типа. 

Если Г — конечно, то, наоборот, необходимо имеется устойчивость 
для волн бесконечно малой длины, хотя возможна неустойчивость 
для волн конечной длины. 

Для дальнейшего исследования мы можем принять более простые 
условия, получающиеся при бесконечных / и Г. Тогда критерий 
устойчивости принимает вид 


(о--р') {2 (0 — р) -|- ТЕ} — #рр' (У— У) > 0, (9) 


икритический случай определится путем приравнивания левой части нулю. 
Это дает квадратное уравнение по А. Если корни этого квадратного 
уравнения мнимы, то критерий (9) удовлетворяется для всех проме- 
жуточных значений А, так же как и для бесконечно малых и беско- 
нечно больших значений, которые удовлетворяют ему во всех слу- 
чаях, если только р`>0'. Таким образом, условие полной устойчи- 
вости есть 
вот. (10) 
(р-р 

Пусть № обозначает минимальную скорость ($ 353) волн при 

У=0и У==0. Тогда, в силу (7), 


(р) == 48 (р — р) Т, (11) 


и условие (10) можно записать в виде 


а (УИ 
> Ея (12) 
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Если (У— У’) не превосходит определенного таким образом 
значения, то стационарное движение устойчиво для всех возмущений; 
в противном случае будут существовать некоторые конечные длины 
волн, Для которых возмущения возрастают экспоненциально. 
Еели мы теперь опустим в уравнении (7) члены, зависящие от 
тяжести и от капиллярности, то это уравнение примет вид 


ри ВИ св о" (п ВУ") с ЕР == 0. (13) 
При /==/' или, когда обе эти величины бесконечны, мы имеем 
просто 
р(п-Р РУ) -Н в’ (п -- ВУ) = 0, (14) 
или 
п__ _ РИ-НРУ' Ур ИУ (15) 
Е Р-Р | 


Из уравнения (15) мы видим, что, как и следовало ожидать, 
движение, общее для обеих частей жидкости, не имеет динамического 
значения. Прибавление одной и той же величины к Уи у равно- 
сильно вычитанию`той же величины из п|^. При о ==’ уравнение (15) 
принимает вид 


(ИУ КУ У). (16) 


Существенные черты этого случая обнаруживаются уже в про- 
стом случае, когда ИУ’ — — У, так что стационарные движения обеих 
масс.жидкости равны и противоположны. Тогда мы имеем 


п 


в =-Ру, (17) 
а для поднятия 
й — Не= *"1 со$ (Ех -|- г), (18) 
соответствующее начальному 
й — Н со$ (пх-- ®). (19) 
Если при #==0 0/01 =0, то 
й = Нсь® УЁсоз (пх-- ©), (20) 


что показывает, что волны на поверхности раздела стационарны, и 
амплитуды их увеличиваются со временем по закону гиперболиче- 
ского косинуса. Быстрота возрастания члена с шоложительным пока- 
зателем исключительно велика. Так Как Е —=2т|), то амплитуда 
умножается на е", или приблизительно на 23, за время, требующееся 
для того, чтобы тот или другой поток прошел расстояние \. 

Если У’ = У, то корни уравнения (16) равны, однако, общее 
решение можно получить обычным методом. Таким образом, если 
мы ПОЛОЖИМ 


и = У(1 —- и), 
24 рРэлей 
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где а в пределе обращаётся в нуль, ` то 


ими 


7 —- её (х-— |9) { А Им —- Ве"? 7.374 <. } 
$‘ 


где Аи В — произвольные постоянные. Переходя теперь к пределу 
при Я&=0 и беря новые произвольные постоянные, мы получаем 


Вей (- {С ОВ, 
или, в действительных величинах, 
й—= {С-- ДЕ} соз А (х — У- а. 
Если первоначально # —=с0$ Ех, 0й|10Ё=0, то 


и —=с0$ А ( УГ — х) -- ЕУЁз А ( УЕ —х). {21) 


Особенность этого случая состоит в том, что до смещения совер- 
шенно нет действительной поверхности раздела. 

Общее решение, содержащее / и Г, можно приспособить для 
представления определенных случаев возмущения двухмерной струи 
шириной в 2/, вливающейся в стационарную жидкость. В самом 
деле, если возмущение симметрично — так, что средняя плоскость 
является плоскостью симметрии, то условия — такие же, как если 
бы была введена ‘неподвижная стенка. Если окружающая жидкость 
безгранична, то { = со и с ЕГ =1, и уравнение, определяющее п, 
при И’=0 и 0’—=0 принимает вид 


(в: АИ)? св А/- п? = 0; (22) 
решение этого уравнения есть { 
п 1ИИ 
У ПШ ° (28) 
Следовательно, 
У \ 
‚— == АЦ И и 
й:— Не сов Ган, (24) 
где 
И + [4 (25) 


" — 18 


Это выражение представляет распространение симметричных воз- 
мущений в струе шириною 2/, выливающейся в стационарную окру- 
жающую жидкость той же плотности. 

„Если Е/ весьма мало; так что длина волны велика по сравнению 
с толщиной струи, то 


р = Нее" АУ созр (х — У}. (26) 
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Исследование асимметрического возмущения струи требует реше: 
ния задачи с одним вихревым слоем, в которой при 2 = должно 
быть удовлетворено условие ф =0 вместо требовавиетося до сих 
пор условия 0%|0г ==0. Значение ф есть 


ф=—=— {(п-- КУ) нев ей ох, (27) 
откуда, если, как прежде, д%’|92 =—0 при г = — /' 
о И Е" (и - ВУ")? св Г ==0. (28) 
Если Г == со, 0’ —=0, У'=0, то 
(п-- РУ)? Ш А/- п? ==0. (29) 


Это уравнение можно применить к струе шириною 2/1 движу- 
щейся со скоростью У в спокойной жидкости и смещенной таким 
образбм, что изгибы обеих ее поверхностей параллельны. 

Если К/ мало, то мы имеем приближенно 


в == Не=УН-^ У! сз В (х — Е. УВ. (30) 


Комбинируя решения, представленные выражениями (26), (30), мы 
можем определить последствия любых смещений в двух измерениях 
обеих поверхностей тонкой струи, движущейся со скоростью У в 
спокойной жидкости той же плотности. 

366. Можно считать, что исследование $ 365 дает удовлетвори- 
тельное -общее объяснение чувствительности струй. В идеальном 
случае внезапных изменений скорости, образующих вихревые слои 
в жидкости, не обладающей трением, движение всегда неустойчиво 
и степень неустойчивости возрастает по мере уменьшения длины 
волны возмущения. 

Непосредственное применение этого, результата к действительным 
струям привело бы нас к выводу, что их чувствительность бесконечно 
возрастает с частотой. Действительно, в случае некоторых пламен 
частота наиболее сильно действующих звуков весьма велика и прн- 
ближается к верхнему пределу человеческого слуха; однако, имеются 
другие типы чувствительных струй, на которые эти высокие звуки 
не оказывают действия и которые требуют для своего возбуждения 
средних или даже низких тонов. 

Возможное объяснение этого расхождения напрашивается само 
собой. Наши вычисления основывались на предположении, что изме- 
нения скорости происходят с разрывом — предположение, которое, 
пожалуй, нельзя примирить с действительностью. Вследствие трения 
в жидкости поверхность разрыва, если бы даже она.и могла обра- 
зоваться, мгновенно исчезла бы, и переход от одной скорости к 
другой становился бы все более и более постепенным до тех пор, 
пока переходный слой не ‘достиг бы заметной ширины‘. Когда’ эта 
ширина сравнима с длиной волны синусоидального возмущения, то 


24* 
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решение, полученное для внезапного перехода, перестает быть при- 
менимым, и мы не имеем оснований предполагать, что неустойчивость 
будет возрастать для значительно более коротких длин волн. 

Общее представление о влиянии вязкости в смысле расширения 
струи можно получить из решения Фурье для этой задачи при 
условии, когда начальная ширина предполагается бесконечно малой. 
Так, если в общих уравнениях ох и 0 исчезают, а и является функ- 
цией только от у, то уравнение, которому удовлетворяет и, имеет 
вид (так же как в $ 347) 


ди вон 1 
р (1) 


Решение этого уравнения для случая, когда и в начале имеет 
заметную величину только при у —=0, имеет вид - 


=, — (2) 


где у= 410’ а И, есть начальное значение } шау. Если у? = 4%, то 


значение и меньше значения, которое будет найдено для того же 
самого момента времени при у=—=0, в отношении е:1. Для воздуха 
у= 0,16 СЦ$ и, следовательно, через промежуток времени # тол- 


щина 2у струи будет сравнима по величине ‘с 1,6 УЁ; например, 
через одну секунду толщину струи можно считать равной прибли- 
зительно 11|, см. 

Таким образом, имеется полное основание полагать, что на 
явления чувствительности струи может сильно влиять трение жидкости, 
жоторое может существенно отклонить результаты от вычисленных, 
основанных на предположении разрывных изменений скорости. При 
этих обстоятельствах важно исследовать характер равновесия страти- 
фицированного движения в случаях, более близко подходящих к 
тому, что встречается на практике. Полное исследование, которое 
учитывало бы все эффекты вязкости, наталкивалось бы на много 
больших трудностей. Для цели, которую мы преследуем здесь, мы 
будем считать жидкость лишенной трения и удовлетворимся получе- 
чием решений для законов стратификации, свободных от разрыва. 
Для невозмущенного движения компоненты скорости 9, 1 равны 
нулю, а и является функцией только у, которую мы будем обо- 
значать через (/. Кривая, ординатой которой служит (, а абсциссой у, 
представляет закон стратификации; ради краткости ее можно назвать 
жривой скорости.’ Завихренность 7 (5 239) стационарного движения 


‘равна 5 Эду. 


Если в возмущенном движении, которое прелполагается двумер- 
ным, обозначить скорости через И-и и э, а завихренность через 
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2-Н&, то ‘общее уравнение (4) 5 239 принимает вид 
9(2-9 9 (2-9 т „9 


где 


Таким образом, если пренебречь квадратами возмущений, то 
уравнение можно записать в виде 


0 4 97|. | 
НО; (3) 
уравнение же непрерывности для несжимаемой жидкости дёет 
ди |, де __ 
дж ду = 0. (4) 


Если подставить в ‘уравнение (3) значения 7 и $, выраженные 
Через скорости, то. получим 


(#— С: &— дк) дт= 0 (5) 


Введем теперь предположение, что х и’Ё, как функции от и ит, 
пропорциональны ее. Из уравнения (4) имеем 


ии —0; (6) 


если это значение и подставить в уравнение (5), то получим 
920 


(новь но 


В уравнении (7) можно рассматривать Е как действительную ве- 
личину, а во всякой частной задаче, которую только можно себе 
представить, главной целью является определение соответствующего 
значение п, и, в частности, определение того, будет ли оно дейст- 
вительным или мнимым. Одно важное общее предложение относится 
к случаю, когда 9°(7]0у? не меняет знака, так что кривая скорофти 
целиком выпукла или целиком вогнута на всем пространстве между 
двумя неподвижными стенками, у которых удовлетворяется условие 
9—0. Пусть п =р-- М, о=а-- 13, где р, 4, а, В действи- 
тельны. Подставляя в уравнение (7), Получаем 


921 ‚ 923 09 Р-Р Им м 
ду Гу — [| бу ро! Г} = 0, 


1) Ргос. Май. $0:., том ХГ, стр. 63, 1830. 
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или, приравнивая йулю порознь действительную и мнимую части, 


_ да + ол (-О)а-- 48 (8) 


в” `ду* ео ь 
р С = [9-е РОВ. 
Помножив В на В, ‚® на @ и вычтя одно из другого, получим 
да а9 8 — да _ „0 90 а(а2-- 8) 
В ду? @ ду: — ду .- (8 ду а б) = ду? ри . (10) 


На границах значение 9, а следовательно, и @ и В, по предполо- 
жению, равны нулю. Поэтому, интегрируя уравнение (10) между гра- 
ницами, мы находим, что 4 должно равняться нулю, если 0(ду? 
имеет один и тот же знак во всей области интегрирования. Следо-` 
вательно, ий действительно, и движение, если не абсолютно устойчиво, 
то во всяком случае’ не является экспоненциально неустойчивым. 

Из уравнения (7) можно вывести и другое общее заключение, 
заслуживающее внимания. Записывая это уравнение в виде 


о 


ре т =} 


мы видим, что при действительном п, х не может перейти от одного. 
нулевого значения к другому нулевому значению, если 02Л/ду? и 
п-- РО не имеют где-нибудь противоположных знаков. Так, если мы 
предположим, что Ц всюду положительно, а 9°0|ду? всюду отрица- 
тельно, и что У есть наибольшее значение (7, то мы найдем, что 
п-- АУ должно быть положительно. 

° 867. Предполагая завихренность постоянной во всех слоях ко- 
нечной толщины и. изменяющей значение только при переходе огра- 
ниченного числа плоскостей, для каждой из которых у постоянно, 
мы получим класс задач, допускающих весьма простое решение. В 
этих случаях кривая скорости состоит из отрезков прямых, пересе- 
кающих друг друга под конечными углами. Предполагается, что та- 
кое положение вещей нарушается изгибанием поверхностей перехода.’ 

На протяжении всего слоя постоянной завихренности 0/1ду? = 0, 
а Яютому, в силу (7) $ 366, всюду, где п-- ВИ не равно нулю, 


мы имеем 
, 00 


був — 90; (1) 


решением этого уравнения является 
< = Ае№ — Ве-№. (2) 


Ссли имеется несколько слоев, в каждом из которых 7 постоян- 
но, то следует скомбинировать вместе различные решения вида (2), 


367] СЛОИ ПОСТОЯННОЙ ЗАВИХРЕННОСТИ 375 


выбрав произвольные постоянные так, чтобы удовлетворить опреде- 
ленным граничным условиям. Первым из этих условий, дчевидно, 
является непрерывность © или, как это можно выразить иначе, 


Другое необходимое условие можно получить путем интегриро- 
вания уравнения (7) $ 366 по поверхности перехода. Таким образом 


получим 
(“и)-а (®) —а(20) оо й 


Таковы условия, необходимые, чтобы скорость была непрерывной 
в местах, где О(0ду меняет свое значение. 

В задачах, которые мы будем рассматривать, жидкость либо ог: 
раничена неподвижной плоскостью, у которой у постоянно, либо же 
имеет бесконечное протяжение. Для первого случая (7 
условие просто имеет вид 9—0. Если имеется ’ 
слой, простирающийся в бесконечность в положи- 
тельном направлении, то в выражении (2), приме- 
нимом к этому слою, А должно быть равно нулю; 
если же слой имеет бесконечное протяжение в отри- 
цательном направлении, то должно исчезать соот- 
ветствующее В. 

В качестве примера первого случая мы рассмотрим 
задачу, имеющую довольно общий характер, когда 
ламинарное стационарное движение происходит между Фиг. 67 
неподвижными стенками у —=0 и у=Ь, РВ’ 6.. 

Завихренность постоянна на протяжении каждого из трех слоев, 
ограниченных у=0, у=6.; у=Ь, у=Ь-Ь; у=Ь-б,; 
у=ь-ЕВ'-НЬ, (фиг. 67). Мы имеем, таким образом, две внутрен- 
ние поверхности, на которых завихренность изменяется. Значенини 
у этих поверхностей можно обозначить через (7, (.. 

В соответствии с условием (3) и при условии, что 9==0 при 
у==0, мы можем положить в первом слое 


9 — 9. =$1 Ау; (5) 

во втором слое 
9—9, =9,-- М, в А(у— 61}; (6) 

в третьем слое 
9—9, =, -Р М, $6 А(у— 6. —6'). (7) 


Условие, что 9 ==0 при у=ё. --5'-- 6, теперь дает 
0 = М, $8 АВ. -- М, $8 А (6. -Н зв (6. -Н-ЕЬ,). (8) 
Нам остается еще выразить два других условия (4) у поверхнд- 


стей перехода. У первой поверхности 


Е ЗНАВ,, А =АМ, 
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у второй поверхности 
о— МЗ АВ" ВАР В, А 5 =ЕМ,. 
Обозначив значения А (00]ду) у обеих поверхностей соответственно 
через А,, Д., мы придадим нашим условиям вид 
(В --ЕИ,) М, — А, АВ, =0, (9) 
(ПН ЕО.) М, — А, { М.Н А’ 56 -РВ’)} =0. (10) 


В силу (8), (9), (10) значения М1, М., в определены. 
Уравнения для п найдем, приравняв нулю определитель этих трех 
уравнений. Это уравнение можно записать в виде 


Ат? Вп-Р С=0, (11) 


А=з А (В. -НЬ-НЬ)}, (12) 
В = (01 -Р О.) $8 Е (6. -НЫ-НЬ,) -- 
--А, $8 АБ, $8 Ё (6, -- 6’) - А, ЗВ АВ, зн А (6. В’, (13) 
С == А? (ЛО, ЗВ (Е Ь,) 
—- ЕЛА, $6 АВ. ЗН А (В, Е 5") -- РЦ, А, 6 АВ, 56 А (6, 5’) -- 
--А, А, $5 АЁ, $В АВ, 5В Аё'. ‚ (14) 
Для того чтобы определить характер корней, нам нужно образовать 
выражение В? —4АС. Сделав приведение, получим 


В? —4АС = {Е (И, — Ц, ВЕ (В, -НЫ-НЬ,) -- 
-- А, $8 АВ, $ А (6. 5") — А, 58 Её, зв А (6, -- 6’) } 2 -- 
—- 4А, А, $62 АБ, 5Н? АБ... (15) 

Следовательно, если А,, А, имеют одинаковый знак, т. е. если 
кривая скорости (5 366) направлена выпуклостью всюду в одну и 
ту же сторону, то В*—4АС положительно, и оба значения п 
действительны. При этих обстоятельствах возмущенное движение 
устойчиво. 

Предположим теперь, что поверхности, на которых происходит 
изменение завихренности, расположены симметрично, так что 
2 — р —- р. | 

В этом случае находим 

А— ЗВ А(26-Н В’), (16) 

В=А(И, РЦ, 8 (26-6) (А. -РА,) зв 6 зН А (6-- 5), — (17) 
р А? (Ц, ЗВ В (26-6) (ИА, -Е Ц.А,) $6 Её зв (В В’) -- 

--А, А, $82 ЕВ $8 АБ, (18) 


В, —А4АС-АА, А, $4 ВБ 
Ч {Е — 056826 - в) (А, — А) ЗВ ВЬЗНА (6-5) 2. (19) 


где 
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Здесь имеются два подслучая, которые можно отметить особо. 
Первый — это тот, в котором значения И одинаковы по обе сто- 
роны от средней плоскости, так что средний слой представляет 
область постоянной скорости без завихренности; кривая скорости 
для этого случая изображена на фиг. 68. Мы можем предполо- 
жить, что в среднем слое (=У, а на стенках И==®, не жертвуя 
общностью, поскольку любая постоянная скорость {%, наложенная 
на эту систему, просто изменяет п на соответствующую величи- 
ну — А» как это очевидно из уравнения (7) $ 366. Таким образом, 


== У БАНАНЫ 
И 
В —4АС—4А? $14 РВ; 
следовательно, 
___ У зв ВВ зв ® (В --- 6’) — $82 АЬ 


Как и следовало ожидать, поскольку кривизна кривой скорости. 
всюду одного знака, значения п в выражении (20) действительны. 
Легко видеть на основании симметрии, что оба 
нормальных возмущения таковы, что значения 9 
на поверхностях раздела либо равны, либо противо- 
положны для данного значения х. В первом слу- 
чае поверхности изогнуты в одну и ту же сто- 
рону и (как это легко получить из уравнений 
или вывести из частного случая, который будет 
сейчас упомянут) соответствующее значение п в вы- 
ражении (20) имеет верхний знак. Во втором слу- 
чае движение симметрично относительно средней 
плоскости, которая ведет себя подобно неподвиж- Фиг. 68. 
ной стенке. 

Если средний слой отсутствует (6’==0), то одно из значений 
п ——то, которое соответствует симметричному движению, — исчезает. 
Остающееся значение дается соотношением 


озер У А 
ПРА == ор =. 


(21) 


Другой случай, который мы рассмотрим, — это случай, когда ско- 
рости И по обе стороны от средней плоскости противоположны друг“ 
другу, так что 


(1 = — 0 = у, А, — — А, = — ВИ. (22) 
Здесь В =0и 
С — — А? У? ВА (26 -- 6") — 28 У? зн АБН Е (6 -- 5") — 


— м? У? 512 АКВ ЗН КР". 
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Ради краткости обозначим #6 ==В, А6’=В', так что уравнение 
для п принимает вид 


п? _ 23 (2-Е 2 зн В ЗВ (В -- В’) 2 582 Вэн? в" 
у? 2 ЗН (28 В) т. 
и зп В зн В'-- Аз (8-Е 8’)? — 2? 312 В о 
— ЕЁ ЗВ В' ЗН (28 8) * (23) 

Здесь оба значения ий равны и противоположны; и поскольку А, 
и А, имеют противоположные знаки, постольку вопрос о том, являет- 
ся ли п’ действительным или мнимым, остается от- 
крытым. 

Непосредственно очёвидно, что л действительно, 
если у положительно, т. е. если А, и У имеют 
одинаковые знаки, как на фиг. 69. 

Даже если д отрицательно, п? необходимо 
положительно для болыших значений К, т. е. для 
малых длин волн. В самом деле, в конечном счете 
мы имеем из (23) 


9 п—=-НАИ. 


Теперь мы можем исследовать, для каких значений 
ч. 1? может быть отрицательным, если А очень мало, т. е. если 
длина волны очень велика. Приравнивая числитель выражения (23) 
нулю и разлагая в ряд гиперболические синусы, мы получаем в ка- 
честве квадратного уравнения для м выражение 


о вв 26-Е В" = 0, 


откуда 
—- или и —=——— (24) 


Когда |\ лежит между этими пределами (и только тогда) п? 
‚отрицательно, и возмущение (с болыной длиной волны) возрастает 
хо временем экспоненциально. 

Мы можем выразить эти результаты через скорость У’ у стенки, 
где у=0. Имеем 


1 1 


| | 
52 52 , 


1 
Следовательно, предельные значения У, суть ру р’ и 0. Кривая 


‘скорости, соответствующая первому пределу, изображена на фиг. 70 
линией ОРОР'(’; точку @ найдем, проведя прямую АО параллельно 
ОР до встречи со стенкой в @. Если 6'==25, то ОР параллельна 
ОА, или скорость постоянна в каждом из крайних слоев. 

У второго предела ИУ, =—=0; кривая скорости изображена на фиг. 71. 
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Существенно заметить, что движения, изображаемые кривыми 
скорости, промежуточными между этими предельными случаями, обла-- 
дают неустойчивостью такого характера, который был бы невозмо- 
жен для движения, кривая ско- 
рости которых имеет всюду 
кривизну одного знака, как на 
фиг. 68. 

В первом приближении дви-` 
жение, изображенное на рис. 71, 
находится на границе между 
устойчивостью и неустойчиво- 
стью для возмущений с боль- 
пюй длиной волны; однако, 
если мы продолжим наши вы- Фиг. 70. Фиг. 71. 
числения, то найдем, что в 
действительности оно неустойчиво. Если мы положим в (23) 


1 2 
пы’, 
то получим, после приведения, 
п? 26? 


уз — — 3, (25) 


что указывает на неустойчивость. 

Из <«ботношения (23) в его второй форме мы видим, что, каково 
бы ни ‘было значение Е, можно |4 определить так, чтобы возмуще- 
ние было неустойчивым. Условием этого будет просто, чтобы \\ было 
заключено между пределами 


__ ЗП В(В--Ь') — ЗАВ 
$ РЬ ЗВ 2’ ) 
ИЛИ 


ест аб-- сш #6}, Авт вь }; (26) 


первое из этих условий соответствует верхнему пределу численного 
значения |, 

Если А очень велико, то пределы очень велики и близки друг 
к другу. Если Е мало, то они принимают вид 


1_2 | 
вы И Ъ’, 


что уже было доказано. По мере того, как А возрастает от 0 до сю, 
численное значение верхнего предела непрерывно растет от 116 2|6' 
до со, и подобным же образом численное значение нижнего предела 
растет от 1|6 до сю. Поэтому движение не может быть устойчивым 
для всех значений Е, если № (будучи отрицательным) превосходит 
по численному значению 116. Окончательным условием полной устой- 
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чивости будет, следовательно, алгебраическое неравенство 


>. (27) 


В переходном случае 
1 2 2УБ 
И (абы) Ув"; (28) 


этот случай изображен на фиг. 70. Если РО наклонена вниз больше, 
чем показано на этом рисунке, как например на фиг. 71, то стацио- 
нарное движение заведомо неустойчиво. 

Возвращаясь к общим уравнениям (11), (12), (13), (14), (15), 
предположим, что А, = 0, что приводит к исчезновению соответствую- 
щей поверхности разрыва. Получаем 


В=А (0 -- Ц.) зн А (6. 6’ В,) -- А, В Аб, за. 
В? — 4АС = {Е (01 — ПдзВА (в, НЫЕ) - 
-РА, 36 Аб, $6 А (6,8) }?, 


п—= —^А0,, (29) 


так что 


ИЛИ 
АЗ АВ: ЗНА (6-Е В) 


зв А (6-65) ° 


Последнее выражение представляет собой общее решение для двух 
слоев постоянной завихренности шириною 6, и В'--В.. Эквивалент- 
ный результат можно получить, полагая в уравнении (11) ит. д. 
6’ —0 или 6, =0. 

Наличие соотношения (29) заставляет сделать вывол, что в каче- 
стве значения‘ и допустимо любое значение — РИ; смысл этого оче- 
виден из фундаментального уравнения (7} $ 366. В самом деле, 
в том месте, где п-|-- И==0, уравнение (1) не должно удовлетво- 
ряться, т. е. произвольные постоянные в выражении (2) могут изме- 
нять свои значения. Очевидно, что при заданных значениях пи Ё 
можно найти решение, удовлетворяющее требуемым условиям у стенок 
и у поверхностей, где ЭИ!ду изменяет значение, так же как и урав- 
‘нению (3) у плоскости, где п-- С = 0. В этом движении предпола- 
гается, что жидкости в рассматриваемой плоскости сообщается доба- 
вочная завихренность, которая движется вместе с жидкостью при. 
скорости И. 

Мы можем спросить, что же происходит во втором месте в 
жидкости там, где случайно скорость одинакова со скоростью в первом 
месте, месте добавочной завихренности. Второе место может нахо- 
диться либо в слое с первоначально однородной завихренностью, 
либо на поверхности перехода. В первом случае не происходит ничего 
особенного. Если во втором месте нет новой завихренности, то зна- 
чение о определено, как обычно, с точностью до некоторого произ- 


п—=— А — (30) 
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вольного множителя. Однако, возможно наличие новой завихренности, 
совместной с заданным значением п, во втором месте, так же как и 
в первом, и тогда полное значение о для данного п можно рассмат- 
ривать, как состоящее из двух частей, каждая из которых пропор- 
циональна „одной из новых завихренностей и каждая из которых 
имеет произвольный множитель. 

Если второе место расположено на поверхности перехода. то из 
уравнения (4) следует, что’о—=0. поскольку А(0И]ду) конечно Из 
этого факта мы могли бы попытаться сделать вывод, что рассматри- 
ваемая поверхность ‚ведет себя подобно неподвижной стенке, однако, 
более подробное иследование показывает, что этот вывод 'не оправ- 
дывается. Для того чтобы понять это, полезно будет исследовать 
соотношение между 9 и смещением поверхности, которое предпола- 
‚гается пропорциональным ее?!‘ ей Таким образом, если уравнение 
поверхности есть 


Е==у— йе"! + —(), (31) 
то условие, которому нужно удовлетворить, имеет вид 1) 

дР ЕР ОР 

2 "Ид Еду =0, (32) 


так что искомое соотношение есть 


Следовательно, конечное Й совместимо с исчезающим ъ9. 

368. В задачах, рассмотренных в $ 367, жидкость была ограни- 
чена неподвижными стенками; в задачах, к которым мы сейчас пере- 
ходим, мы будем предполагать жидкость неогра- 
ниченной. В качестве первого примера предполо- 
жим, что на верхней стороне слоя толщины 6 невоз- 
мущенная скорость ( равна -- У, а на нижней 
стороне она равна — У, внутри же слоя она равно- 
мерно изменяется (фиг. 72). Завихренность внутри Фиг. 72. 
слоя равна У]6, а вне слоя она равна нулю. 

Наиболее непосредственно ведущим к цели методом разрешения 
этой задачи является, пожалуй, метод, изложенный в 5 367. От 
у==—<о до у=0 нам нужно взять выражение вида 9, =е^, 
удовлетворяющее необходимому условию при у = — с©. Тогда от 
У=0 до у=ё 


= — = 


9, =, -- М, ЗВ Ау, 


а от у=ё до у=- <. 
о, + М6 (у—6) 


1) Гать, Нудгодупапис$, $5 10. 
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Но, в: силу условий, при -- с© $; должна иметь вид е-^, так что 
6 
Ем, М,2-* 0. 


Два других условия можно тогда сформулировать, как в 5 367, и 
исключив две постоянные М, и /Л, получить. наконец» уравнение 
для п. Однако, будет удобнее и поучительнее пойти по другому 
пути, открываемому теорией вихрей. 

Если мы напишем основное уравнение 


п 02% дл 
(#0) (5—2) —‘дуяз =0 (1) 
_в виде 
до 
дв = , (2) 
то мы увидим, что, если У==0 от у= — сю до у=-— сю, то о==0. 


Следовательно, любое значение, возможное для 9, можно рассматри- 
вать, как зависящее от У и, далее — вследствие линейности, — как 
составленное путем простого сложения из значений, соответствующих 
частным значениям У. В приложениях, которые мы имеем в виду, 
У исчезает всюду, за исключением отдельных определенных мест — 
поверхностей разрыва, — где только 9?0|0У? отлично от нуля. Полное 
значение © можно, таким образом, найти путем сложения частных 
значений, каждое из которых соответствует единственной поверхности 
разрыва. 

Для того чтобы найти частное значение, соответствующее поверх- 
ности разрыва, расположенной при у==у,, нам’ нужно предположить 
в уравнении (2), что У исчезает во всех других местах, а 9 исчезает 
при --со. Таким образом, при у`>у:, 9 должно быть пвопорцио- 
нально е-^0’-У), а при у<у,, — пропорционально е*^0’-У). Кроме 
того, поскольку само © должно быть непрерывным при у==у/!, коэфи- 
циенты в показателях должны быть равны, так что искомое значение 


можно записать в виде 
© — Се=®0’-У,, (3) 


где С — некоторая постоянная. 

В частной задаче, предположенной выше, имеют место две поверх- 
ности разрыва — при у=О и при у==6б; соответственно полное 
значение о можно записать в виде 


о — Ае*® -|- Ве*’-». (4) 


Теперь нам нужно удовлетворить условию непрерывности (4) 
$ 367 на каждой поверхности. При у== 0 из выражения (4) мы имеем 


9, = А-- Ве-*, 4 (5), =— 284, 


причем 
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а при у=ё 
де-®--в, 4(5),=— АВ 
причем 
9 2у 


ГУсловия, которым должны удовлетворять В]А и п, следовательно, 
таковы: 


А(и— ви) + в(у^)=0, (5) 
ев у 
(у) — в (и еи— +) =0, (6} 
‚откуда, исключая В[А, 
па (#6 — 1) — 2-28, (7 


Если №6 мало, т. е. если длина волны велика по сравнению с 6, 
то этот случай приближается к случаю внезапного перехода от ско- 
рости ——У к скорости --И. Тогда, из соотношения (7), 


п? — — 28 У?, (8} 


в согласии с найденным уже [(17),.5 365] значением. В этом случае 
стационарное движение неустойчиво. С другой ‘стороны, если Ав» 
велико, то из (7) находим 


п? —= А? Уз, (9) 


и так как оба значения ий действительны, то движение устойчиво. 
Таким образом, оказывается, что при таком отдалении от неустой- 
чивости, безгранично возрастающей с уменьшением до нуля длины 
волны, как это бывает при внезапном переходе от —И к -НИ, 
уменьшение длины волны ниже 


в функции Ед. 

Мы видим, что неустойчи- 
вость, наибольшая при Аб — 
.- 0,8, т. е. при ^==86, и что переход от неустойчивости к 
устойчивости происходит при Аб = 1,3 или прн — ор. 

В соответствии с обоими значениями п имеются два отношения 
ВГА, определяемые уравнениями (5) или (6), причем каждое из них 
‘дает нормальную частоту возмущения, а посредством этих нормаль- 


определенного значения сопро- 
вождается неустойчивостью, ко- ко | 62? [ У? ЕВ 62? У? 
торая постепенно уменьшается и, 
наконец, заменяется действи- 
тельной устойчивостью. Приво- 0,2 | — 0,03032 | 1,0 | —0,13534 
димая таблица более детально 0,4 | — 0,08933 | 1,2 | — 0,05072 
ее То 0,6 | — 0,14120 1 1,3 | -- 0,01573 
показывает ход 621?! У?, взятый 08 | — 016190 | 20 | -10,98168 
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ных частот можно представить произвольные начальные условия. 

Мы увидим, что для устойчивых возмущений отношение ВА дей- 

ствительно; это показывает, что изгибы обеих поверхностей в 

каждый момент находятся в одной и той же 

_/\. фазе. 

--- --- В качестве примера мы можем теперь взять струю 

Фиг. 73. толщиною 2$, движущуюся в спокойной жидкости, 

предполагая, что скорость в середине струи равна И 

и что по обе стороны скорость равномерно падает до нуля (фиг. 73). 
омещая начало оси у-ов на редней линии, мы можем написать 


И=— у( 1-2), (10) 
где знак минус относится к верхней, а знак плюс к нижней поло- 
вине струи (фиг. 73). Теперь имеются три поверхности у= — 6, 


‘у=0,-у= -Н В, на которых вид 9 испытывает разрыв. Так же 
как в (4), мы можем положить 


9 —= Ае=* 0+2) |- Ве | Се 0-9, (11) 
так что при 
ОУ | 
у= —в, И=0, 4(5,)=ъ, 
— —2Ь —2АЬ 0% . 
9 — А-- Ве-*? | Се-?®, 4(5,)= — 244; 
атри 
__ —_ и\_  2у 
у=—=0, Е у, 4(5,)= ф' 
о —= Ае-*? -- В-- Се-*, 4 (5. )=—2%в 
и при 
0 у 
у=ь 0—0, 4(5)=ъ, 
— Ав-2АЬ —АЬ 09 \__ 
о = Ае-^Р -|- Ве? -- С, А(5,)= — 2^С. 
Подстановка этих значений в уравнения условия (4) $ 367 дает 
тА--уВ-- С ==0, (12) 
А (;—зт— №) в-1С=0, (183) 
'А--уВв-- тб =0. (14) 


Эти уравнения определяют А:В:С и п. 

Из симметрии, характеризующей этот случай, или же из иссле- 
дования уравнений (12), (13) и (14) мы видим, что одно из нормаль- 
ных возмущений определяется соотношениями 


В=0и АЁС=0, (15) 


ЖИДКОСТЬ, НЕ ОГРАНИЧЕННАЯ СТЕНКАМИ 385 


и что соответствующее значение и равно \?. Таким образом, для 
симметричного возмущения 


п — 55 (1—2 2*), (16) 


что указывает на устойчивость в случаях, когда речь идет об этой 
частоте. 

Общий детерминант системы трех уравнений можно представить 
в форме 


(т — 2) [т? -- (у?-- 2 — З)т-- 1? а -- 265)] =0, (17) 


где первый множитель соответствует уже рассмотренному симметричному ` 
возмущению. Остальные два значения п будут действительны, если 


(-- 286 — 3)? — 41? (1-2 225) >> 0, (18) 


но не иначе. Если Аб бесконечно велико, то у==0, и неравен- 
ство (18) удовлетворяется; таким образом, движение устойчиво, когда 
длина волны возмущения мала по сравнению с толщиной 26 струи. 
С другой стороны, как легко доказать, разлагая в ряд \, или е-*?, 
‚в выражении (18) движение неустойчиво, если длина волны велика 
по сравнению с толщиной струи. 

Значения левой части неравенства (18) можно оценить легко, если 
представить эту часть в виде 


(5-Е 226 — е-2*5)2—16 (1-26). (19) 


Некоторые соответствующие значения (19) и 2$ даны в таблице. 
Мнимая часть п, если она су- 

ществует, пропорциональна квад- 

‘ратном 19 ` 26 (19) 2ЕЬ 

р у корню из (19). Длина 

волны максимальной неустойчи- 

вости определяется, таким об- 


разом, приближенно значением 0 0 
226 —= 2,5 или \ ==2,0.26. Кри- —0'599 | 
тическая длина волны дается зна- —0,876 | 
чением 2Аф = 3,5 приблизи- 


тельно, или ) —1,8.26; более 
короткие длины волн, чем эта, приводят к устойчивости, а более длин- 
ные — к неустойчивости. В этом отношении здёсь имеется очень 
близкая аналогия с цилиндрическими столбиками 
/ \. жидкости, находящейся под действием капил- 
-- —  лярных сил ($ 357), хотя природа самого равнове- 


‘Фиг. 74. сия и характер отклонения от него совершенно 
различны. 


Можно сделать дальнейший шаг к обобщению, предполагая, что 
максимальная скорость У распространения на слой конечной тол- 
щины 6’ в середине струи (фиг. 74). В соответствии с этим в этом 


25 Рэлей 
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слое нет завихренности, между тем как в прилежащих слоях, тол- 
щиною д, завихренность и скорость остаются прежними. 

Взяв, как в выражении (11), четыре постоянные А, В, С, О, для 
того чтобы представить разрывы на четырех поверхностях, рас- 
сматривая их по очереди и положив | ==е-*? и ]'==е`*", имеем 
на первой поверхности | 


ди у 
о=о, А(5,) =, 
о= ААВ С-НТтр, 4(5.)=— 284; 
на второй поверхности 
__ д90и\ _ _ У 
и=у, 4(5)=-ъ. 
д 
о—1А ВУ, 4(5.)= —2*в; 
на третьей поверхности 
И= У, А( ву) = — т. 
о— А-В С-О, А (52 )= —2^с 
и на четвертой поверхности 
0 У 
О, 45) = +5, 
! 7 д 
9=РТА--ТВ--1С-- В, 4(5%) = —2^2. 
Воспользовавшись этими значениями в (4) 5 367, получим 
26 
А| 1+ су | Нтв-Нт С-В =0, (20) 
м-в [1—2(#-- у) | Нус-тир =0, (21) 
А А (22) 
р 26 
иРА-иВ-НС-ЬЬ [1-9 | =0 (23) 


Исключение отношений А:В:С:О дало бы биквадратное уравнение 
по п, которое, однако, можно разбить на два квадватных уравне- 
ния — одно, относящееся к симметричным возмущениям, для которых 
АЬ=0, В--С==0, и другое, относящееся к возмущениям, для 
которых А — Р=0, В —С==0. Результирующее уравнение по п 
можно написать в виде: 


(20 СБУ 285) т 
ЧЕ 26-1-2286) ==0. (24) 


у 
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1 
В уравнении (24) верхние знаки относятся к симметричным. возму“ 


щениям. Корни действительны и соответствующие возмущения устой» 
чивы, если 


(-ВУ-У У - 246) — 4-Е уф --2Ь-Е 1? (1-Е у’ 5-26] (25) 
положительно. 
В дальнейшем мы ограничимся симметричными возмущениями, 


т. е. верхними знаками в (25) и членами порядка не выше пер- 
вого по 6’. Выражение (25) можно тогда привести к виду 


(1—2 —2^6)2 - 226' (1 == 2) (1 — 2 — 226). (26) 
Если Аб очень мало, то это выражение обращается в р 
42464 — ВЕБ’. 262. (27} 


Бели В’ равно нулю, то выражение (27) положительно, и возмущение 
устойчиво, как мы нашли выше; если же б и 6’ — одного порядка 
величины и оба малы по сравнению с), то из (27) следует, что 
возмущение неустойчиво, хотя оно и симметрично. 

Если положить в выражении (24) в’ —=0, То мы снова возвра- 
тимся к предыдущей задаче. Для симметричных возмущений, полага% 
в (24) ]'’=1, получим 


(нае 2вь) Чу 286 (1 — р) =, 


что показывает, что значения 26п]У равны 12 — Ти — 2А6. Пер- 
вое значение совпадает с (16), а второе дает п--- У=0. Мы уже 
видели, что любое значение — АС представляет возможное решение 
длЯ п. 

С другой стороны, ебли мы предположим, что 2=0, то мы 
вернемся к случаю струи с одинаковой повсюду скоростью У ис 
толщиною 6’, движущейся в спокойной жидкости. Уравнение для 
после деления на 2? принимает вид 


т -- (1-Е ТРУ. и (1-Е) У=0, 


ИЛИ 


РУ ТЕТ =0. | (28) 


— 


! 


, 1+ __ 1 Ч 
В уравнении (28) 1— = - Аб, ГУ 


результат находится в согласии с (22) и (29) 5 365, где вели- 
чине об соответствует /. 


=. РЬ', так что 


‚Другой частный случай уравнения (24), сравнимый с предыду- 
щими’ результатами, получится, если предположить; что 6’ беско- 
нечно велико. 
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369. Если 0?(]ду? конечно, то мы должны вернуться к общему 
уравнению $5 366 


5) 
(+ +0) (5, вт —№)— дя 7—0, (1) 


которое позволяет теоретически построить кривую, изображающую © 
как функцию от у, если известно п (которое .действительно). В дей- 
ствительности мы можем рассматривать уравнение (1) как опреде- 
ляющее кривизну, которую мы будем иметь в какой-либо точке при 
следовании по кривой. В месте, где п--ЁИ исчезает, т. е. где ско- 
рость потока равна волновой скорости, кривизна становится беско- 
нечной, если о не исчезает. Характер бесконечности в таком месте 
(предполагая, что у==0) можно было бы более удовлетворительно 
исследовать посредством полного решения для какого-нибудь ча- 
стного` случая. Однако, достаточно исследовать вид решения в со- 
седстве с у=0, и для этой цели диференциальное уравнение можно 
упростить. Так, если у мало, то можно рассматривать п-- ИО как 
пропорциональное у, а 42И]4у? — как приближенно постоянную. По 
сравнению с большим членом, А20? можно пренебречь, и достаточно 
рассмотреть уравнение | 


Ч э-Ну- = — (2) 


где ради краткости опущен известный постоянный множитель при у. 
Это уравнение относится к типу уравнения Риккати 


емо = 0, (3) 
решением, которого вообще является (т дробное) 1) 
о=Уу[А/„ (8) - ВУ- „(8)], (4) 
где 
т = к==2ту“»". (5) 


Если, как в данном случае, т целое, то /_„{&) следует заменить 
($ 341) функцией второго рода У, (5). Следовательно, общее реше- 
ние уравнения (2) есть- 


—=У АЛ (2Уу)-+ ВУ, (27 у). (6) 


При переходе через нуль у изменяет знак, а вместе с тем и ха- 
рактер функций. Если мы будем рассматривать решение (6) как 
применимое на положительной стороне, то на отрицательной стороне 


1) Т.отте!, ` $еп йфег @е Веззезсйеп РипсНопеп, $ 31, Тарис, 
1868; Огау ап@ МаНПе\з, Веззе! ЕипсНоп$, стр. 233, 1895. 
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мы можем написать 

= Уу[сл(2Уу)-- БУ, (2 Уу)], (7) 
причем аргументы функций в решении (7) — чисто мнимые. 


Из известного вида функций ($ 341) мы можем вывести сле- 
дующее решение, применимое при малом у: 


9 Ау 5 
ЕЁ 1 1 :) 3 о 
В Титу) — шо УУ)-(у— Ту -НУ— чу |, ®) 


так что в конечном счете 


| 
> 
ь 


__ 1 ао __ 1 40 1 —_1 


причем © остается конечным во всех случаях. 

Покажем теперь, что любое значение — И является допустимым 
значением п в уравнении (1). Место, где п-- РИ =0, примем за 
начало. у-ов; в первый момент предположим, что п —- АЦ не исчезает 
нигде в другом месте. В непосредственном соседстве с у==0 реше- 
ниями, применимыми на обеих сторонах, будут (6) и (7), причем они 
подчиняются условию, что © должно быть непрерывным. Следова- 
тельно, В силу (9), В=), а три постоянные остаются произволь- 
ными. Определив таким образом характер функций в начале, при- 
у==0, подчиняем дальнейший их ход первоначальному уравнению (1), 
которое полностью определяет их, если известны эти три произволь- 
ные постоянные. В данном случае. заданы два соотношения условиями, 
которые должны выполняться на неподвижных стенках или других 
границах жидкости, и таким образом весь вид © определен с точно- 
стью до постоянного множителя. Если В и О конечны, то в начале 
имеется бесконечная завихренность. 

Любые другие места, в которых п-- И =0 можно рассматри- 
вать аналогичным образом, и самое общее решение будет содержать 
столько произвольных постоянных, сколько имеется мест с беско- 
нечной завихренностью. Однако, завихренность не должна обязательна 
быть бесконечной только потому, что п И ==0; и действительно, 
‚можно получить частное решение с одной лишь бесконечной завихрен- 
ностью. В любом другом критическом месте, например, в таком, 
каким мы можем” считать начало В и О могут исчезать, так что 
9—0, 429|4у? = А или С. 

‚На основании этих рассуждений казалось бы, что фесконечности, 
которые появляются при П--ЕИ==0, не оказывают серьезного 
влияния на применение общей теории, коль скоро мы пренебрегаем 
квадратом отклонения от стационарности движения. 
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Значительная часть предыдущих параграфов заимствована из 
известных статей автора !). Читатель должен обратиться также к ра- 
ботам лорда Кельвина ?), в каторых рассматриваются эффекты вяз- 
кости. 

370. Остается опйСать явление чувствительного пламени и по- 
казать, насколько это возможно, применение теоретических принци- 
пов. В принципе комбинация пламени и резонатора, описанная 
в $ 322й; может быть. названа чувствительной; однако, в этом слу- 
чае название это следует скорее отнести к резонатору, а роль пла- 
мени состоит только в поддержании путем периодического снабжения 
теплотой однажды начавшегося колебания резонатора. Следуя Тиндалю, 
мы можем с успехом ограничить применение этого термина изоли- 
рованными пламенами и струями, в которых происхождение чувстви- 
тельности следует, несомненно, искать в неустойчивости, сопровож- 
дающей вихревое движение. 

Самым ранним наблюдением по’ этому. вопросу было наблюдение 
профессора Леконта 3), который заметил прыжки пламени обыкновен- 
ной двойной горелки, дающей пламя в форме рыбьего хвоста 
{#$МаПБигпег) в ответ на определенные ноты виолончели. Условием 
чувствительности было, чтобы при отсутствии звука пламя было на 
границе вспышки. Когда давление газа уменьшалось, то чувствитель- 
ность терялась. 

Произведенное независимо наблюдение такого же рода привлекла 
внимание проф. Барретта к чувствительным пламенам; при этом он 
исследовал тип горелки, наилучшим образом подходящей для работы 
при обычных давлениях газа в газовой сети 4). „Она состоит из стек- 
лянной трубки приблизительно в 3|; дюйма (1 см) диаметром, сжатой 
в отверстии до 1; дюйма (0,16 см) в диаметре. Весьма сущест- 
венно, чтобы это отверстие было слегка У-образно... Нет ничего 
легче, чем сделать подобную горелку; необходимо только вытянуть 
на газовом пламени кусок стеклянной трубки и ножницами при- 
дать сжатию указанную форму“. 

Однако, значительно более поразительным является пламя высо- 
кого давления, примененное Тиндалем. Газ подавался из специального 
резервуара под давлением примерно в 25 си водяного столба к очень 
малому отверстию (р!пно]!е) стеатитовой горелки, причем пламя уве- 
личивалоеь по высоте, достигая примерно до 40 си. Под влиянием 
звука подходящей (очень высокой) частоты пламя гудит и спадает, 


У о иний 


1) Ргос. МаЁ. $0с., том ХТ, стр. 57, 1880; том ХХ, стр. 67, 1887. Автор 
надеется опубликовать в скором времени дополнение. 

2) Ке!мш, РЕЙ. Маг., том ХУ, стр. 188, 272, 1887. 

3) Гесоше,,„Оп Фе пНиепсе оЁ Мизса| Зоип@ оп Фе Раше оГ а 
Зеё ой Соа!газ“, РЕЙ. Мар., том ХУ, стр. 235, 1858. [Статья эта была по- 
мещена в би/Ё ап’; Атепсап /оигпа{, янв. 1858; руёский перевод помещен 
в приложении к переводу книги Тиндаля Звух (пер.).] 

4) Ватей, РАЙ. Маг., том ХХХ, стр. 216, 1867. 
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пожалуй, до половины первоначальной высоты !). Тиндаль показал, 
что чувствительным местом является основание пламени. Звук, Под- 
водимый по трубке, не эффективен, если он подается к : пламени 
несколько выше, а также, если он подходит к горелке ниже места, 
откуда выходит пламя. 

Тиндалю мы обязаны также доказательством того, что эти не- 
обычайные явления следует приписать не самому пламени, как тако- 
вому. Такие же по существу явления получаются в сдучае, когда 
струя незажженного газа — углекислоты, водорода, или даже возду- 
ха — вытекает ‘из отверстия под соответствующим давлением. Их можно 
сделать видимыми двумя способами. Путем прибавления дыма можно 
сделать видимым весБ путь струи; при этом обнаружилось, что пол- 
ходящие струи дыма могут даже превзойти пламена в чувствитель- 
ности. „Гоны, которые эффективны здесь, имеют значительно более 
низкую частоту, чем те, которые наиболее эффективны в случае пла- 
мени“. "Другой способ сделать видимой глазу чувствительность воз- 
душной струи это— заставить ее касаться такого пламени, как например 
пламя свечи, которое просто играет роль индикатора. 

В чувствительном пламени, проф. Гови 2) и Барри?) газ не горит 
у горелки, но загорается на внешней стороне проволочной сетки, 
удерживаемой на соответствующем расстоянии. На таком же прин- 
ципе основано устройство, примененное автором “). Струя светильного 
газа, выходящая из горелки с малым отверстием, устремляется вер- 
тикально во внутренность полости, из которой воздух удален. Затем 
она проходит в латунную трубку длиною в несколько дюймов и 
ино достижении верхушки зажигается в отверстии. Передняя стенка 
полости образована гибкой мембраной из шелковой бумаги (#5зце-ра- 
рег), сквозь которую внешние звуки могут достигать горелки. В этих 
случаях чувствительным агентом является незажженная часть ‚струи. 
При этом способе горелка требует значительно меньшего давления 
газа, чем это необходимо в случае, когда пламени позволяют подойти 
к горелке, а звуки, которые оказывают наибольшее влияние, ниже. 

Пораженные аналогией между этими явлениями и явлениями, 
происходящими в водяных струях, исследованных Саваром и Плато, 
первые наблюдатели, повидимому, приходили к поспешному заклю- 
чению, что и характер разбиения также одинаков — симметричен 
относительно оси; а проф. Леконт зашел даже так далеко, что делал 
заключение о существовании силы сцепления в газах. Однако, поверх- 
ностное натяжение требует весьма резкопо перехода от одних свойств 
вещества к другим по обе стороны, такого, который может сущест- 
вовать только мгновенно, если имеется стремление к смешиванию, так 


у Тупааи, РЁИ. Маг., том ХХХИЦ, стр. 92, 375, 1865; Зоипа, 3-е изд., 


> вом, Тогпо, АЁЁ. Асада. 5с1., том У, стр. 396, 186% 
3) Тупда!, Зоипа., 3-е изд., стр. 240. 
4) Сать. РИ. $0с. Ргос., том ГУ, стр. 1Т, 1883. 
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что кажется совершенно неправдоподобным, чтобы капиллярность 
играла здесь какую-нибудь заметную роль. 

Вопрос о характере разбиения, — есть ли это постепенное уве- 
личение узловатости, или постепенное увеличение извилистости, — 
имеет величайшее значение, и ответ все еще в некоторых случаях, 
пожалуй, сомнителен. Но то, что последнее вообще преобладает, 
следует из различных оснований. Необходимость несимметричного 
отверстия, как это отметил Барретт, решительно свидетельствует 
в пользу такого предположения. Такое же заключение вывел Риду!) 
на основании результатов ‘некоторых остроумных опытов. Этот на- 
блюдатель нашел, далее, что двойные пламена, образованные путем 
слияния направленных под малым углом друг к ‘другу струй, выхо- 
дящих из двух совершенно одинаковых стеклянных трубок, обнару- 
живают чувствительность, зависящую от направления звука. Если это 
направление лежит в плоскости симметрии, содержащей пламя (т. е. 
в плоскости, перпендикулярной к плоскости трубок), то „пламя не 
отвечает. - 

Даже в случае длинного пламени высокого давления, выходящего 
из горелки с малым отверстием, когда по всей видимости как отвер- 
стие, так и пламя (когда оно не возмущено) вполне симметричны, 
есть основание считать, что характер разбиения извилистый, или не- 
симметричный. Пожалуй, наиболее легким путем, приводящим к такому 
заключению, является исследование поведения пламени, предоставлен- 
ного действию стоячих звуковых волн — таких, какие можно получить 
путем наложения на прямые волны, исходящие из источника, дающего 
чистый тон, волн, отраженных перпендикулярно от плоского препят- 
ствия, например от плоской стеклянной пластинки. На основании 
аналогии с капиллярными струями, — аналогии, которая распростра- 
нялась многими писавшими по этому вопросу дальше, чем это допу- 
скалось обстоятельствами, — пламя должно было бы возбуждаться, 
когда отверстие находится в узле, где давление изменяется сильнее 
всего, и оставаться индифферентным в пучности, гдё давление со- 
вершенно не изменяется. Нетрудно было экспериментально 2) показать, 
что фактически происходит как раз обратное. Источником звука 
служил птичий манок (5 371), а наблюдения производились путем 
передвигания горелки вперед и назад перед отражателем до тех пор, 
пока не находилось положение, в котором пламя было наименее воз- 
мущено. Такие положения были очень хорошо определены, и изме- 
рения показали, что расстояния от отражателя пропорциональны 
натуральному ряду чисел: 1, 4, Зи т. д., а следовательно, соот- 
ветствуют узлам. Если бы эти положения совпадали с пучностями, 
то расстояния должны были бы образовать ряд, пропорциональный 
нечетным числам —1, 3, бит. д. Длина волны звука, ойределяе- 


1) К!4оицф М№шге, том ХУПШ, стр. 604, 1878. 
2) РАИ. Маг., том УП, стр. 153, 1879. 
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мая двойным интервалом между последовательными минимумами, 
равнялась 31,3 мм, что соответствует высоте 1$ \". 

Несколько наблюдений было произведено в то же время над 
положениями молчания, оценивавшимися ухом, слушавшим звук сквозь. 
трубу. Как и следовало ожидать, они совпадали с пучностями, деля 
пополам интервалы, образованные пламенем. Когда пламя находилось. 
в положении минимального эффекта и свободный конец трубы удер- 
живался вблизи горелки на одном и том.же расстоянии от отража- 
теля, то слышимый звук имел максимум, и он уменьшался, когда 
конец трубы несколько смещался в том или другом направлении- 
Таким образом было установлено, что пламя подвергается воздействию 
там, где звук не оказывал бы действия на ухо, и наоборот. 

Пламена, выходящие из горелок с малыми отверстиями, которые 
хорошо отзываются в других отношениях, повидимому, всегда обна- 
руживают заметное различие в зависимости от направления, в котором 
приходит звук. Если во время действия птичьего манка горелку 
непрерывно поворачивать вокруг ее оси, то можно найти два поло- 
жения, отличающихся на 180°, в которых ответ очень слабый, или 
его совсем нет. Эта особенность может иногда приниматься во вни- 
мание в экспериментах !). Так, после того, как сделано приспособле- 
ние, благодаря которому прямой звук не оказывает действия, силь- 
ная вспышка может все же происходить в результате прихода звука. 
от того же самого источника после отражения от Небольшой стеклян- 
ной пластинки, которая удерживается в таком положении, что напра- 
вление прибытия звука образует угол в 90° с направлением прямого- 
звука, — и это несмотря на то, что расстояние, проходимое отражен- 
ным звуком, больше. 

Тиндаль ?) выставляет в качестве существенного условия полного 
успеха наиболее тонких экспериментов с такими пламенами, тобы 
был открыт свободный путь для передачи колебаний от пламени 
назад через ‚газопровод, который питает его. Отверстия кранов 
близ пламени должны быть по возможности шире“. Этот совет, 
пожалуй, более оправдан, чем обоснование, данное ему. Проф. Бар- 
реттз) приписывает вредное действие частично открытого крана не- 
правильному потоку и возникающему вследствие этого отталкиванию 
течения газа в трубке от стенки к стенке. В некоторых моих соб- 
ственных экспериментах 4) введение в подающую трубку стеклянной 
насадки, делающей течение газа в высшей степени неправильным, 
не оказывало влияния, как не оказывали влияния и другие препятст- 
вия, если только они не сопровождались шипящими звуками. Вред- 
ное действие частично открытого крана естественно было, таким обра- 


1) Ргос. Юоу. т$Е, лом ХПИ, стр. 192, 1888; Манхте, том ХХХУШ, 
стр. 208, 1888. 

2) ТупааИ, РАЙ. Мар., том ХХХТШ, стр. 99, 1867. 

3) Вагге, РАЙ. Маг., том ХХХИТ, стр. 288, 1867. 

) РЕЦ. Мас, том ХИТ, стр. 345, 1882. 
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зом, приписать возникновению внутренних звуков такого типа, 
к которым пламя чувствительно, и этот взгляд на вещи подтвер- 
ждался некоторыми наблюдениями над давлением газа в соседстве 
< горелкой. „На пути газа были поставлены два крана, один — совсем 
недалеко за ответвлением к манометру, а другой — отделенный 
от него резиновой трубкой значительной длины. Когда первый кран 
был полностью открыт, а пламя полводилось близко к точке вспышки 
путем соответствующего регулирования дальнего крана, то чувстви- 
тельность к внешним звукам была велика, и манометр указывал дав- 
ление в 10 дюймов (25,4 см) водяного столба. Но когда дальний 
кран оставался полностью открытым, а регулирование производилось 
другим краном, нельзя было получить высокой чувствительности; 
объяснение было очевидно, и состояло в том, что пламя вспыхивало 
Фез внешнего возбуждения, в то время как давление все еще равня- 
лось 1 дюйму (2,54 см), т. е. было меньше того, которое было 
при горении без вспыхивания в первом приспособлении. Открывая 
снова ближний кран полностью и регулируя дальний до тех пор, 
пока давление в манометре не достигло Э дюймов (22,9 см)„, можно 
было обнаружить, что пламя сравнительно нечувствительно“. 

Наиболее непосредственное и удовлетворительное доказательство 
характера разбиения есть несомненно непосредственное наблюдение. 
Пользуясь струей фосфорного дыма, выходящего из стеклянного 
отверстия, и стробоскопическим диском, я сумел (1879) увидеть 
изгибы струи, когда она возмущается камертоном с частотою в 256, 
колеблющимся в соседстве со струей 1). Кроме того, помещая отвер- 
стие точно в плоскость симметрии между ножками камертона, можно 
было убедиться, что необходимым возмущением является движение, 
поперечное к струе. В таком положении наблюдался лишь незначи- 
тельный эффект, но малейшее смещение приводило к быстрому 
разрушению струи“. 

„Для того чтобы возбудить чувствительность струй к тонам уме- 
ренной частоты, оказалось выгодным, как я обнаружил, пользоваться 
резонаторами. Последние могут иметь форму гельмгольцовых резона- 
торов; но и соответственным образом подобранные широкогорлые 
склянки отвечают этому назначению. Существенно здесь, чтобы струя 
вытекала из отверстия в область быстрого обратного движения в 
устье резонатора, и притом в поперечном направлении“. 

„Хорошие результаты были получены при частоте 256. Если 
заставлять одновременно звучать два камертона приблизительно такой 
частоты, несколько расстроенных друг относительно друга, то эволю- 
ции струи дыма, соответствующие слышимым биениям, хорошо за- 
метны. Постепенно повышая давление, под которым подавался дым, 
по способу, обычному для таких экспериментов, можно было добиться 
высокой степени чувствительности, как с вытянутым стеклянным от- 


1) РАЙ. Мак. том ХУИ, стр. 188, 1884. 
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верстием, так и со стеатитовой горелкой с малым отверстием, которой 
пользовался Тиндаль. В некоторых случаях (даже при частоте 256) 
комбинация струи и резонатора оказывались почти также чувстви- 
тельными к звуку, как само ухо“. 

„Поведение чувствительной струи не зависит от частиц дыма, 
роль которых. состоит только в том, чтобы сделать эффекты более 
легко видимыми. Я производил повторно эти наблюдения без дыма, 
просто заставляя струи воздуха, вытекающие из этих же отверстий, 
ударять в пламя свечи, помещенной на соответствующем расстоянии. 
В таких случаях, как было указано Тиндалем, пламя просто действует 
как индикатор состояния струи, иначе невидимой. Даже и без резо- 
натора чувствительность таких струй к свистящим звукам может быть 
использована с успехом для постановки изящных опытов“. 

„Комбинация струи, резонатора и пламени обнаруживает иногда 
тенденцию звучать сама по себе; однако, мне не удавалось получать 
хорошо поддерживаемый звук. Как бы то ни было этот эффект 
в таком виде, пожалуй, соответствует, эффекту, замеченному Саваром 
и Плато при наблюдении водяных струй, разрушающихся под дей- 
ствием капиллярного натяжения и при распадении на капли ударяю- 
щихся в твердое препятствие, как например, дно сосуда, механически 
связанное с отверстием, откуда вытекает начальная струя. Вследствие 
этой связи всякий правильный цикл с частотой разбиения способен, 
как это и было; распространяться сам по себе“. 

„Надеясь улучшить условия наблюдения над изменениями неустой- 
чивых струй, я стал далее прибегать к окрашенной воде, текущей 
под водой. В этой форме экспериментом легче управлять, чем в слу- 
чае струй дыма, которые трудно освещать и которые легко разру- 
шаются при малейшем дуновении. В качестве окрашивающего веще- 
ства предпочтительно употреблялся марганцевокислый калий, причем 
окраску можно было устранять, примешивая к общей массе жидкости 
немного сернокислой закиеи железа. Струи обычно сбрасывались вниз 
в широкий сосуд или в стеклянную ванну и освещались сзади сквозь 
кусок стекла “. 

„Оказалось, что тоны максимальной чувствительности для этих 
струй жидкости были значительно ниже, чем тоны, необходимые для 
дымовых струй или пламен. Камертоны, дающие от 20 до 50 коле- 
баний в секунду, ‘повидимому, вызывали максимальный эффект, для 
наблюдения которого необходимо только привести подставку ‚камер- 
тона в соприкосновении со столом, на котором находится прибор. 
Общее поведение струи можно было наблюдать без стробоскопи- 
ческих приспособлений, — заставляя жидкость в сосуде вибрировать 
от стенки к стенке под действием тяжести. При этом было видно, 
что окрашенная линия, выходящая из отверстия, становится постепенно 
все более и более извилистой, а несколько ниже представляется 
в виде шнурка, самопроизвольно изгибающегося вперед и назад. 
Я проследил процесс разбиения при постепенно увеличивающихся 
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частотах колебательного возмущения — от 1 до 2 в секунду, пример- 
но, до 24 в секунду, — пользуясь электромагнитными прерывателями, 
посылающими прерывистые токи с помощью электромагнита, который 
действовал на арматуру из мягкого железа, прикрепленную к отвер- 
стию. На каждой стадии давление, под которым подается струя, 
должно быть отрегулировано так, чтобы давать правильную степень 
чувствительности" Если давление слишком велико, то струя вспыхи- 
вает независимо от наложенного колебания, и изменения становятся 
неправильными; в противном случае, явления, хотя и наблюдаются 
обычно, но не так хорошо заметны, как в случае, когда произведено 
соответствующее регулирование. После некоторой практики можно 
достаточно хорошо истолковать то, что видно непосредственно; но для 
того чтобы иметь перед глазами картину того, что происходит в дей- 
ствительности, мы должны прибегнуть к прерывистому наблюдению. 
Наилучшие результаты получаются с двумя несколько выведенными 
из унисона камертонами, один из которых служит для того, чтобы 
создать разбиение струи, а другой (при помощи перфорированных 
пластинок, прикрепленных к его ножкам) — для того, чтобы осуще- 
ствить прерывистое наблюдение. Разность частот должна быть равна 
примерно 1 колебанию в секунду. Если имеется возможность полу- 
чить равномерное вращение, то вместо второго камертона можно 
взять стробоскопический диск !)*. 

„Выполнение этих наблюдений, в особенности при желании их 
нарисовать, трудно, если мы не в состоянии управлять плоскостью 
изгибов. Для того чтобы прилично видеть фазы, необходимо, чтобы 
плоскость изгибов была перпендикулярна линии зрения; однако, 
при симметричном отверстии это может произойти только случайно. 
Эту трудность можно преодолеть, делая легкие зарубки на конце 
вытянутого стеклянного отверстия с двух противоположных сторон 
(Барретт). Таким способом обычно плоскость изгиба делается опре- 
деленной, именно, как плоскость, содержащая зарубки, так что по- 
ворачивая отверстие вокруг оси, можно достаточно хорошо показать 
глазу изгибы струи“. 

„Иногда обнаруживается, что струя делится на две части, несо- 
вершенно связанные посредством как бы пленки. Это, повидимому, 
соответствует раздвоению пламен и дымовых струй пед сильным 
звуковым действием и вызывается, повидимому, звуковыми импульсами, 
которые мы можем рассматривать как разорванные волны,. принимаю- 
щие попеременно различные направления“. 

„Как уже было отмечено, тоны, свойственные водяным струям, 
значительно ниже, чем тоны, свойственные струям воздуха, вытекаю- 
щим из тех же самых отверстий. Кроме того, соответствующие скорости 


‚ 1) В оригинальной статье (РЯЙ. Мав., том ХУП, стр. 188, 1884) при- 
ведены рисунки госпожи Сиджвик. См. также Ргос. Юоу. [т5Ё., юм ХШ, 
‚ стр. 261, 1891, где воспроизведены моментальные фотографии. 
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в первом случае значительно меньше, чем во втором. Причиной этой 
разницы является не ббльшая плотность, как это можно было, пожалуй, 
предположить сначала, но меньшая вязкость воды, разумеется, кине- 
матическая. Нетрудно видеть, что плотность, которая предполагается 
одинаковой для струи и для окружающей жидкости, несущественна, 
если не считать, конечно, того, что более плотная жидкость требует 
большего давления для того, чтобы приобрести заданную скорость. 
Влияние вязкости жидкости на эти явления выяснено в указанной выше 
статье об устойчивости и неустойчивости определенных движений жидко- 
сти !), а законы динамического подобия в применении к жидкост- 
ному трению, изложенные Стоксом 2), позволяют сравнивать поведение 
жидкостей друг с другом. Размерность кинематического коэфициента 
вязкости есть площадь, деленная на время. Если пользоваться оди- 
наковым отверстием в обоих случаях, то следует сохранять ту же 
самую единицу. длины. Таким образом, следует брать время обратно 
пропорциональным, а скорость — прямо пропорциональной коэфициенту 
вязкости. При переходе от воздуха к воде следует уменьшать частоту 
и скорость приблизительно в 10 раз. Однако, несмотря на меньшую 
скорость, водяная струя потребует большего давления, поскольку 
плотности различаются в отношении, превышающем 100:1“. 
Побуждаемый этими соображениями, я производия опыты для 
проверки того, будут ли струи вести себя иначе в теплой (менее 
вязкой) воде, а также для того чтобы обнаружить эффект замены 
воды смесью равных частей алкоголя.и воды, которая, как известно, 
более вязка, чем каждая из ее составляющих. Обнаружилось, что. 
эффект ‘изменения вязкости различен. Струя, которая не выдержи- 
вала без возбуждения давления более чем 1|, дюйма (0,63 см) водя- 
ного столба, если жидкостью служила вода при температуре ниже 
точки кипения, требовала приблизительно 25 дюймов (63 см) давле- 
ния для .своего возбуждения, если вместо воды бралась алкогольная 
смесь. Этими явлениями была ярко установлена важная роль вязкости. 
Характер действия вязкости, вероятно, следующий. У основания 
струи, в том месте, где она только что покидает отверстие, имеется 
хорошее приближение к разрывному течению и высокая степень не- 
устойчивости. Если подходит возмущение достаточной интенсивности 
и соответствующего периода, то правильное движение нарушается 
и не может быть дальше восстановлено. Однако, неустойчивость 
имеет чрезвычайно короткий срок для того, чтобы произвести свое 
действие. Под влиянием вязкости изменения становятся более посте- 
‘пенными, и неустойчивость быстро уменьшается, если не исчезает 
вовсе. Таким образом, если возмущение недостаточно для того, чтобы 
вызвать разбиение за короткий период неустойчивости, то струя в 


1) Маё. 5ос. Ргос., февраль, 12, 1880. См. 5 366. 

2) З+оКез, СатЬ. РИЦ. ТГгапз$. 1850 „Оъ Фе ЕНе& о! Г\егпа! ЕйсНоп 
о 2114$ оп #1е МоНоп о! Репди!ип1з° $ 5. См. также НешвоН2, е4. Апп., 
том УП, стр. 337 (1879) или другое издание, том. 1, стр. 891. 
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значительной степени может вести себя так, как будто бы она вовсв 
не была возмущена, и может достичь полного развития, наблюдае- 
мого в длинных пламенах и дымовых струях. Этот временный харак- 
тер неустойчивости представляет вторую черту, строго отличающую 
эти струи от струй Савара, в которых капиллярность имела не- 
ограниченное время действия. 

Когда пламя зажигается у‘'горелки, то имеются дальнейшие ос- 
ложнения, которым трудно дать удовлетворительное объяснение. 
Высокая температура приводит, конечно, к увеличению вязкости, и 
это позволяет объяснить допустимость в этом случае более высокого 
давления и эффективность более низких тонов. Однако, возможно, 
что изменение, обязанное зажиганию, имеет еще более фундамен- 
тальную природу. 

Для того чтобы получить ценные сведения относительно разбиения 
струй, можно применить остроумный метод наблюдения, которым 
мы обязаны Бэллу 1); однако, результаты, полученные автором, не 
согласуются со взглядами Бэлла, придерживающегося теории симмет- 
ричности. В этом методе прямо перед отверстием, из которого вы- 
текает воздух, помещается второе подобное же отверстие, которое 
соелиняется с ухом наблюдателя посредством резиновой трубки. 
Предусмотрены особые приспособления для того, чтобы отверстие, 
через которое звук воспринимается, было отрегулировано достаточно 
точно как в продольном, так и в поперечном направлении. Если 
расстояние подобрано правильно, то небольшие возмущения, дейст- 
вующие на струю, воспринимаются в увеличенных размерах. Так, 
слабо звучащий камертон, поднесенный к струе, слышен громко; то, 
что этот эффект обязаи особым свойствам струи, доказывается не- 
посредственно путем прекращения подачи воздуха: тогда звук стано- 
вится слабым, если не совершенно неслышным. Бэлл доказал, Что для 
эффективности этого приспособления требуется малая площадь 
отверстия’ для слушания; если последнее достаточно велико, чтобы 
пропускать полностью поток воздуха, сопровождающий струю, то 
слышимость сравнительно мала. 

В нижеследующих экспериментах струя воздуха из хорошо отре- 
гулированных мехов вытекала через стеклянную насадку и ударялась 
в подобную же слуховую трубку. Струя возбуждаЛась камертонами 
(с’или с”), удерживаемыми вблизи. 

-Если положение камертона было таково, что плоскость его ножек 
была перпендикулярна струе, а продолжение оси подставки пересека- 
лось со свободным концом насадки, то слышимый звук был зна- 
чительно слабее, чем когда камертон смещался вбок в его плоскости 
так, что отверстие приближалось к одной из ножек. Это, повидимому, 
доказывает, что и здесь также эффект создается не изменением дав- 
ления, а поперечным движением, заставляющим изгибаться струю. 


1) Вен, РАЙ. Тгапз., том СЕХХУИ, стр. 383, 1886, 
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Очевидное подтверждение этого можно получить из наблюдений 
над эффектом малых движений слуховой насадки. Если расположить. 
эту насадку аксиально, то основной тон камертона, поднесенного- 
сбоку к отверстию струи, слышен лишь слабо, но октава этого тона 
слышна и часто очень сильно. Однако, если сместить вбок слуховую 
насадку, то основной тон камертона появляется и слышен громко. 

371. Очень удобным источником звуков высокой частоты яв- 
ляется птичий манок, в котором поток воздуха, выходящий из. 
круглого отверстия в тонкой пластинке, ударяется центрально в 
подобное же отверстие в параллельной пластинке, прикрепленной 
на небольшом расстоянии. Условия, от которых зависит частота, 
исследовались Зондхауссом 1), но остается еще много темного в во- 
просе о способе возбуждения колебаний. 

Согласно Зондхауссу, частота относительно независима от размеров 
и формы пластинок, изменяясь прямо пропорционально скорости (9} 
струи и обратно пропорционально расстоянию (4) между пластинками. 
Если допустить независимость других элементов и считать, что час- 
тота п является функцией только от 9, & и В — диаметра струи, то 
из динамического подобия следует, что | 


1-1 (4), (0 


где /— произвольная функция. Таким образом, если 64 постоянно, 
то закон Зондхаусса должен выполняться. Вследствие очень малых 
размеров применяемых’ свистков можно с достаточным основанием 
заключить, что действие их должно быть приблизительно независимым 
от скорости звука, а следовательно (при данной 9), — от плотности 
газа; возникает, однако, вопрос, не является ли существенным эле- 
ментом вязкость. Если предположить, что соблюдается геометрическое 
подобие (б пропорционально 4), то теоретическая формула, если 


сохранить ‚вязкость, есть 
ей У 


п=1.В (2), (2) 


где у—- кинематический коэфициент вязкости, имеющий размерность 
2 по длине и 1 — по времени. Но если обратиться к численному при- 
меру, то кажется невероятным, чтобы степень вязкости играла боль- 
шую роль в определении частоты. В единицах С@$ у=—=0,16 для 
воздуха; и если давление, которое гонит струю, равняется 1 см ртут- 
ного столба, то о = 4000 см|сек. Следовательно, если мы возьмем 
4—=0,1 см, то будем иметь у|94 ==0,0004, так что Р(у|о@) едва 
ли может сильно отличаться от Р (0). | 

Птичий манок очень легко сделать. Первая пластинка диаметром 
в 1 или 2 см прикрепляется или припаивается к концу короткой 
подающей трубки. Вторую пластинку свистка удобно сделать тре- 


1) бопаВаизз, Розе. Апп‚, том ХСЬ стр. 126, 1854. , 
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угольной, причем отогнутые вниз углы припаиваются к первой плас- 
тинке. Для свистков со средней высотой тона отверстие можно сделать 
в жестяной пластинке, но если желательно получить очень высокий 
тон, то более подходящим материалом будет тонкая листовая 
латунь или листовое серебро. Отверстия в последнем случае можно 
уменьшить до !|› мм в диаметре, а расстояния между ними до| мм. 
Во всяком случае края отверстий должны быть острыми и чистыми 1). 

Для испытания свисток должен быть соединен с хорошо регули- 
руемой подачей воздушной струи и с манометром, позволяющим 
точно измерять действующее давление. Когда будет найдено, что 
свисток звучит хорошо, то следует записать давление и соответст- 
вующую длину волны. Если тоны высоки, или неслышны, то тре- 
буется чувствительное пламя с высоким давлением, а длина волны 
должна рассчитываться из интервала между положениями, в которых 
необходимо удерживать отражатель для того, чтобы пламя обнару- 
живало наименьшее возмущение ($ 370). Без всяких затруднений 
можно получить длины волн (полные) всего в 1 см, а с некоторыми 
предосторожностями можно достичь й длин волн в 0,6 см, соответ- 
ствующих приблизительно 50000 колебаниям в секунду. В опытах 
над минимальными длинами волн расстояние между свистком и пла- 
менем не должно превышать 50 см, а пламя должно быть отрегули- 
ровано до уровня вспышки. 

Во многих случаях птичий манок, который не звучит, можно за- 
ставить звучать при помощи отражающей пластинки, помещаемой на 
небольшом расстоянии перед ним. На практике отражатель можно 
с успехом заменить полоской металла, например в 1 см шириной; 
и в тех случаях, когда такое добавочное приспособление необходимо, 
правильное расстояние равно (четному или нечетному) кратному поло- 
вины длины волны. В некоторых случаях необходимое положение 
полоски определяется весьма точно. 

По вопросу о том, является ли возмущение струи, сопровожда- 
ющее пенерацию звука, узловатым или извилистым, можно получить 
некоторое свидетельство из наблюдений над характером излучения 
звука. Если принять последнюю точку зрения, то мы могли бы 
ожидать, что звук будет ослабевать или даже совершенно исчезать в ак- 
сиальном направлении, как это происходит, например, в случае звука, 
излучаемого колоколом (5 282). Однако, насколько я мог наблюдать, 
звук, испускаемый птичьим свистком, звучащим без помощи отража- 
ющей полоски, однороден в пределах широкого угла; этот факт 
можно рассматривать как свидетельствующий строго в пользу того 
взгляда, что возмущение здесь симметрично по характеру, или узло- 
вато. Другое свидетельство в пользу такого же заключения дает по- 
ведение резонирующих трубок, которые заставляют звучать при помощи 


1) Проф. А. М. Мейер сконструировал изящно отделанные свистки, 
в которых расстояние между пластинками регулируется движением винта. 
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птичьих свистков. Пара перфорированных пластинок располагается 
симметрично на одном конце трубки длиною в 40 или 50 см. Другой 
конец трубки акустически открыт; сквозь свисток заставляют про- 
ходить слабый поток воздуха, проще всего при помощи очень узкой 
трубки, вставленной в открытый конец, в которую вдувается воздух 
ртом. Тщательно регулируя силу дутья, можно заставить трубку 
звучать в тоне различных гармоник, и самый факт, что она вообще 
звучит, повидимому, показывает, что поток воздуха, проходящего 
сквозь манок, переменный. 

Характер дейслвия, вероятно, примерно следующий. Когда сим- 
метричное расширение достигает второй пластинки, то оно не в со- 
стоянии пройти свободно сквозь отверстие, и возмущение отбрасывается, 
вероятно, со скоростью звука, — назад к первой пластинке, — где 
оно дает начало новому возмущению, которое в свою очередь растет 
при продвижении струи. Однако, освещение этого и многих родствен- 
ных явлений остается еще несовершенным. 

372. Эоловы тоны, подобные звукам эоловой арфы, возникают 
при действии ветра на натянутую проволоку, могущую колебаться 
с различной быстротой; таким образом, возникновение этих тонов 
несомненно связано с неустойчивостью вихревых слоев. Однако, 
несущественно, чтобы проволока принимала участие в колебании, 
и Струхаль!) изучал.это явление в общем виде под названием 
„тонов, создаваемых трением (Кефипо$6пе)“. 

В экспериментах Струхаля заставляли вращаться с равномерной 
скоростью вокруг параллельной оси вертикальную проволоку, при- 
крепленную к соответствующей раме. Обнаружилось, что высота 
эолова тона, генерируемого относительным движением проволокн 
и воздуха, не зависит от длины и от натяжения проволоки, но изме- 
няется с изменением диаметра 4 и скорости х относительного дви- 
жения. В определенных пределах можно выразить соотношение между 
частотой п и этими данными в виде 


п= 0,185 -, (1) 


гле за единицы приняты сантиметр и секунда. 

Если скорость была такова, что эолов тон совпадает с одним из 
собственных тонов проволоки, которая закреплена так, что может 
совершать независимо свободные колебания, то звук значительно 
усиливался, и благодаря этому преимуществу Струхаль нашел воз- 
можность расширить диапазон наблюдений. При наиболее крайних 
условиях, которые можно было в то время осуществить, наблюдаемая 
частота. заметно отклонялась от значения, определяемого форму- 
лой (1). Далее он показал, что при данном диаметре и данной скорости 
повышение температуры сопровождалось падением частоты. 


1) З{гоиспа!, №4. Апп., том У, стр. 216, 1878. См. также У\. Ко гаизсВ, 
Уеа. Апп., том ХПГ стр. 545, 1881. 
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Наблюдения над струной !), совершающей колебания на манер 
золовой арфы, под действием потока воздуха в дымовой трубе пока- 
зали, что вопреки обычно высказывавшемуся мнению колебания в 
плоскости, перпендикулярной направлению ветра, также возникают. 
По формуле (1) расстояние, проходимое воздухом за одно полное 
колебание, приблизительно в шесть раз больше диаметра проволоки. 

Если, как это представляется вероятным, можно не учитывать 
сжимаемости жидкости, то можно рассматривать й как функцию от 
о, 4 и у—кинематического коэфициента вязкости. В этом случае 
выражение для п необходимо должно иметь вид 


в=1./(>), (2) 


/ 


где /— представляет произвольную функцию; при этом, если у — 94, 
то имеется динамическое подобие. При наблюдениях над воздухом 
при одной и той же температуре у постоянно; и если @ изменяется 
обратно пропорционально ©, то п4|9 должно быть постоянным, — ре- 
зультат, находящийся в полном согласии с наблюдениями Струхаля. 
Далее, если температура растет, то у увеличивается, и для того 
чтобы оставаться в согласии с наблюдением, мы должны предполо- 
жить, что функция } уменьшается с увеличением аргумента. 

Изучение действительных значений в экспериментах Струхаля 
показало, что У|94 всегда мало; таким образом, мы приходим к вы- 
воду о возможности представления } несколькими членами ряда Мак- 
лорена. Если положить }(х)=а--6х--сх?, то получим 


о У у? 
пазов сов. (3) 


Если можно пренебречь третьим членом в (3), то соотношение межлу 
п. и 9 будет линейным. Этот закон был сформулирован Струхалем, 
и его графики показали, что коэфициент 6 отрицателен, как и требова- 
лось для того, чтобы выразить наблюдавшийся эффект от повышения 
температуры. Далее, 


ап __ су? 


4 ,=а — эр (4} 


ап 
так что 4 ‘ло Очень близко к постоянной — результат, также данный 


Струхалем на основании его измерений. 

В целом, повидимому, эти явления удовлетворительно отобража- 
ются формулами (2) или (3), однако, динамическую теорию еще 
предстоит разработать. Было бы также интересно произвести подобные 
же опыты с жидкостями. 


1) РАЙ. Маг, том УП, стр. 161, 1879. 
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` 373. В настоящем труде невозможно пытаться хотя бы прибли- 
зиться к полному рассмотрению проблем, связанных с колебаниями 
твердых тел; и все же простейшие части теории, повидимому, не- 
возможно обойти. Мы ограничимся здесь случаем изотропного 
вещества. 
Общие уравнения равновесия уже были приведены в 5 345. Если 
р — плотность и 


+3 п 
а, —= ) = , (1) 
то мы имеем 
(42 — 6?) ри рзУа | Х’=—0 ит. д., (2) 


где Х’, У, 1’ приложенные силы, отнесенные к единице массы. 
Если выделить в этих уравнениях реакции, действующие против 
ускорения, то по принципу Даламбера получим 


97а о 90 т а х' (3) 


де д 
и еше два аналогичных уравнения. В уравнении (3) 6 есть растя- 
жение, отнесенное к а, В, ‘| по формуле 


. 09 0} д’; 
ох Роу Га: (4) 
Э ^ т Гр да __ 2 
Если а, р, | и т. д. пропорциональны е?' и в == —Р`а, то урав- 


нение (3) принимает вил | 
(а — 61) 5 а ра Х' 0. (5) 


Диференцируя уравнение (3) и аналогичные ему уравнения по х, 
„У, = и складывая, получим, в У (4), 


ры == 8-х 9х и, ду НЕ г. - (6) 


26+ 
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Аналогичные уравнения можно получить для вращений (ср. 5 239), 
определяемых соотношениями 

91 __ 0’ 04 __ 91 ом № да 

ду 92 = 2% › 92 9 =26 › бх ду (7) 


Таким образом, если мы продиференцируем третье из уравнений (3) 
по у, а второе — по = и вычтем одно из другого, то получим 


25! ' ' 
пора ТЫ ое — 992 (8) 


РР 


и два аналогичных уравнения для "и в’ 
—! -” - тп 


хх, ®@, ® связаны соотношением 


до! до” до" 
9х Г бу ГЕ 


. Следует заметить, что 


—0. (9) 


Теперь рассмотрим вкратце некоторые случаи ›&спространения плае- 
ких волн при отсутствии приложенных сил. В уравнении (6), если 
Х', У', 7' равны нулю, а 6 являетёя функциейтолько х, 


926 926 


с а. 
д? —@ дх? ’ (10) 
решением этого уравнения, так же как в $5 245, будет 
в—/(х — ай Р(х Рай. (11) 


Для этой волны 6 =да|дх, а Ви 1 равны нулю; таким образом, 
этот случай подобен случаю распространения волн в сжимаемой жидко- 
сти. Следует, однако, заметить, что, в силу (1), скорость зависит 
от коэфициента жесткости (п), так же как и от сжимаемости (х). 

В волне растяжения (11) вращения &', &”, &”" исчезают, как не- 
посредственно следует из их выражений в формулах (7). Теперь нам 
нужно рассмотреть волну поперечного колебания, для которого 6 
исчезает. Если, например, мы предположим, что @ и В равны нулю 
и что ] есть функция только от х(и от 2), то будем иметь 

2—0, @' "0, 26" — 01. 
Уравнение для ®" имеет вид 
075” __ 5 065" 


0 0х’? 


(12) 


т. е. такой же вид, как уравнение (10); такое же уравнение полу- 
чается для‘. Таким образом, поперечное колебание распространяется 
в виде плоских волн со скоростью 6 — меньшей, чем скорость а волн 
растяжения. 

На образовании стоячих волн при наложении движущихся поло- 
жительных и отрицательных волн одинаковой длины волны останавли- 


р 
зы 


ваться не приходится. Если А == _› гле \— длина волны, то нало- 
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АХ 
жение положительной волны == Г со$ А (2 —х) на отрицательную, 
волну 7==Гсоз (1-х) дает 


у —2Г с0$ 26Ё.с0$ Ах. (13} 


Второй распространяющейся волной может быть отражение первой 
от граничной поверхности, непроницаемой для энергии волн. Такой 
поверхностью может быть либо свободная поверхность, либо такая, 
у которой изменение ‘) прекращается. 

374. Задача о распространении в трех измерениях возмущения, 
первоначально ограниченного конечной областью твердого тела, была 
впервые успешно рассмотрена Пуассоном, а исчерпывающее исследо- 
вание всего вопроса было проведено Стоксом!). В силу (6) и (8) 
$ 373, растяжение и вращения удовлетворяют уравнениям 


2 25" 

она, 99 ро, в 
решения’ которых, применимые к нашей цели, уже были полностью. 
рассмотрены в $5 273, 274. Оказывается, что во внешнем направле- 
нии распространяются с различными скоростями отдельные волны 
растяжения и сдвига, так что на достаточном расстоянии от источ- 
ника эти волны разделяются. Если мы посмотрим, что происходит 
в отдаленной точке, то увидим, что в начальный момент там нет ни 
растяжения, ни сдвига. Когда приходит волна растяжения, то эффект 
начинается, но сдвига еще нет. По прошествии некоторого времени 
волна растяжения проходит, и в течение некоторого промежутка времени 
нет ни растяжения, ни сдвига. Затем приходит волна сдвига и в те- 
чение некоторого времени производит определенный эффект, после 
которого опять нет ни растяжения, ни сдвига. 

Полное рассмотрение требует выражения смещений через 6, &,, 
%,, @®.,. для вывода которых у нас нет места. На основании этих 
выражений можно доказать, что до прихода волны растяжения и после 
прохождения волны сдвига среда остается в покое. Между обеими 
волнами среда не является абсолютно невозмущенной, хотя здесь нет 
ни растяжения, ни сдвига. 

‚ Если начальные возмущения таковы, что нет волны сдвига, то все 
возмущение полностью ограничивается волной растяжения. 

375. Темой $ 374 было свободное распространение волн, возни- 
кающих в результате произведенного в начале возмущения. По мень- 
шей мере не менее важной является задача о расходящихся волнах, 
поддерживаемых гармоническими силами, действующими по соседству 
с данным центром. 

Сначала мы можем взять случай гармонической силы такого рода, 
что она создает волны растяжения. В силу уравнения (6) $ 373, мы 
можем предположить, что во всех точках, за исключением начала 


1) З+юкез, „Оупап!са! ТВеогу о? О1тасНоп“, Сатё. РАЙ. Ггап$., том [Х. 
стр. 1, 1849. 
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координат, 
02$ 


[212 
или, если 6, рассматриваемая как функция х, у, 2, зависит только 


от г или Ух? -- у? -[ 22, а рассматриваемая как функция времени она 
пропорциональна е“?? ($ 241) 


—= а?\?6, (1) 


025 2 05 > 
ов-Н а #8 =0, (2) 
где в ==р|а. Решение уравнения (2), так же как в $ 277, есть 
\ е- 7 
—=——. (3) 


Выражая в действительных величинах, получим 


о СОЗ (РЕ. ге) (4) 
где А и = — произвольны. 

Преобразуя выражение (4) 5$ 373, можно показать, что соотно- 
шение между 6 и радиальным смещением < имеет вид 


* 00 (770) 


® ` 
—= —— 5 
0 Г де ' ( ) 
мли, на болыном расстоянии от начала, просто 
ди 
8——. 6 
др* (6) 
Таким образом, если г велико, то в соответствии с выражением (4) 
А.“ 
 —— — зп(рЕ— йг . 7). 
‚> зи(р -- г) (7) 


В этих волнах чистого растяжения движение радиально, т. е. па- 
раллельно направлению распространения, а распределение симметрично 
относительно начала. 

Еще более интересна теория вынужденных волн растяжения, рас- 
пространяющихся наружу из некоторого центра. Простейшим случаем 
является тот, когда волны, создаваемые периодической силой, скажем 7", * 
действуют в пространстве .Г вблизи начала. Если мы предположим, 
что в уравнении (8) $ 373 Х'’, У' исчезают и что все величины 
пропорциональны е!Р', то найдем 


Уз" Г д? 22 6-0 —0, (8) 
7 ©. о, 

У" | Аа" — 5 5- в = =. (9) 

воды" — (10) 


сде через А обозначено 


Р. 
р 
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Эти уравнения решаются так же, как в $ 277. Получаем &"' =0 


и бо ПЕ и пк у 42, где через г обозначено расстоя- 
8т6? ду Г ) 


ние между элементом с координатами х, у, 2 вблизи начала (О) 
и рассматриваемой точкой Р. Если проинтегрировать это выражение 
по у, то найдем 


_, 1 д Ге Яка аг: 11 
@'— — 2’ ду > х 4у 42; (11) 


проинтегрированный член исчезает вследствие условия, что 7" конечна 
только внутри пространства ТГ. Кроме того, поскольку предполагается, 
д(г—1е-—{!) 
ду 
можно вынести из-под знака интеграла. Удобно будет также изменить 
значения х, у, =, так что теперь они будут представлять координаты 
точки Р относительно О. Таким образом, если, считафь теперь 2" 
средним значением 7’ внутри пространства ТГ, то 


что размеры Г очень малы по сравнению с длиной волны, 


И ГИ’ 9 ие у 
= Ни (о) (9 
Подобным же образом, 
-и_ 7129 =”) х 
о — дир) ° т (15) 
и 
в" —0. (14) 


‘Вследствие симметрии относительно оси 2 достаточно рассмотреть 
точки, лежащие в плоскости 2Х. Тогда ®' исчезает, так что вращение 
происходит вокруг оси, перпендикулярной как к направлению распро- 
странения (г), так и к направлению силы (2). Если обозначить через 8 
угол между этими направлениями, то результирующие вращения, совпа- 


дающие с &", суть 


_ Т7'зп0 0 Гей 
|). (15) 
8=0? дг\ г 
Если ограничиться точками, находящимися на большом расстоянии, 
то это выражение принимает простой вид 
ТЕ! п 0 ег 
Втр? г‘ 
Смещение, соответствующее (16), пбрепендикулярно к г и находится 
в плоскости 27. Его значение определяется формулой 
_ ТИ’зт 0 е—йг 
—2 | 6 47— 4. р 
или, если мы восстановим ‘множитель ег и отбросим мнимую часть 
решения, 


Е: 


(16) 


ТЕ’ зщ 0 со$ А (ВЕ — 
р (17) 
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Если обозначить через 2, с0$ АЕ полную силу, приложенную 
в начале, то 


7, = Т7' +0, (18) 
так что решение (17) можно записать в виде 
_ Ра ут 9 соз В (ВЁЕ— г) 
[дом 9) 


Таким образом, амплитуда колебания, распространяющегося наружу, 
обратно пропорциональна расстоянию и прямо пропорциональна синусу 
угла между лучом и направлением, в котором действует сила. В по- 
следнем направлении не распространяется никакое поперечное колебание. 

Эти выражения можно применить для нахождения вторичного ко- 
лебания, рассеивающегося в различных направлениях, когда плоские 
волны ударяются в небольшое препятствие, имеющее плотность, от- 
личную от плотности остальной части тела. Мы можем предположить, 
что плоские волны выражаются формулой 


/ — Г соз А (6 —х) (20) 


и что они ударяются в начале о препятствие с объемом Г и плот- 
ностью о’. Дополнительная инерция твердого тела в этом месте могла бы 


компенсироваться силой (б’ —0) или — (0'’— 0) Е?62Г со$ ЕЁ, дей- 
ствующей во всем пространстве Г; и если бы такая сила была дей- 
ствительно приложена, то первичные волны распространялись бы без 
перерыва. Таким образом, можно рассматривать вторичные волны как 
создаваемые силой, равной и противоположной указанной и действую- 
щей в точке О в направлении, параллельном 2. Полная величина 
силы определяется выражением 


2. с0$ ЕбЁ == (0'— 0) Е*6?ТГ соз ЕВЕ, (21) 


так что, в силу (19), вторичное смещениев удаленной точке (г, 0) равно 
(9 ВТР, с0$ # (6—2). (22) 
по Г 
Интенсивность рассеянного кблебания, следовательно, обратно пропор- 
циональна четвертой степени длины волны (Г задано) и прямо про- 
порциональна квадрату синуса угла между лучом и направлением 
колебания первичных волн. Таким образом, если первичный луч. 
направлен вдоль х, а вторичный — вдоль 2, то вторичных колебаний 
совершенно не будет в случае, если (как предположено выше) пер- 
вичные колебания параллельны 2; но, если первичные колебания 
параллельны у, то имеются вторичные колебания с полной амплитудой 
(310 ==1), и эти колебания совершаются в направлении, параллель- 
ном у'!). 
1) „Оп Ше ев ош те $Ку, Из Роапхаотп апа Со1оиг.“, РАЙ. Маг., 
том ХТ, стр. 107, 274, 1871; см. также РАЙ. Маг., том Хх, стр. 447, 


1871, где помешено исследование случая, когда препятствие отличается 
по упругости и по илотности от остальной среды. 
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376. В $ 375 мы исследовали эффект периодический силы 7, с0$АБЕ, 
локализованной в начале. Теперь мы перейдем к рассмотрению случая 
силы, равномерно распределенной вдоль бесконечной прямой. 

Имеются два принципиально различных случая такой силы: пер- 
вый —когда сила, оставаясь сама все время параллельной оси 2, рас- 
пределена вдоль оси 2, второй — когда сила распределена вдоль 
оси у. В первом случае, с которого мы и начнем, все движение” 
происходит в двух измерениях симметрично относительно ОЙ, причем 
оно таково, что д и В равны нулю, а } — функция только (х?-- у?). 
Если, — что вполне достаточно, —мы ограничимся точками, располо- 
женными вдоль ОХ, то &' и &"' исчезают, и нам остается только. 
найти ©” 

Простейшим путем рассмотрения этого случая является интегри- 
рование результата, представленного в выражении (16) $ 375. роГ7' за- 
менится 7.42, величиной силы, распределенной на элементе 42; 
г обозначает расстояние от точки Р на ОХ ло элемента 42 на ОС; 
9 — угол между ги 2. Вращение &” вокруг оси, параллельной у, 
вызываемое этим элементом силы, есть, таким образом, 

ЕР 42 хе (1). 

8102 7“ 
При интегрировании х остается постоянным, и 7? =? -|- 22; так что. 
если Положить г— х==й, то нужно рассмотреть выражение 


еАТаР 12-х. ай__ (2} 
уе ти 


Из этого интеграла можно получить строгое решение, но мы удовлетво- 
римся, так же как в $ 342, ограниченной формой, получающейся 
при очень большом Ех. Таким образом, в качестве эквивалента вы- 
ражений (2) получим 
1 
(+ <) 


со — 
2е—й#х ‘де -йнар _ 2Уте 


ху 2х Уй х У?Ех 
0 

и, следовательно, в качестве‘ интеграла выражения (1) будем иметь. 

— , 1 
©" — 22 Ут! (х- <") , (4} 

4260 Ух 
Отсюда можно непосредственно получить ]. Имеем 
р 1. 
р о[ащь к 2 УЕ 4), 
21926 У2Ех 


или, если мы восстановим временнной множитель и опустим мнимую 
часть решения, 


—_ 711 У __ __ 1 6 
Тор уз Со (6 х—%)). (6). 
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Это соответствует силе 71: со$ АбЁ на единицу длины оси 2. Вслелд- 
ствие симметрии мы можем применить выражение (6) к точкам, не 


расположенным ‘на оси х, заменив х через У х?-|- у?. То, что зна- 
чение 7 обратно пропорционально квадратному корню из расстояния 
от оси 2, можно было предвидеть на основании принципа энергии. 

Можно было бы исследовать решение и непосредственно, выра- 
зив его через 7, без введения вращений &. 

Остается рассмотреть случай, когда приложенная сила, все еще 
параллельная оси 2, распределена вдоль ОУ, ане вдоль ОЙ. Точку Р, 
в которой рассматривается эффект, можно считать расположенной 
в плоскости ХХ на большом расстоянии Ю от О в таком направле- 
нии, что угол ДОР равен 0. 

Вследствие двумерности силы В =0, а ди] не зависят от у. 
Следовательно, ®' и &"”' равны нулю. Однако, хотя эти компоненты 
вращения равны нулю в результирующем эффекте, действие отдель- 
ного элемента силы 7\,4у, расположенного на оси у, будет более 
сложным. Но мы можем не входить в его рассмотрение, ибо, как 
и прежде, в действительности эффект зависит только от элементов, 
расположенных в соседстве с точкой О. Таким образом вместо выраже- 
ния (1) мы можем взять 

27 14у- чт 0 е— (7) 
8тЬ?о г ? 


сде г— расстояние между 4у и Р, так что 
ау а _ 4 


— 


Г у Утв 


Полагая г-— Ю =й, получим, так же как в выражениях (2), (3)'и (4), 


— 1 
&" — РЕЗ У" г ‘(+4 =) > (8) 
4=б*р ЕЮ 
а для смещения, перпендикулярного Ю, 
| . — . 1 
—2 | 'ак == Ри те У "(а ") . (9) 
210% ую 


Следовательно, при силе 7, с0$ АЁЁ на единицу длины оси у мы 
имеем смещение, перпендикулярное А в точке (Ю, 0) 


211 $119 У= 1 
2558 УЗЕВ с05 А (#—®— 5%) . (10) 


377. Так же, как в $ 375, мы можем воспользоваться резуль- 
татами $ 376 для составления выражений вторичных волн, рассеи- 
заемых малым, совпадающим с ОЙ и имеющим плотность р’ цилин- 
лрическим препятствием, о которое ударяются первичные параллель- 
ные волны. Если выражение первичных волн дается (2%9)`5 375, то 
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мы имеем 

= (0' — 0) Е?6? - пс? .Г, (1) 
где пс? — площадь поперечного сечения препятствия. Таким образом, 
если обозначить И х?-Г у? через г, то будем иметь из (6) 5 376 
в качестве выражения для вторичных волн 


(2'’— р) А? -тс?.Г Ут 


1 
у = бо пи (8) 
т" — 0) ме -Г, 527 1 
С,  ( —г— ^) (2) 


где величина А заменена эквивалентной величиной 2п|). В этом слу- 
чае вторичные волны симметричны, а их интенсивность изменяется 
обратно пропорционально расстоянию и кубу длины волны. 

Решение, представленное выражением (10) 5 376, показывает, 
что если первичные волны 


В = В со$ А (68 —х) (3). 


уларяются о то же самое цилиндрическое препятствие, то смещение, 
перпендикулярное к вторичному лучу, а именно ” будет 


п’ — 9-м”. В-с03@ соб 21 (—7— 31) (4) 
р» рр А 

где” через @ обозначен угол ‘между направлением первичного луча (х) 
и вторичного (/).„.В этом случае вторичное возмущение пропадает 
в одном направлении, а именно, вдоль луча, параллельного первичным 
колебаниям. 

Возвращаясь к первому случаю, когда а и В исчезают всюду, 
а ] есть функция только от. х и у, предположим, что вещество 
цилиндрического препятствия отличается от окружающего вещества 
по жесткости П', а также по плотности р’. Условия, которые должны 
быть удовлетворены у цилиндрического препятствия, суть 


7 (внутри) ==1 (снаружи), 
‚ д д 
| = (внутри) =п 5. (снаружи). 
Во внешнем пространстве ‘/ удовлетворяет уравнению ($ 373) 
02 
о = 0, 


где Е —р[5; а в пространстве внутри цилиндра { удовлетворяет 


уравнению 
5 НЯ УГ к? =0 


где А’ =р|6', а 6' обозначает скорость поперечных колебаний в веще- 
стве цилиндра. Исследование вторичных волн, отбрасываемых препят- 


ду 
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ствием, когда первичные плоские волны ударяются в него, при этом 
аналогично проведенному в 5 343; и мы приходим к. заключению, 
что первичным волнам 


=Г 0$ =" (8 — х) (5) 


соответствуют вторичные волны, отбрасываемые малым цилиндром 
под углом @ с осью х, определяемые выражением '` 
> ? п . 
ЕР ПР и. 056 } сз = *(#—и—=)^), (6) 
2 Рз 22 И ' п 
которое содержит выражение (2) как частный случай. 

378. Теперь мы возвращаемся к фундаментальной проблеме, уже 
частично рассмотренной в 5 375, — проблеме о колебаниях в без- 
граничном твердом теле, вызываемых периодической силой, приложен- 
ной в начале координат. Уравнения (12), (13) и (14) $ 375 дают 
решение, позволяющее оценить значения компонент вращения. Если, 
кфк мы в конце и предположим, твердое тело несжимаемо, то мы 
имеем в добавление к этому 6—0. На этом основании решение 
можно дополнить; однако, будет более поучительным провести не- 
зависимое Исследование. 

Так как в обозначениях ь 373 Х'==17' == 0, то, в силу (5), имеем 


(а 8—2) 5. На ра = 0, (1} 
(а? — 63) 9,5 -- р =0, (2) 
9$ 
(а — 5” р —=— 7. (3) 
Положим м 
. __ 92 __ 
[9 — 9х а2 ’ В = 990: д , = 5%, (4) 
и соответственно 
д (\? 9 
О 1. (5) 


Подстановка этих значений в уравнение (1) дает 


02 
эр УХЕ РИ (4? — 62) ®\ =0, 
так что (1) и (2) будут удовлетворены, если 
‚аУЗу | ру -|- (а? — 62) в ==0. (6) 


Та же подстановка в уравнение (3) дает 


ар (е8 — д] о рчо- 20, 
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или, в силу (6), 
ВУ | р | 7’ ==0. (7) 
Это уравнение определяет % и отсюда, в силу (6), у. 
В обозначениях $ 375 Е==р|6, №==р|а. Так как `7' =0 во 
всех точках, кроме начала, то уравнение (7) принимает вид 


(2-Е 2?) № =0, (8) 
(УЗ -|- 22) (УЗ- 2?) у =0 (9) 


должно удовлетворяться всюду за исключением начала. Решение уравне- 
ния (9) есть 


откуда, в силу (6), 


в=——, (10) 


где Аи В — постоянные. Соответствующие значения м и 8, всилу . 
(6) и (5),.суть 


% = №? А 


е-г 


и =— 8, (^^). (11) 


Г 


Для того чтобы связать Аи В с 2', имеем из уравнения (7), так 
же, как в $ 315, 


велит __ в ей 
ой ||| 27° " ахауаг = 


так .что 
7. 
Далее, в силу (6) 5 373, 
. ло _о 97" 
У26-- #20 а "9 =0, 
так что, так же как в 5$ 375, 
97'е-йт 71 9 е-#г 
— 4та? = | | [55 4х ду 42 — 4ка?о 5: ( г ). 
Таким образом, сравнивая с (11), получаем 
— 21 
| В — — за, = — А (18) 
и 
РА е-г^г - е-йтг 
ею р. (14) 


Из определенных таким образом полностью значений у и ® 
можно найти простым диференцированием а, В, 1, как указано в (4). 


Имеем Г , , ми 
з —ТАГ —ГА 
дев) = [7-Я +"). (15) 


7 (—) = 5, (РЕЯ в) — = — я . (16) 
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Так как полные выражения довольно длинны, то мы ограничимся 
случаем несжимаемости (й=—=0). Таким образом, если восстановить 
временной множитель е#* и отбросить мнимую часть решения, получится 


АЕ?х2 3 3. 
—3— |(—1 + вл ) со (рЁ— #) — р (рё— А”) — 


3 , 
— вис0зр! |, (17) 


АЕ? 32? 
= | (1 Не. — РР рр } сз (рё — №) 


1 322 32? ] 
—- (=— г. 878 $1 (Е—#) — (не— вр совр ; (18} 


значение В отличается от значения их простой заменой х на у. 
Значение А определяется выражением (12), а 7, со$ рЁ- полная сила, 
действующая в начале в момент времени &. 

На болышом расстоянии от начала выражения (17) и (18) при- 


водятся к виду 
И ха с0$ (рЁ — А!) 


р ор о (19) 
—__ 21 2?°\ с0$ (р 2% Е”) 
| 4020 (1 —я) Г (20) 


в согласии (19) $ 375. 

В. Кениг 1) отметил несогласие полного решения в (17) и (18), 
впервые данного в другой форме Стоксом °), с результатами ана- 
логичного в некоторой степени исследования Герца 3), в которых” 
отсутствуют члены, содержащие созрЁ и упрё, причем он склонен 
был рассматривать результаты Стокса как ошибочные. Суть, однако, 
заключается в том, что рассмотренные обоими исследователями залачи 
существенно различны, ибо задача, рассмотренная Герцом, не имеет 
никакого отношения к упругим твердым телам. Источник расхождения 
находится в первых членах (1) и т. д., которые были опущены Гер- 
цом в его теории эфира. Но в теории упругих твердых тел эти 
члены, конечно, нужно сохранить. Если даже вещество предполагается 
несжимаемым, так что б равна нулю, они все же должны быть сохра- 
нены, ибо, как это было полностью объяснено Стоксом в цитирован- 
ной работе, множитель (2? — 6?) оказывается в то же самое время 
бесконечным. Если предположить в (17) и (18), что р’и А очень малы, 
и проследить предельный вид решения, то получится решение стати- 
ческой задачи о деформации несжимаемого твердого тела силой, ло- 
кализованной во внутренней точке тела. 


)) Кби!е, И1е4. Апп., том ХХХУП, стр. 651, 1889. 

2) З4юКез, Сатё. РЬИ. Ггап$. том ПХ, стр. 1, 1849; СоЦес!еа МогЕ$, 
том Ш, стр. 243. 

3) Негр, \"Геа. Апп., том ХХХУТ, стр. 1, 1889. 
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379. В $ 373 мы видели, что в однородной среде плоские волны. 
поперечного колебания 


а=—0, В=0, 1 = Гсо$ (рё — Ех) (1} 


могут распространяться безгранично. Теперь мы предположим, что 
на положительной стороне плоскости х==0 среда изменяется так, 
что плотность вместо 0 равна 0,, а жесткость вместо п равна п\- 
В проходящей волне р остается тем же самым, но Ё переходит 
в А., причем 

2 

пм. (2) 

7: }п1р 
Предполагая, как это будет сейчас доказано, что изменение фазы 


отсутствует, мы можем написать выражения для проходящих и отра- 
женных волн в виде 


у: == Г, с0$ (рё — 1х), 1==Г’ с0$ (рЕ-Е №х), (3} 
так что полное значение |] в первой среде есть 
| == Гсо$ (рё — вх) Е Г' соз (рЁ--- Ех), (4) 


а во второй 
11 == Г, 0$ (рё— 1х). (5) 


Условия, которые должны быть удовлетворены на промежуточной 
плоскости х==0, не подверженной действию внешних сил, суть 


==, =. =И (6} 


тах что 


ГГ =Г,, иг Г) =, Г.. (7) 


Если, что вполне возможно, Г’ и Г, определяются в соответствии 
с (7), то в&е условия выполнены. Имеем 


Г ие т: __Упр— Уп 8 
г Аще Уп-РУшы’ (9) 
Г ОГГ 2Упт? 

Г Г Ут -Н Уп: 


эти уравнения определяют отраженные и проходящие волны. Частные 
случаи, когда 9, ==0 или И ==и, можно отметить особо. 

Когда падение волн на плоскость, разделяющую оба тела, проис- 
ходит наклонно, то задача становится более сложной и распадается нз 
две части, в зависимости от того, совершаются ли колебания (всегда 
перпендикулярные к падающему лучу) в плоскости падения или же 
в перпендикулярной плоскости. Мы не будем входить в рассмотре- 
ние этих вопросов, которые часто дискутировались с оптической точки 
зрения. Метод исследования, созданный в основном Грином, подобен 
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методу, примененному в $ 270. Полное изложение его с необходи- 
мыми ссылками дано в книге Ва$зеф, ГгеаЁ зе оп Рйуяса Орйс$, гл. ХИ. 

380. Колебания твердых тел, ограниченных свободными поверхно-. 
<тями, имеющими плоскую, цилиндрическую или сферическую форму, 
можно исследовать без больших затруднёний; однако, этот вопрос 
относится скорее к теории упругости. Искомые функции координат 
для бесконечной пластинки постоянной толщины являются просто кру- 
говыми и экспоненциальными функциями !). Решение задачи для бес- 
конечного цилиндра?) связано с функциями Бесселя и представляет 
интерес, так как дает более полный обзор продольных колебаний из- 
гиба тонкого стержня. 

Случай сферы важен потому, что сфера представляет собой тело, 
ограниченное во всех направлениях. Симметричные радиальные коле- 
бания, чисто дилатационные по характеру, были впервые исследованы 
Пуассоном и Клебшем 3). Полная теория была дана Иеришем 4) и осо- 
бенно Лембом 5). Изложение этой теории можно найти в уже цити- 
рованном труде Лява. 

Вычисления частоты осложняются наличием ‚двух упругих посто- 
янных Хип 5 373 или дин 5 214. Из принципа, изложенного 
в 5 88, можно вывести, как заметил Лемб, что частота увеличивается 
при любом возрастании как *, так и п, ибо, как оказывается из (1) 
$ 345, и то и другое изменение увеличивает потенциальную энергию 
данной деформации. 

3815). В настоящем труде мы часто имели случай отмечать важ- 
ность заключений, получаемых методом размерностей. Теперь, когда 
мы в состоянии извлекать иллюстрации из большого числа разнообраз- 
ных акустических явлений, относящихся к колебаниям как твердых 
тел, так и жидкостей, удобно будет резюмировать и несколько под- 
робнеё развить принципы, на которых основывается этот метод. 

В случае таких систем, как колокола или камертоны, состоящих 
из однородного изотропного материала и совершающиж колебания 
вследствие упругости, акустическими элементами являются форма, ли- 
нейные размеры с, упругие постоянные 4 и в ($ 149) и плотность р. 
Следовательно, на основании метода размерностей период при про- 
чих равных пропорционален линейному размеру по крайней мере, если 
амплитуда колебаний находится в той же пропорцни; если же допу- 
стить закон изохронизма, то последнее ограничение можно отбросить. 
Действительно, поскольку размерности 4 и`о равны соответственно 
[МЕ-1 Г-? и [МЕ-3], а м — отвлеченное число, то единственная ком- 


. 1) Ргос. Гопа. Май. 5ос., том ХУП, стр. 4, 1885; том ХХ, стр. 225, 1889. 
2) Росппашштег, СгеЦе, том ЦХХХТ, 1876; СЮгее, Ошам. /оигп., 1886. См. 
также Ляв, Теория упругости, гл. ХУИ. 
3) КИеБзсн, Треойе 4ег Е!азН2ИаЕ резег Когрег, Грг, 1862. 
4) ЛАг1зсп, Сгейе, том СХХХТИ, 1879. 
5) ГашьЬ, Ргос. Гопа. Май. ос. том ХПИЬ стр. 189, 1882. 
8) Этот раздел был в первом издании под номером 348. 
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бинация размерностей, которая может дать в результате размерность 
времени, есть 9—‘?-р’*-с. 

Основание, на котором строится эта математическая стенография, — 
следующего рода. Рассмотрим два геометрически подобных тела, меха- 
ническое строение которых в.соответствующих точках одинаково, и 
пусть они совершают подобные движения таким образом, что соот- 
ветствующие изменения требуют времени !), пропорционального ли- 
нейным ‚размерам, — скажем, в отношении 1|п. Тогда, если одно дви- 
жение `возможно, как следствие упругих сил, то и другое будет воз- 
можным. В самом деле, массы, которые должны двигаться, находятся 
в отношении 1/13, ускорения — в отношении 1[и-1, а потому необ- 
ходимые силы находятся в отношении 1[и?; а так как напряжения 
одинаковы, то это отношение в действительности есть отношение уп- 
ругих.. сил, создаваемых ` ими и отнесенных к соответствующим 
площадям. Если упругие силы в состоянии вызвать предположенное 
движение в первом случае, то они также в состоянии произвести пред- 
положенное движение во втором случае. 

Динамическое подобие нарушается действием силы, подобной силе 
тяжести, пропорциональной кубам, а не квадратам, соответствующих 
линейных размеров; однако, в случаях, когда тяжесть является един- 
ственной движущей силой, динамическое подобие можно сохранить, 
введя другое соотношение между соответствующими пространствен- 
ными и временными величинами. Так, если отношение собтвелетвую- 
щих пространственных величин равно 1[п, а отношение соответ- 
‚ствующих времен равно 1/7”, то ускорения в обоих случаях 
одинаковы и могут являться эффектами сил, находящихся в отношении 
173 и действующих на массы, которые находятся в том же самом 
отношении. В качестве примеров, подходящих под эту рубрику, можно 
упомянуть простой маятник, морские волны, скорость которых изме- 
няется прямо пропорционально корню квадратному из длины волны, 
и всю -теорию подобия кораблей и их моделей, на основании кото- 
рой Фрауд предсказывал поведение кораблей, исходя из эксперимен- 
тов, проделанных над моделями небольших размеров. 

То же самое сравнение, которое мы применяли выше к упругим 
телам, применимо также к воздушным колебаниям. В сравниваемых 
случаях давления одинаковы, а потому при действии на площади, 
находящиеся в отношении 1[п?, они дают силы, находящиеся в том 
же самом отношении. Эти силы действуют на массы, находящиеся 
в отношении 1173, а потому вызывают ускорения, находящиеся в от- 
ношении 1[И-1, которое представляет отношение действительных 
ускорений, когда пространственные и временные величины относятся 


1) Понятие изменения масштаба в пространстве стало обычным вслед- 
ствие широкого употребления карт и моделей; но соответствующее понятие 
для времени часто менее отчетливо. Воображению читателя может помочь 
ссылка на музыкальное произведение, исполняемое в различных темпах. 


27 Рэлей 
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как 1[п. В соответствии с этим периоды подобных друг другу резо- 
нирующих полостей, наполненных одним и тем же газом, прямо 
пропорциональны линейным размерам — чрезвычайно важный закон, 
впервые сформулированный Саваром. 

Так как один и тот же метод сравнения применим как к упругим 
твердым телам, так и к упругим жидкостям, то можно распростра- 
нить его на системы, в которых участвуют оба вида колебаний. Так, 
например, можно предположить, что при изменении масштаба систе- 
мы, состоящей из камертона и воздушного резонатора, в движении 
произойдут только такие изменения, которые связаны © изменением 
времен колебания пропорционально изменению линейных размеров. 

До сих пор изменение масштаба предполагалось одинаковым во 
всех направлениях, но бывают случаи, не подходящие под эту 
рубрику, когда можно очень плодотворно применить принцип 
динамического подобия. Рассмотрим, например, колебания изгиба 
системы, состоящей из тонкой упругой полоски, плоской или изогну- 
той. На основании 55 214, 215 мы видим, что толщина полоски ‚6 
и механические постоянные ди о будут входить только- в комби- 
нациях 963 и 6о и, следовательно, можно делать сравнения, хотя 
изменения толщины находятся в ином отношении, чем изменения 
других размеров. Если при пренебрежении толщиной линейная раз- 
мерность есть с, то при прочих равных времена должны изменяться 
пропорционально 4—-р**.с2.6—*. Для „данного вещества, данной 
толщины и формы времена поэтому пропорциональны квадратам 
линейной размерности. Не следует, однако, забывать, что подобные 
результаты, выражающие закон, только приближенно справедливый, 
находятся на ином уровне, нежели более непосредственные следствия 
принципа подобия. 


ГЛАВА ХХШ 
ФАКТЫ И ТЕОРИИ СЛУХА 


382. Тема настоящей главы имеет непосредственное отношение 
к уху как органу слуха, Однако, она может быть рассмотрена здесь 
только с физической стороны. „Обсуждение анатомических или физио- 
логических вопросов выходило бы за рамки данной книги и не соот- 
ветствовало бы квалификации. автора. Мы не можем при этом избе- 
жать постоянных ссылок на большой труд Гельмгольца !). Хотя, как 
мы увидим, некоторые положения, выставленные автором, были от- 
вергнуты (пожалуй, слишком поспешно) последующими исследовате- 
лями, важность наблюдений и рассуждений, содержащихся в этом 
труде, а равно и изящество, с которым они изложены, надолго 
обеспечивают этому труду роль исходной точки всех рассуждений, 
касающихся звуковых ощущений. 

383. Диапазон частот, в пределах которых ухо способно воспри- 
нимать звуки, очень широк. Естественно, что предел не может быть 
точно определен. Гельмгольц на основании своих опытов заключил, 
что ощущение музыкального тона начинается примерно с 30 колеба- 
ний в секунду, но что различение высоты начинается не ниже при- 
мерно 40 колебаний в секунду. Прейер?) уверен, что он слышал 
чистые тоны даже при 15 колебаниях в секунду, но нам представ- 
ляется сомнительным, чтобы октава была абсолютно исключена. При 
обзоре последних данных и в свете некоторых новых экспериментов, 
ван-Шайк3) не видит оснований для больших отклонений от оценки 
Гельмгольца и определяет предел примерно в 24 колебания в се- 
кунду. | 

Относительно верхней границы расхождения еще больше. Не- 
сомненно, многое зависит от интенсивности колебаний. В эксперимен- 
тах с „птичьими манками“ ($ 371\ выше 10000 колебаний ничего 
не было слышно, хотя чувствительные пламена отвечают на звук до 
50000. Однако, аккуратно возбужденные смычком камертоны или 


1) НештоН2, ГолетрИп4ипееп, 4 е@Ноп, 1877; Зепзайоп$ о} Топе, 
второе английское издание, переведенное с 4-го немецкого издания Элли- 
сом. Ссылки делаются на это английское издание, которое было дополнено 
многочисленными ценными примечаниями переводчика. 

2) Ргеуег, Рйузоо245сйе Абпапашпзеп, ]епа, 1876. 

3) Уап ЗсПа)к, Агей. Ме! ., том ХХХ, стр. 87, 1895. 
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металлические стержни при ударе по ним молотком, повидимому, 
порождают слышимые звуки еще более высокой частоты. Прейер 
дает цифру 20000 как приблизительный верхний предел для нор- 
мального уха. 

В случае очень высоких звуков оценка частоты почти, или совер- 
шенно, исключается, так что для музыкальных целей не приходится 
рассматривать частоты выше 4000 сек.—1. 

Следующим вопросом является вопрос о том, насколько точно 
можно оценить высоту тона невооруженным ухом. Здесь предпола- 
гается, что звуки прослушиваются последовательно, так как ($ 59) 
при двух одновременно звучащих нотах точность сравнения, дости- 
гаемая методом биений, беспредельна. На основании ряда тщательно 
разработанных опытов Прейер!) заключает, что нигде на протяжении 
‚ всей гаммы нельзя различить с определенностью звуки, отличающиеся 
на 0,20 колебаний в секунду. Чувствительность изменяется с часто- 
той. Вблизи 120 колебаний разность в 0,4 колебания в секунду 
едва различима, при 500 колебаниях можно различить около 0,3 колеба- 
ния; при 1000 колебаний 0,5 колебаний в секунду. В некоторых случаях, 
ощущая разницу в высоте, наблюдатель не мог решить, какой из 
двух звуков ниже. 

384. При определениях пределов частоты или заметных отличий 
в частоте следует подбирать звуки подходящей интенсивности. 
Остается, однако, другой вопрос — о степени интенсивности звука 
данной высоты, необходимой для его слышимости. Самая ранняя оцен- 
ка амплитуды едва слышимых звуков принадлежит, повидимому, 
Теплеру и Больцману?). Она связана с остроумным применением 
теории открытых органных труб ($ 313) Гельмгольца к эксперимен- 
тальным данным этих авторов (5 3224), относящимся к максималь- 
ному сгущению внутри трубы. Они приходят к заключению, что 
плоские волны с частотой 181, в которых максимум сгущения $ ра- 
вен 6,5.10-8, едва слышны. . 

Очевидно, верхний предел амплитуды волн, дающей слышимый 
звук, можно вывести, зная энергию, которая должна быть затрачена 
в заданное время для их генерации, и размеры поверхности, на ко- 
торую генерируемые волны распространяются в момент слушания. 
Оценка, полученная из этих данных, будет необходимо слишком высо- 
ка, во-первых, потому, что звуковые волны должны испытывать не- 
которые потери при их распространении, а во-вторых, потому, что 
часть, а в некоторых случаях большая часть, израсходованной энер- 
гии не переходит вообще в форму звуковых волн. 

При первом применении этого метода 3) источником звука служил 
свисток, укрепленный на склянке Вульфа, с которым был связан си- 


1) Обзор работы Прейера был дан Эллисом в Р/осее 4{тз$ о} Ше Ми- 
са! Аззосайоп, З-г4 зезз1]оп, стр. 1, 1877. , 

2) Торег и. ВоН2тапп, Розе. Апл., том СХЬЫБ «тр, 834, 187% 

8) Ргос. Юоу. 50с. ‘том ХХУТ, стр. 245, 18711, 
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фонный манометр для измерения давления воздушной струи. В этот 
прибор вдували воздух при помощи легких, и при небольшой прак- 
тике можно было без затруднений поддерживать достаточно постоян- 
ное дутье требуемой продолжительности. Наиболее подходящее дав- 
ление было определено предварительными попытками и измерялось 
столбом воды в 91|, см высоты. 

Первым пунктом, подлежащим определению, было расстояние 
от источника, на котором звук оставался хорошо слышным. Экспери- 
менты производились в тихий зимний день, и было установлено, 
что свисток можно без напряжения услышать (в обоих направлениях) 
на расстоянии 820 м. 

Оставалась еще одна величина, которую надо было вычислить: 
это — количество воздуха, которое проходит сквозь свисток за дан- 
ное время. Оно было определено лабораторным экспериментом, из 
которого обнаружилось, что это количество равно 196 смз в секунду. 

При вычислении результатов наиболее удобно пользоваться по- 
следовательно системой С@$. В этой системе мер применявшееся дав- 
ление было равно 91|.-981 дин|см?, а потому работа, затрачиваемая в 
секунду на генерацию волн, равнялась 196 Х 91|, Х 981 эргов 1). 

Но ($ 245) механический эквивалент цуга распространяющихся 
волн равен кинетической энергии всей массы рассматриваемого воз- 
духа, лвижущейся с максимальной скоростью 9 распространения ко- 
лебаний;. так что, если обозначить площадь рассматриваемого волно- 
. вого фронта через $, скорость звука — через а и плотность 
воздуха — через 0, то механический эквивалент волн, проходящих 


га 1 
в единийу времени, выразится в виде Зар > 9°, где численное зна- 
9 


чение & равно приблизительнб“84 100, а численное значение р — око- 
ло 0,0013. В нашем случае $ есть площадь поверхности полушария 
с радиусом в 82 000 см; таким образом, если бы вся энергия уходящего 
воздуха превращалась в звук и по пути не было рассеяния, то 
значение © на расстоянии 82 000 см определялось бы уравнением 


2.196.9-.981 
р И 
Я 5: (82 000) 2-34 100.0,0013 , 
откуда 


9=0,0014 см[сек, 5==5 =4,1.10-8, 


Этот результат не требует знания высоты звука. Если период 
равен '’т, то соотношение между максимальным смещением хи макси- 
мальной скоростью хо есть х== 9т|2п. В рассматриваемом эксперимен- 
те применялась нота ИУ с частотой около 2730. Следовательно, 


„_— 00014 
— 21.2730 


1) Приблизительно 2.106 эргов. 


—8,1.10-8 см, 
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т. е. амплитуда частиц воздуха была менее одной десятимиллионной 
сантиметра. Было вычислено, что при благоприятных условиях амали- 
туда в 10-8 см была бы еще слышна. 

В качестве возражения против вышеописанного метода можно 
указать, что при таких больших рассматриваемых расстояниях трудно 
быть уверенным, что в достаточной мере исключено возмущающее 
влияние атмосферной рефракции. В связи с этим были проведены 
попытки экспериментов с трубами более низких тонов, которые жол- 
жны были бы быть слышны на меньшем расстоянии, но эти опыты 
не были успешны, и в конце концов пришлось снова возвратиться 
к камертонам. 

„Камертон определенных размеров, совершающий колебания с 
определенной амплитудой, можно рассматривать как запас энергии, 
количество которой легко вычислить. Эта энергия постепенно затра- 
чивается на внутреннее трение и генерацию звука. Когда употреб- 
ляется резонатор, то последняя часть более существенна, и в неко- 
торых случаях мы можем считать, что испускание звука в достаточной 
мере объясняет падение амплитуды. Придерживаясь здесь’ этого 
взгляда, мы можем вывести скорость испускания звуковой энергии 
из наблюдаемой амплитуды камертона в рассматриваемый момент и из 
быстроты падения амплитуды. Так, если закон падения амплитуды 
для камертона есть г"! или [- для энергии и есди полная энер- 
гия в момент # равна Е, то скорость, с которой энергия испускается 
в данный момент, равна — @Е|4, или ЕЕ. Значение А можно вы- 
вести из наблюдений над скоростью затухания, например над време- 
нем, в продолжении которого амплитуда уменьшается наполовину. 
С такими приспособлениями можно без труда превращать энергию 
в звук в малых количествах и таким образом уменьшить расстояние 
слышимости до величины 30 м. При этих обстоятельствах значительно 
легче управлять наблюдениями, чем в случае, когда оба наблюдателя 
удалены друг от друга на полмили, и здесь нет оснований бояться 
возмущения вследствие атмосферной рефракции. 

Камертон укреплен на штативе, к которому также жестко при- 
креплен микроскоп для наблюдения. Удобные световые точки получа- 
ются от зерен крахмала, а световая линия, в которую растягивается 
каждая точка под действием колебаний, определяется при помощи 
окулярного микрометра. Каждое деление шкалы микрометра соот- 
ветствует 0,001 см. Если пользуются резонатором, то он распола- 
гается в положении максимального эффекта — с отверстием под сво- 
бодными концами вибрирующих ножек камертона. 

Ход эксперимента был таков. В первую очередь наблюдались 
скорости затухания с резонатором и без него, причем штатив распо- 
лагался на земле в середине некоторой площадки. Камертон приво- 
дился в колебание смычком, и определялось время, потребное для 
того, чтобы двойная амплитуда упала до половины своего первона- 
чального значения. Так, в случае камертона с частотой 256, время, 
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в течение Которого ампяитуда уменьшалась от 20 делений микро- 
метра до 10 делений, составляло 16 секунд без резонатора и 9 се- 
кунд при наЛичии резонатора. Промежутки времени, за которые звук 
ослаблялся вдвое, насколько можно было наблюдать, не зависели от 
начальной амплитуды. Для того чтобы определить слышимый мини- 
мум, один наблюдатель (я) занимал позицию в 30 ярдах (27,4 м) 
от камертона, а другой (мистер Гордон) приводил в сильноё колеба- 
ние камертон. В момент, когда двойная амплитуда составляла 20 де- 
лений микрометра, вторбЙй наблюдатель давал сигнал и немедленно 
после этого удалялся на некоторое расстояние. Задачей первого 
наблюдателя было определить, в течение скольких секунд после сиг- 
нала звук оставался все еще слышным. В описываемом случае этот 
промежуток времени составлял 12 секунд. Когда расстояние умень- 
шалось до 15 ярдов (13,7 м), звук с начальной двойной амплитудой 
в 10 делений микрометра оставался слышным почти в точности столь- 
ко Же времени. 

Эти оценки слышимости производились не без затруднений. 
Обычно бывали две или три секунды, в течение которых наблюдатель 
сомневался, слышит ли он или только воображает, что слышит, и раз- 
личные индивидуумы решали вопрос различно. Конечно, здесь также 
имело место и действительное различие слуха, но это само по себе 
не оказывало большого влияния. Данный наблюдатель в данный день 
часто давал удивитёльно постоянные оценки, но точность, получае- 
мая таким образом, Мне кажется, является иллюзорной. Многое зави- 
сит от отсутствия мешающих шумов. Шелест деревьев под влиянием 
ветра или чирикание птиц мешали наблюдателю и более или менее 
отражались на точности результатов. 

Проверялось также, одинаково ли испускается звук в различных 
горизонтальных направлениях, но никакой разницы между направле- 
ниями не удалось обнёружить. Звук исходит почти целиком из ре- 
зонатора, и можно полагать, что этот последний действует, как про- 
стой источник. 

Если считать время, в течение которого звук слышен, извест- 
ным, то легко вывести амплитуду колебания камертона в момент, 
когда звук перестает воздействовать на наблюдателя. Отсюда вычис- 
ляется скорость испускания звуковой энергии и амплитуда колебаний 
воздуха в момент, когда они достигают наблюдателя. 

Первым этапом вычисления является выражение полной энергии 
камертона в функции амплитуды колебания, измеренной у конца од- 
ной из ножек. Эта задача рассмотрена в $ 164. Если длина равна /[, 
плотность о, а площадь сечения стержня, закрепленного на одном конце 
и свободного на другом, равна ®, то кинетическая энергия Т связана 
<0 смещением т на свободном конце уравнением (10): 


__ 1 Чт \2 
Г 34 (42) . 
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В момент прохождения через положение равновесия 1==0 и 41/4 
имеет максимальное значение, так как в этот момёнт вся энергия — 
кинетическая. Максимальное значение 41|4Ё связано с максимальным 


значением И уравнением 
( “, 2т 
ЧЕ пах т тах 


таким' образом, если мы обозначим теперь двойную амплитуду через 


21, то полная энергия совершающего колебания стержня равна 


1 2; . 
я 207 = (21)* или для двух стержней, составляющих камертон, 


1 па 
Е (21°, (А) 


где р%/ есть масса каждой ножки. 

Применение соотношения (А) к камертону с 256 ‘колебаниями, 
вибрирующему с двойной амплитудой в 20 делений микрометра, 
дает следующее: имеем 


[— 14,0 см « — 0,6. 1,1 —0,66 СМ?, 
1—256, р=7,8, 21==0,050 см, 


и, следовательно, Е —==4,06.103 эргов. 
Такова полная энергия камертона, когда действительная двойная 
амплитуда на концах ножек равна 0,050 см. 

_ Как. уже было показано, теряемая в секунду энергия равна АЕ, 
если амплитуда изменяется пропорционально е-“*. Для нашей цели 
здесь можно рассматривать А как состоящую из двух частей: одной К., 
представляющей рассеяние, которое происходит при отсутствии резо- 
натора, и другой А., соответствующей резонатору. Только эта пос- 
ледняя часть эффективна в смысле образования звука, так как в слу- 
чае, если резонатор не применяется, камертон практически молчит; 
и если бы даже стоило внести поправку для учета остающегося еще 
звука, то его‘фаза только случайно совпадала бы с фазой звука, 
исходящего из резонатора. 

Значения А, и А удобно получаются из времен #, и Ё, в течение 
которых амплитуда падает до половины. Так, 
&=2ш2.-, в =212.;., 


и энергия, превращающаяся за каждую секунду в звук, равна А.Е. 

Теперь мы можем применить эти формулы к уже упомянутому 
случаю, когда имеется камертон с 256 колебаниями, для которого 
1—9, { —=16. Следовательно, время #, которое потребовалось бы 
для уменышения амплитуды вдвое, если бы рассеяние вызывалось 
целиком резонатором, равно 20,6 и №, = 0,0614. 
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Следовательно, 
к. Е ==267 эргов в секунду, 


что соответствует двойной амплитуде в 20 делений микрометра; В 
описанном эксперименте продолжительность слышимости составляла 
12 секунд, в течение которых амплитуда должна была бы упасть в 
отношении 21?|/,:], а энергия — в отношении 41?|.:1. Следовательно, 
в момент, когда звук только что перестал быть слышным, энергия, 
испускаемая в виде звука, составляла 42,1 эргов в секунду !). 

Теперь остается вопрос: какова соответствующая амплитуда или 
сгущение в распространяющихся воздушных волнах на расстоянии 27,4 ж 
от источника? Если мы предположим, как в прежних моих вычисле- 
ниях, что почва хорошо отражает, то мы должны считать волны по- 
лусферическими. Это, повидимому, в общем — наилучшее предполо- 
жение, которое можно сделать, хотя отражение, несомненно, — не- 
совершенное. Таким образом, площадь 5, покрываемая на расстоя- 
нии, на котором находится наблюдатель, равна 2п:27402 см? и, 
‚поскольку ($ 245) 


1 1 
5. 5 200* — 55; 0435? — 42,1, 
то находим 
Ш 42,1 
— 1.27402.0,00125.34 1003 
и 


$ —=6,0.10-9; 


сгущение $ здесь вычислено в атмосфе рах. Результат показывает, что’ 
ухо способно ощущать увеличение или уменьшение плотности на 
величины, значительно меньшие плотностей, которые встречаются в 
наших самых высоких вакуумах. 

Амплитуда воздушного колебания определяется значением а5т/2п, 
где 141—256, и, таким образом, равна 1,27.10-Т см. 

Следует заметить, что получаемые таким образом числа все еше 
имеют в некоторой степени характер верхних пределов, так как они 
основаны на предположении, что все рассеяние энергии, вызываемое 
резонатором, представляет затрату на генерацию звука. Это, строго 


1) Интересно сравнить эту энергию с энергией излучения источника 
света. Электрическая лампа накаливания в 200 свечей поглощает около 
1 лошадиной силы, или примерно 10 эргов в сек. Из всего излучения 
только около, 1/10 части эффективно действует на глаз; следовательно, 
излучение соответствующего качества, поглощающее 5.105 эргов в секунду, 
соответствует мощности свечи. Это приблизительно в. 104 раз больше, чем, 
энергия, излучаемая в виде звука камертоном в описанном вышб опыле. 
На расстоянии в 102.30 или 3000 м поток энергии от идеальной свечи 
был бы приблизительно равен потоку энергии, едва-едва воспринимаемому 
ухом. Таким образом оказывается, что потоки энергии, потребной для воз- 
действия на глаз и на ухо, имеют одинаковый порядок величины — заклю- 
чение, выведенное уже Теплером и Болькманом. 
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говоря, может не иметь места даже при рассматриваемых нами сред- 
них амплитудах, но неопределенность здесь значительно меньше, чем 
в случаз резонаторов или органных труб, возбужлаемых воздухом. 
По самому характеру вычисления, при помощи которого выводилась 
амплитуда или сгущение воздушных волн, значительная потеря энер- 
тии не очень влияет на итоговые цифры. 

Аналогичные эксперименты производились разновременно с камер- 
тонами, частоты которых были 384 и 512. Результаты не были на- 
«только согласны, как можно было первоначально надеяться получить, 
однако, они достаточные для того, чтобы с некоторым приближением 
определить сгущение, необходимое для слышимости. Средние резуль- 
таты были следующие: 


с', частота=256, $=—=6,0.10-°, 
©", ь„ —384, $5=4,6.10-°, 
б", » — 0512, 5 —=4,6.10-; 


между последними двумя числами не обнаружилось твердого разли- 
чия. Даже и различие между 6,0 и.4,6б следует принимать с осто-. 
рожностью; таким образом, сравнение нельзя считать достаточным для 
доказательства чего бы то ни было, кроме того, что сгущение, не- 
‘обходимое для слышимости, изменяется лишь очень медленно в первой 
штрихованной октаве \). 

Результаты такого же порядка величини были получены также 
Вином 2), который пользовался совершенно иным методом. 

385. Для многих экспериментальных целей и’во многих случаях 
обыденной жизни довольно безразлично, пользуемся ли мы одним 
ухом или обоими; и все же нет никакого сомнения в том, что наибо- 
лее ценные сведения получаются при одновременном использовании 
обоих ушей. Как это осуществляется, — остается до сих пор очень 
неясным. 

Хотя принимались самые большие предосторожности для того, 
чтобы обеспечить изолированное действие, очевидно, что звук, вос- 
принимаемый одним ухом, может давать биения со вторым звуком 
несколько отличной высоты, воспринимаемым другим ухом. Разу- 
меется, при этом не получается даже приблизительно такого мол- 
чания, которое имело бы место в момент противоположности фаз 
обоих звуков, если бы оба звука воспринимались одним и тем же 
ухом; однако, биения отлично слышны и остаются различными до 
тех пор, пока звуки не замирают настолько, что становятся едва 
слышными поодиночку 3). Однако, обнаружилось, что комбинационные 
тоны (8 391) не получаются при этих условиях“). Любопытные 


1) РАЙ. Мао., том ХХХУПП, стр. 366, 1894. 

2) \УЛеп, \Ие4. Апл., том ХХХУГ, стр. 834, 1889. 

3) 5. Р. Твотрзоп, РЁЙ. Мае., том ТУ, стр. 274, 1877.8 

4) См. также Роуе, Розр. Апп., том СУП, стр. 652, 1859. 
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наблюдения с телефоном описаны проф. С. П. Томпсоном!) в сле- 
дующих строках: „Почти все лица, экспериментировавшие с телефо- 
ном Бэлла и пользовавшиеся двумя приборами для восприятия звука, 
по одному на каждое ухо, в тот или иной момент времени замечали 
кажущуюся локализацию звуков телефона позади головы. Однако, 
повидимому, лишь немногие отдавали себе отчет в том, что э”> было 
результатом либо обратного порядка соединения проводов приборов 
с током, либо обратного порядка полярности магнита в одном из 
приемных приборов. Если оба вибрирующих диска совершают одина- 
`°ковые колебания, одновременно выгибаясь вперед или назад, то звук 
слышен в ушах, как обычно; если же действие одного прибора 
обращено, так что когда один диск выгибается вперед, то другой 
выгибается назад, и колебания происходят с противоположными фа- 
зами, то кажется, что звук изменяет свое местоположение, уходя из- 
нутри уха, и он слышен так, как будто он исходит откуда-то позади 
головы, или я бы скорее сказал, из вершины мозжечка“... „Я смон- 
тировал микрофон Юза с двумя элементами батареи Фуллера и двумя 
телефонами Бэлла, один из которых имел коммутатор, которым я мог 
управлять. Приладив телефоны к ушам, я попросил моего помощника 
постукивать по деревянной подставке микрофона. Результат был 
оглушающий. Я ощущал как бы одновременные удары по барабан- 
ным перепонкам моих ушей. При обращении же тока в одном теле- 
фоне я испытывал только ощущение, которое можно описать как 
ощущение постукивания молотком 8 заднюю часть черепа. из- 
нутри“. 

При оценке направления, в котором приходит к нам звук, мы в 
значительной степени зависим от ощущений, даваемых бинауральным 
восприятием звука. Это — одно из обычных и инстинктивных действий, 
часто представляющих особенные трудности для научного анализа. 
Наблюдатель с завязанНыми глазами, находящийся на открытом воз- 
духе, обычно может указать направление звука с точностью до не- 
скольких градусов, хотя бы звук был непродолжительным, как, напри- 
мер, произнесенная отдельная гласная или хлопок в ладоши. Опре- 
деление производится с уверенностью и не требует движения головы. 

Для того чтобы получить дальнейший материал, были произве- 
дены эксперименты с приблизительно чистыми тонами, полученными 
от камертонов с резонаторами; но для того чтобы устранить возра- 
жение, что первый звук камертона, в особенности при возбуждении 
уларом, может дать направление и тем исказить эксперимент, были 
взяты два подобных камертона и резонатора с частотой 256. Камер- 
тоны и резонаторы держали два помощника, посредине: между кото- 
рыйши стоял наблюдатель. При каждом опыте ударйли оба камертона, 
а затем только один удерживался у своего резонатора. Результаты 
были совершенно ясны. Когда камертоны были расположены справа 


1) Тротрзоп, РАЙ. Маг., том УГ стр. 385, 1878. 


- 
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и слева, то наблюдатель мог различать их инстинктивно и безоши- 
бочно. Но когда он поворачивался на 90 градусов, так что камер" 
тоны оказывались в положениях впереди и позади него, то определе- 
ние становилось невозможным и чувствовалось, что попытки назвать 
направление были просто гадательными. 

То, что невозможно различить, подходит ли чистый тон спереди 
или сзади, — это достаточно понятно. Вследствие симметрии оба уха 
воспринимают одинаково в обоих случаях, и никакая разница в интен- 
сивности, связанная с местоположением, не может возместить отсут- 
ствия сведений относительно начальной интенсивности. Труднее 
объяснить, как различают между направлениями спереди и сзади в 
других случаях, например в случае голоса, когда, как оказалось, это 
легко сделать. Можно только предположить, что качество сложного 


звука допускает модификацию при помощи внутреннего уха, которое 


’ 


расположено различно в обоих этих случаях. 

Легкое различение между правой и левой стороной, даже когда 
рассматриваются только чистые тоны, естественно приписать различию 
в интенсивности восприятия звука обоими ушами. Однако, это 
объяснение не является таким полным, как это можно было бы 
предположить. В самом деле, очень высокие звуки, например свист, 
плохо слышны более отдаленному уху; но когда звук имеет умерен- 
ную частоту, например 256 в секунду, то разница в интенсивности 
для обоих ушей представляется не очень большой. Можно легко 
проделать грубый эксперимент, именно закрывая одно ухо пальцем и по- 
ворачиваясь вперед и назад, слушать постоянный звук. Более того, 
вычисление ($ 328) показывает, что голова человека, рассматриваемая 
как препятствие для звуковых волн, едва ли достаточно велика по 
сравнению с длиной волны, чтобы отбрасывать заметную тень. В ка- 
честве иллюстрации я вычислил интенсивность звука от отдаленного 
источника в различных точках поверхности Меподвижного сфериче- 
ского препятствия. Результат зависит от отношения Ас окружности 
сферы к длине волны. Если назвать точку на сферической поверх- 
ности, ближайшу!о к источнику, передним полюсом, а противоположную 
точку (в которой можно 
ожидать наибольшей те- 
ни) — задним полюсом, то 
результаты, получающиеся 
при трех предположениях 
Передний полюс | 0,69 | 0,50 0,29 об относительных размерах 
Задний полюс .| 0,32 0,28 0,26 сферы и длины волны, при- 
Экватор ....| 0,36 0,24 0,23 ведены в табличке. 

Если, например, окруж- 
ность сферы составляет 
только половину длины волны, то интенсивность у. заднего полюса только 
примерно на одну десятую меньше интенсивности у переднего полюса, а 
наименьшая интенсивность—в поперечном направлении. Если Ас меньше, 
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чем !|›, то разность интенсивностей у обоих полюсов еще менее зна- 
чительна, составляя около 1°/) при Ас =—1|.. 

Случай головы и высоты тона с' соответствовал бы приблизительно 
кс —==0,4, так что разности интенсивностей, даваемые теорией, весьма 
малы. Объяснение способности различать, наблюдаемой в действитель- 
ности, было бы легче, если бы можно было допустить различие фаз 
колебаний, воспринимаемых обоими ушами 1). . 

386. Переходя к другому разделу нашей темы, мы должны теперь 
более близко рассмотреть влияние, оказываемое на ухо произвольной 
последовательностью воздушных давлений, колеблющихся около опре- 
деленного среднего значения. Согласно буквальному утверждению закона 
Ома ($ 27) ухо способно воспринимать как отдельные тоны все 
простые колебания, на которые можно разложить последовательность 
давлений по теореме Фурье, если только частота этих компонент 
лежит внутри определенных пределов. Компоненты, высота которых 
лежит вне этих пределов, сленует игнорировать. Кроме того, внутри 
пределов слышимости относительные фазы различных компонент 
должны быть безразличны. 

Очевидно, что из закона, формулируемого в этой крайней форме, 
должны быть сделаны исключения. Невозможно допустить, чтобы ухо 
воспринимало ‚как раздельные тоны компоненты, имеющие чрезвычайно 
близкую друг другу частоту. Такие компоненты, как хорошо 
‚известно, порождают биения, и их относительные фазы представляют 
существенный элемент в этом вопросе. Далее, очевидно, что опре- 
деленный тон будет слышен только, если соответствующее колебание 
достигнет определенной интенсивности. Необходима была бы конечная 
интенсивность, даже если бы колебание установилось само собой; и 
следует ожидать, что интенсивность, необходимая для слышимости, 
должна быть болыше при наличии других колебаний, в особенности, 
пожалуй, тогда, когда эти колебания соответствуют гармоническим 
унтертонам. Будет полезно рассмотреть несколько подробнее эти 
необходимые исключения из универсальной применимости закона Ома. 

Ход явлений в случае, когда интервал между двумя простыми 
колебаниями постепенно увеличивается, был специально изучен 
Бозанке ?). Так же, как в 56 30 и 65а, если компоненты имеют 
вид с0$ 21и:Ё и 0$ 2пи.{, для результирующей имеем 

, 


==50$ 21и.ё -- с0$ 2 пи,ё == 2с0$ п (и, — |) Ё- сот (и, и), (1) 


что показывает, что результирующая двух простых колебаний оди- 
наковой амплитуды и с частотами п, и п, может быть математически 
представлена одним колебанием, частота которого является средней 
из обеих частот, т. е. 1|, (п,-—-п.), а амплитуда изменяется по 


; Машге, том ХУ, стр. 32, 1876; РИ. Мае., том Ш, стр. 456, 1877: 
том 1, стр. 149, 1879. 


>) Возапаие\, "РАИ. Маг. том Х|, стр. 420, 1881. 
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закону косинуса, включая и изменения знака (5 65а) с частотой 
11, (п, — п!). Это единое колебание — не простое. Теперь возникает 
вопрос, в какой из’ двух форм, представленных в (1), ухо воспримет 
звук? По точному смыслу закона Ома оба тона п; и п, должны были 
бы восприниматься раздельно. Мы знаем, что когда п, и м. почти 
равны, это не происходит и не может произойти. „Гогда явление от- 
ображается второй формой; она указывает на биения, причем тон 
1|5 (п. -- п.) имеет интенсивность, изменяющуюся между 0 и 4с ча- 
стотой (п, —п\), равной разности частот начальных тонов. Господин 
Бозанке нашел, что: „а) критический интервал, при котором оба 
тона начинают быть слышными рядом с их биениями, или результи- 
рующей смещений, равен приблизительно двум комам во всем сред-. 
нем диапазоне гаммы, обычно применяемой в практической музыке; 
6) этот критический интервал, повидимому, не точно одинаков для 
всех ушей“. Однако, в обоих исследованных случаях сами биения 
были слышны с интервалом в одну, кому, а оба тона были совер- 
шенно ясны рядом с биениями и имёли интервал в три комы. „По 
мере увеличения интервала отдельные ноты все более и более 
преобладают, а биения уменьшаются по громкости и четкости, пока, 
наконец, по достижении определенного интервала, равняющегося 
приблизительно малой терции в середине музыкальной гаммы, биения 
практически исчезают, и остаются только оба тона“. 

Относительно второго вопроса — о силе, с которой должно зву- 
чать составляющее простое колебание, достаточно отличимое по 
высоте, для того чтобы восприниматься в качестве отдельного тона, 
имеется мало данных, да и то не вполне совпадающих. Согласно 
экспериментам Брандта и Гельмгольца ($ 130) закон Юнга об от- 
сутствии в некоторых” случаях отдельных компонент струны, возбуж- 
денной щипком, подтверждается. Наблюдения этого рода легко 
производить при помощи резонаторов; но для нашей настоящей 
цели применение резонаторов недопустимо, так как вопрос относится 
к поведению невооруженного уха. 

С другой стороны, А. Н. Мейер!) нашел, что звуки значительной 
интенсивности, если слушать их отдельно, могут быть полностью 
заглушены более низкими звуками достаточной силы. В некоторых 
опытах более низкий тон издавался открытой органной трубой, зву- 
чавшей непрерывно, а более высоким тоном был тон камертона, 
сильно возбуждаемого, а ‘затем свободно затухающего. Действие 
камертона можно было сделать прерывистым, двигая рукой в ту # 
другую сторону перед отверстием резонирующего ящика камертона. 
Результаты описаны в следующих словах: „Сначала, всякий раз, как 
‘отверстие ящика открыто, звук камертона отчетливо слышен и из- 
меняет тембр звука открытой трубы. Но по мере того как колебания 
камертона уменьшаются по амплитуде, воспринятие его действия ста- 


1) Мауег, РАЙ. Маг., том П, стр. 509, 1876. 
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новится все меньше и меньше, пока не исчезает полностью, так что 
нельзя заметить нй малейшего изменения в тембре или интенсивности 
звука органной трубы, независимо от того, открыт или закрыт резо- 
нирующий ящик камертона. Конечно, в этой стадии опыта колебания 
камертона могут быть внезапно и полностью остановлены без того, 
чтобы ухо способно было это обнаружить. Но если вместо прекра- 
щения колебаний камертона, когда он делается неслышимым, мы 
прекратим звучание органной трубы, то невозможно не удивиться 
сильному звуку камертона, который был заглушен и ослаблен откры- 
той трубой настолько, что потерял способность действовать на ухо“ - 

Но „никакой звук, даже если он очень интенсивен, не может 
уменьшить или уничтожить ощущение одновременно слышимого дру- 
гого звука более низкой частоты. Это было доказано опытами, 
подобными только что описанному, но отличавшимися тем, что более 
сильный звук был выше (а не ниже)`по тону. В этом случае, когда 
ухо определяет, что звук (более низкого и слабого) камертона толька 
что заглушен, обычно обнаруживалось путем прекращения более 
высокого звука, что камертон, который должен был производить. 
более низкий звук, перестал вибрировать. Нужно проделать этот 
удивительный опыт для того, чтобы оценить его. Я хочу только 
отметить, что было проведено очень много подобных экспериментов. 
в диапазоне, обнимающем четыре октавы с консонирующими и дис- 
сонирующими интервалами, ‘и что десятки различных слушателей 
подтверждали это открытие“. 

Эти результаты, которые нетрудно проверить!), представяяют 
серьезное исключение из универсального закона Ома и должны ока-’ 
зать серьезное влияние на другие неразрешенные вопросы, относя- 
щиеся к слуху. Следует отметить, что в опытах Мейера вопрос 
заключается не просто в том — можно ли слышать какой-нибудь 
частный тон как таковой. Более высокий звук, если он менее интен- 
сивен, вовсе не слышен. | 

На слышимость звука, даже изолированного, оказывает влияние 
степень усталости уха. Этот эффект особенно очевиден при приме- 
нении очень высоких тонов птичьего манка -(5`371). „Птичий ма- 
нок“ был смонтирован вместе с наполненным газовым мешком и водя- 
ным манометром, при помощи которых можно было сохранять по- 
стоянное давление в течение продолжительного времени. Если поме- 
стить ухо на небольшом расстоянии от инструмента, то сначала 
слышен неприятный звук, но по истечении короткого интервала вре- 
мени, обычно не более трех-четырех секунд, он ослабляется и совер- 
шенно исчезает. Достаточно очень короткого перерыва для хотя бы 
частичного восстановления слуха. Достаточно быстрое движение руки, 


1). Я обнаружил, что вместо ящика, привинченного к камертону, лучше 
пользоваться независимым резонатором, к отверстию которого определен- 
ным способом приближают или удаляют от него камертон. 
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экранирующей ухо в течение доли секунды, позволяет вновь услы- 
шать звук“!). 

Однако, хотя закон Ома имеет существенные ограничения, едва 
ли можно сомневаться, что ухо способно произвести грубое’ разло- 
жение сложного колебания на простые составляющие. Природа обычно 
встречающихся затруднений уже была указана (5$ 25, 26); однако 
здесь следует слелать несколько дальнейших замечаний. 

При разложении сложных Нот главным требованием является оп- 
ределенный контроль над вниманием, и Гельмгольц нашел, что музы- 
кально тренированное ухо не всегла имеет преимущебтво. Перед 
выслушиванием определенного тона необходимо, чтобы он звучал 
так, чтобы запоминался и оставался в памяти, но не чересчур громко, 
чтобы не ослабить напрасно чувствительности уха. Как правило, не- 
четные составляющие тоны — дуодецима, верхняя терция (децима). 
н т. д., — легче распознаются, нежели октавы. 

Возьмем, например, сначала тихо 5’ на рояли и, как только 
отпустим клавиш, заставим сильно звучать с. Тон 2", на котором 
должно все время сосредоточиваться внимание, можно теперь услы- 
шать как часть сложного тона с. Аналогичный опыт можно проде- 
лать с верхней терцией е”, и тонкое ухо может заметить небольшое 
понижение тона. Это является слелствием равномерно темперирован- 
ной настройки ($ 19) и ясно показывает, что явная пролонгация тона 
не является продуктом воображения. В современных роялях седьмой 
и девятый составляющие тоны часто слабы или совершенно отсутст- 
вуют, но в фисгармонии эти тоны обычно легко услышать. 

Еще лучше, если подлежащий выслушиванию тон сначала полу- 
чается, как гармоника, из самой струны с. Так, например, в случае 
дуодецимы, нажмите слегка клавиш, слегка касаясь в то же время 
струны на расстоянии одной трети ее длины, а затем, сняв палец, 
нажмите более сильно. Соответствующую точку на струне удобно 
найти, скользя медленно пальцем вдоль струны при непрерывном на- 
жатии клавиша. Когда достигается точка деления на целое число 
равных частей, то соответствующая гармоника звучит четко; иначе 
звук — слабый и глухой. Таким образом, Гельмгольцу удалось услы- 
шать обертоны тонких струн вплоть до шестнадцатого. Начиная от 
этой точки, они лежат близко друг к другу, чтобы их можно было 
легко различить. 

Гельмгольц особенно рекомендует некоторое дальнейшее видоизме- 
нение! этого метода. Вместо использования пальца к узловой точке 
прикасаются небольшой щеткой из верблюжьего волоса. Это позво- 
ляет произвольно изменять степень демпфирования и достигать по- 
степенного перехода от чистой гармоники, свободной от всякой при- 
меси компонент, не имеющих узла в данной точке прикосновения к 
етруне, к собственному тону струны. 


1) РАЙ. Маг. том ХИ, стр.. 344, 1882. 
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Не, именно, при помощи резонаторов легче всего услышать обер- 
тоны в первый момент. Для этой цели выбирают резонатор, настре®- 
енный, например, на 5’, а ухо помещают так, что оно сообщается 
< полостью резонатора. Когда звучит с либо на фортепиано, либо 
на фисгармонии, либо в человеческом голосе, обычно можно слышать 
тон 2’ весьма громко и четко. Правда, на многих фортепиано можне 
слышать тон ©’ в его гармонических унтертонах 2 или с так же 
тромко, как из самой струны 2’. Как только обертон услышан, во- 
мощь резонатора должна постепенно устраняться, что можно сделазь 
или отодвигая его от уха, или расстраивая его при помощи пре- 
пятствия (например пальца), удерживаемого вблизи отверстия ре- 
зонатора. . 

387. Если допустить, что ухо способно разлагать музыкальную 
ноту на составляющие, или частичные тоны, то отсюда почти необ- 
ходимо следует, что эти более элементарные ощущения соответствуют 
простым колебаниям. До тех пор, пока мы остаемся в рамках прин- 
ципа суперпозиции, это —тот вид разложения, который осущест- 
вляется в механических приспособлениях, — как, например, в резона- 
торах, — и все наиболее очевидные факты доказывают, что ухо разла- 
гает звук по таким же законам. Кроме того, априорные вероятности 
для этого случая, повидимому, дают указания в этом же направлении. 
Трудно предположить, что физиологические эффекты — электрической, 
химической или еще какой-нибудь неизвестной природы — создаются 
репосредственно прикосновением звуковых волк, представляющих 
просто периодическое изменение давления в жидкости. Теория слуха 
Гельмгольца основана на более естественном предположении, — что 
непосредственный эффект волн состоит в сообщении простого меха- 
нического колебания определенным внутренним вибраторам !), а не- 
равное возбуждение следует затем как вторичное явление. 

Предполагается, что способ действия — следующий. Когда про- 
<той тон достигает уха, то все части его, способные двигаться, ви- 
брируют синхронно с источником. Если имеется некоторая часть, 
приблизительно изолированная, собственный период которой почти 
совпадает с периодом звука, то колебания этой части значительно 
интенсивнее, чем они были бы в ином случае. Практически, мы мо- 
жем сказать, что эта часть системы отвечает только на тоны, высота 
которых лежит внутри некоторых узких пределов. Далее, предпола- 
гается, что с вибрирующими частями описанного вида связаны слухо- 
вые нервы, собственные частоты которых располагаются с небольши- 
ми интервалами между пределами слышимости таким образом, что 
когда вибрирует какая-нибудь часть, соответствующий нерв возбуж- 


1) Барабанная перепонка и прилегающие к ней части рассматриваются 
здесь как внешние по отношению к истинному слуховому механизму. Как 
бы ни была велика их роль, она скорее аналогична роли елуховой трубки 
или диска (мембраны) механического телефона. 


28 Рэлей 
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дается и передает восприятие мозгу. В случае простого тона возбуж- 
дается один (или, самое большее, сравнительно малое число) нервов 
из всей серии, и возбуждение этого нерва служит ближайшей при- 
чиной слышимости тона. 

В этом пункте возникает вопрос — не может ли один и тот же 
нерв возбуждаться более, чем одним колебанием? А рг1от такой 
случай вполне возможен, так как вибрирующие части могут быть 
восприимчивы более, чем к одной частоте колебания, а следовательно, 
иметь более чем один собственный период. Если бы мы предполо- 
жили, что собственные периоды любой вибрирующей части образуют 
гармоническую шкалу, так что один и тот же слуховой нерв воз- 
буждается как основным тоном, так и его октавой,‘то это предпо- 
ложение давало бы, конечно, готовое объяснение замечательному 
сходству октав и позволило бы уменьшить некоторые из трудностей, 
которые в настоящее время мешают признанию теории Гельмгольца, 
как полностью объясняющей явления слуха !). Как мы сейчас увидим, 
Гельмгольц допускал, или скорее утверждал, что если звуки силь- 
ны, то два первоначально простых колебания, как -е и с’, возбуждают 
в известных пределах один и тот же нерв; однако, он рассматривает 
это, как результат нарушения закона суперпозиции, вследствие чрез-. 
мерной силы колебаний. 

388. Очевидно, что теория Гельмгольца вполне естественно учи- 
тывает закон Ома, так же как и исключения из этого закона, в слу- 
чае, когда действуют два простых колебания приблизительно одина- 
ковой частоты. В последнем случае некоторые из внутренних вибра- 
торов находятся под влиянием обеих возмущающих причин и, сле- 
довательно, возбуждаются прерывисто, приводя к возникновению 
биений, когда период велик, и к ощущению неровности звука, когда 
биения становятся столь частыми, что нелегко воспринимаются раз- 
дельно. Но по мере увеличения интервала между обоими колебания- 
ми вскоре достигается положение, при переходе за пределы которого 
уже нет ни одного внутреннего вибратора, который бы одновремен- 
но заметно возбуждался под влиянием обоих возмущающих факто- 
ров, так что, начиная с этой точки и далее, возникающее ощуще- 
ние свободно от биений или шероховатости, или, по крайней мере, 
Должно быть таким согласно строгому толкованию закона. К этому 
пункту мы вернемся позже. 

Существенно важным элементом теории является величина интер- 
вала, на протяжении которогФ заметно отвечает отдельный внутрен- 
ний вибратор. Уже было указано (5 49), что величина этого интер- 
вала связана с числом свободных колебаний, которые может совер- 


1) Здесь напрашивается любопытный вопрос: что происходило бы в 
случае, если бы колебания, способные возбуждать один и тот же нерв, 
отклонялись заметно или значительно от гармонической шкалы. Следуя по 
этому пути, легко представить себе уши, от природы расстроенные по от- 
ношению к восприятию музыкальных соотношений. 
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шать вибрирующее тело. Так, если интервал между собственной 
частотой и частотой вынужденного колебания, необходимый для того, 
чтобы снизить резонанс до 1|165 от максимума, равен полутону, то 
это значит, что после 9,5 свободных колебаний интенсивность сни- 
зится до И первоначального значения, и то же самое для других 
интервалов. На основании рассмотрения эффектов трелей в музыке 
Гельмгольц заключает, что случай уха в некотором отношении соот- 
ветствует вышеописанному; он дает нижеприводимую таблицу, пока- 
зывающую получающееся в этом случае соотношение между раз- 
ностью свободной и вынужденной частот и интенсивностью резонан- 
са, измеряемого квадратом амплитуды колебания. 


Интенсив- Интенсив- 

и ое ность резо- Разность ность резо- 
нанса нанса 
00 100 0,6 7,2 
0,1 А 0,7 5,4 
0,2 41 0,8 4,2 

0,3 24 

0,4 15 0,9 3,3 
полутон 10 целый тон 2,7 


Хотя по теории Гельмгольца ощущение диссонанса причиняется 
прерывным возбуждением тех вибрирующих частей, которые нахо- 
дятся в диапазоне двух или более элементов звука, но не следует 
делать отсюда вывода, что число биений является достаточной“ 
мерой диссонанса. Напротив, обнаружено, что если число биений: 
сохранять постоянным, например 33 в се- 
кунду, то эффект биений все болыше и Высота [Частота раз- 
больше освобождается от шероховатости тона (п) | рывов (т) 
по мере того, как звуки делаются полнее, при ии 


соответствующем увеличении интервалов. 64 23,1 

Эксперименты А. М. Мейера!) распро- 128 36 
страняются на значительный диапазон ча- 256 62 
стот, причем они были проведены двумя ме- а т 
тодами. В первом методе звук, который ина- 5]2 108 
че представлял бы чистый тон, делается пре- 640 126 
рывистым, и степень прерывистости посте- 768 143 


‚ 1023 1709 
пенно повышается до той точки, при кото- 


рой эффект звука на слух снова становится 
ровным., Результаты приведены в нижепомещаемой таблице, где 
в пёрвом столбце приведена высота звука, а во втором — минимальное 


1894 Мауег, РАЙ. Маз, том ХЫХ, стр. 352, 1875; том ХХХУИ, стр. 259, 
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число разрывов в секунду, необходимое для того, чтобы исключить 
шероховатость. 

Теория прерывных колебаний уже была дана в $ 65а. Следует 
помнить, что по самой природе вещей прерывистое колебание не 
может быть простым. В нервом приближении можно предиоложить, 
что оно эквивалентно трем простым колебаниям с частотами й — т, 
п, п-т, а шероховатость, 
Необходи- | Наименьшие онущаемую ухом, можно рас-. 


Высота мые кенсонирую- сматривать, как создаваемую 
тона (п) | Аобавочные щие биениями этих трех тонов. 
1'| колебания | интервалы 


Мейер — экспериментировал 
также и с „наименьшими кон-` 
сонирующими интервалами меж- 
ду простыми тонами“, т. е. 
с интервалами, при которых 
шероховатость, создаваемая бие- 
ниями, только что исчезает; ин- 
тервалы здебь употребляются во 
множественном числе, потому что 
оказалось, что необходимый ин- 
тервал изменяется в различных 
частях гаммы. | | 

Различные наблюдатели схо- 
дятся весьма близко в отноше- 
нии точки, при которой исчезает 
шероховатость. 

Согласно теории прерывистых звуков следует ожидать, что для 
данной частоты т в первой серии опытов должно быть приблизи- 
тельно таким же, как (и,— п.) во второй серии; это достаточно 
хорошо подтверждается числами Мейера, по крайней мере в среднем 
диапазоне гаммы. 

389. Из степени затухания, определенной выше, следует, что 
собственная частота внутренних вибраторов, которые заметно отвечают 
на данный простой звук, охватывает почти целый тон, и может по- 
казаться удивительным, что мы в состоянии сравнивать с такой точ- 
ностью высоту музыкальных звуков, слышимых последовательно. 
Объяснение этого, пожалуй, в значительной степени зависит от сим- 
метрии эффектов по обе стороны от максимума. 

Поучительно будет сравнение с возможностями глаза в аналогич- 
ном случае. Устанавливая крест нитей в телескопе на центр симмет- 
ричной освещенной полосы, например на полосу интерференции, 
нашли, что ошибка не может превосходить !|100 ширины. Аналогич- 
ное точное определение центра области, возбужденной данной музы- 
кальной нотой, привело бы к оценке высоты тона с точностью око- 
ло 1|1000, ЧТО достаточно хорошо согласуется с требующими объяс- 
нения фактами. 


(1. — п, -|в полутонах 
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В свете того же принципа мы можем определить, насколько 
было бы ухудшено восприятие высоты тона при ограничении числа 
колебаний, совершенных за время звучания тона. Согласно опреде- 
лению Гельмгольца, уже приведенному выше (5 388), внутренние’ 
колебания, возбужденные и затем предоставленные самим себе, зоста- 
ются заметными в продолжение приблизительно 10 периодов. Число 
импульсов, необходимых для создания почти полного эффекта, имеет 
этот порядок величины. Если увеличить это число сверх 20 или 30, 
то дальнейшее усиление концентрации эффекта вблизи максимума 
будет невелико, а потому мало оснований ожидать большей точности 
в оценке высоты тона. 

Опыты в этой области были произведены Зеебеком !), Пфаунлле- 
ром 2), С. Экснером 3), Ауэрбахом 4) и Кольраушем 5), причем опыты 
последнего были наиболее обширны. Дуга окружности с вырезанным 
на ней ограниченным числом зубцов прикреплялась к маятнику, ко- 
торый можно было запускать при определенных условиях. При кача- 
нии зубцы задевали соответствующим образом удерживаемую играль- 
ную карту; создаваемый таким путем звук сравнивался со звуком от 
монохорда. Изменяя обычным способом длину струны, ее настраивали 
так, что ее тон был едва заметно выше или едва заметно ниже, чем 
звук, создаваемый картой, а интервал между обоими тонами, называемый 
характеристическим интервалом, определял точность, с которой мож- 
но было оценить высоту тона при данном полном числе колебаний. 
Наилучшие результаты получались только после значительной прак- 
тики и при полном отсутствии посторонних звуков. 

Шестнадцать зубцов, повидимому, определяли высоту тона с® 
всей возможной точностью, причем характеристический интервал 
(средний, полученный из ряда опытов) был в этом случае равен 
0,9922. Даже при 9 зубцах характеристический интервал составлял 
0,9903, показывая, что это малое число колезаний достаточно для 
определения высоты тона с точностью до 1/0. Однако, наиболее по- 
разительны результаты, полученные при очень малом количестве зуб- 
цов. Для трех зубцов характеристический интервал составлял 0,9799, 
а для двух зубцов 0,9714. 

Тот факт, что высота тона может быть определена со значитель- 
ной точностью такой малой последовательностью колебаний, иногда 
рассматривался как возражение против теории слуха Гельмгольца. 
Я не думаю, чтобы такое мнение имело какое-нибудь основание. 
‚ Затруднение, заключенное здесь, такого характера, что будет воз- 
ражением против любой другой теории, которая могла бы быть пред- 
ложена. 


1) Зеееск, Роге. Апп., том ШП, стр. 417, 1841. 

2) Р1аип ег, ел. Вег., том ГХХУ1, стр. 561, 1877. 
3) Ехпег, РИйчег5; Атсшо, том ХШ, стр. 228, 1876. 
*) Апеграср, \/еа. Апп., том УТ, стр. 591, 1879. 

5) Кошгаизсн, №4. Апп., том Х, стр. 1, 1880. 
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Повидимому, определению границ частоты в опытах Кольрауша 
сильно способствовала приближенная разрывность импульсов. В самом 
деле, вспомним, что рассматриваемые внутренние вибраторы — не толь- 
ко.такие, период которых располагается вблизи ‘интервала между 
ударами, но и такие, периоды которых представляют приближенно 
делители этого количества. Для вибраторов с частотой в октаву число 
импульсов практически удваивается, для дуодецимы утраивается 
и т. д.—точно так же, как в оптике разрешающая сила решетки 
с ограниченным числом линий увеличивается для спектров второго и 
высших порядков. 

Иногда колебания, ограниченные малым числом периодов, созда- 
ются отражением коротких звуков от решеток перил или ступенек. 
В Терлинге имеется лестница, приблизительно ступенек в 20, кото- 
рая отражает хлопок в ладоши в виде звука, напоминающего чири- 
кание воробья. Во всех таких случаях явление аналогично наблюдаю- 
щемуся в оптической решетке. 

390. Когда` два звука, приблизительно звучащих в унисон, на- 
кладываются друг на друга, то следует учитывать не только биения 
их первых составляющих, но также и биения обертонов. Биения ок- 
тав вдвое, а биения дуодецимы втрое чаще одновременных бие- 
ний, тоник. В некоторых случаях, особенно когда звук очень ни- 
зок, легко ошибиться, упустив биения тоник, лишь слабо действую- 
щих на слух. Если за биения тоник будут приняты биения ок- 
тав. то разность частот получится двойной против истинного : ее 
значения. 

Но только в случае нарушения консонансов, отличных от октавы, 
особенно чувствуется важное значение верхних составляющих, или 
обертонов. Возьмем, например, квинту с — 8. Третья составляющая’ 
с и вторая составляющая 2 совпадают в г. Если интервал точный, 
то биения отсутствуют; но если он несколько отклоняется от точ- 
ного отношения 3:2, то два прежде совпадающих тона разделяются 
и порождают биения. Частота биений получается непосредственно 
из самого способа их возникновения. Так, если нижняя нота откло- 
няется от первоначальной частоты на одно колебание в секунду, то 
ее третья составляющая изменяется на три колебания в секунду, и 
следовательно, частота биений равна трем биениям в секунду. Если 
же верхняя нота испытывает отклонение на одно колебание в секун- 
ду, в то время как нижняя нота остается без изменения, то частота 
биений равна 2. Это правило, очевидно, имеет общий характер. 
Если консонанс таков, что Й-тая составляющая нижней ноты совпа- 
дает с А-той гармоникой верхней ноты, то при изменении нижней 
ноты на одно колебание в секунду частота биений равна й, а при 
изменении верхней ноты на такое же число колебаний частота биений 
равна К. 

„Мы установили, что слышимые биения представляют биения та- 
ких составляющих тонов обеих слагаемых, которые почти совпадают. 
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Но не всегда легко, слушая несколько расстроенную квинту или ок- 
таву, ясно определить невооруженным ухом, какая из составляющих 
полного звука попеременно усиливается и ослабляется. Однако, ухо, 
привыкшее различать верхние составляющие тоны, будучи направлен- 
ным со вниманием на слушание общих (верхних) составляющих, о ко- 
торых идет речь, легко услышит сильные биения именно этих тонов 
и отличит непрерывное и ненарушенное звучание основных тонов. 
Заставьте звучать ноту с, прислушайтесь к ее верхней составляющей 
2', а затем заставьте звучать темперированную квинту 2; биения 2" 
будут явственно слышны. Нетренированному уху окажут большую по- 
мощь уже описанные резонаторы. Примените резонатор для &"', и 
указанные биения будут слышны весьма четко. С другой стороны, 
если применяется резонатор, настроенный на один из основных то- 
нов С или 4, то биения слышны значительно менее явственно, Так 
как при. этом усиливается непрерывная часть тона“ 1). 

Опыты подобного рода удобно производить с фисгармонией. 
Малые изменения высоты тона можно получить частичным (вместо 
полного) нажатием на клавиш, в результате чего звук делается 6б0- 
лее низким. Биения общего обертона легко слышны, если заставить 
звучать (темперированную) квинту; биения равномерно темперирован- 
ной терции несколько быстры. 

Фисгармония является подходящим инструментом также и для 
опытов, иллюстрирующих точную настройку. Звук какой-либо трубы 
можно понижать, нагружая свободный конец язычка кусочком воска, 
и повышать легким спиливанием в этом же месте. Легко, особенно 
при помощи резонаторов, точно настроить аккорды с’— е' — =’, 
Г — а'— с", консонанс которых тогда будет выгодно контрастиро- 
вать с неизменным темперированным аккордом 2—65' — 4”. Под- 
робное рассмотрение вопросов темперирования и точного звучания 
выходит за рамки настоящей работы. Подробности. можно найти в 
английском издании книги Гельмгольца (с поимечаниями Эллиса) и в 
труде `.Бозанке. 

Согласно теории Гельмгольца обычные консонирующие интервалы 
определяются, главным образом, биениями верхних составляющих, 
всякое отклонение от которых обнаруживается благодаря биениям 
прёжде совпадавших обертонов. Но даже если оба тона настроены 
точно, различные консонансы различаются по степени вследствие на- 
рушений, могущих возникнуть от слишком близких друг к другу 
обертонов. 

Унисон, октаву, дуодециму, двойную октаву и т. д. можно рас- 
сматривать как абсолютные консонансы, в которых вторая компонента 
не вносит новых элементов, а только усиливает часть первой. 

Остальные консонирующие интервалы, — такие, как квинта и боль- 
шая терция, несколько нарушаются благодаря близкому их соседству 


——————————=——_ 


$ НемноН2, бепзаНопз о} Топе, 2-е изд., стр. 181. 
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с другими консонирующими интервалами. Например, в случае точно 
настроенной квинты с частотами, представляемыми числами Зи’ 2, 
имеется совпадение между второй гармоникой верхней ноты и третьей 
гармоникой нижней, но составляющие, образующие кварту, с частотой 
3-3 —=9 и 4.2—=8, находятся в пределах интервала полного тона 
друг с другом и, следовательно, достаточно близки, чтобы вызвать 
возмущение. Аналогичным образом можно считать, что большая тер- 
ция нарушается соседством с квартой и точно так же в случае дру- 
гих интервалов. 

Важность этих нарушений, а следовательно, и порядок, в котором рас- 
полагаются интервалы по степени консонанса, изменяются с изменением 
тембра звуков. В качестве примера, в котором присутствуют обертоны 
значительной силы, Гельмгольц, определил степень консонанса различных 
интервалов скрипки и представил результаты в форме кривой 1). 

391. Применимость принципа суперпозиции (5 83), принимаемого 
в обычных акустических рассуждениях, зависит от допущения, что рас- 
сматриваемые колебания бесконечно малы или во всяком случае подоб- 
ны по характеру бесконечно малым колебаниям; только при этом 
предположении закон Ома находит непосредственное применение. Одно 
явное исключение из этого закона было известно давно. Это — ком- 
бинационные тоны, открытые Зорге и Тартини в прошлом [ХУ сто- 
летии. Если заставить одновременно сильно звучать два тона с интер- 
валом, например в болыпую терцию, то будет слышен в добавление 
к двум звукам еще один низкий звук. В указанном частном случае, 


| 


Относительная частота 
Производя- | Комбинаци- | —— 
щие тоны | онный тон производя- | комбинаци- 

щие тоны ОННЫыЙ ТОН 


:3 
:4 
5 
6 
7 
5 
7 
8 


9 в> БЕ = на на + 


2 
3: 
4: 
5: 
6: 
Э: 
5 
5 


когда первичные, или производящие, как их удобно назвать, звуки мо- 
гут быть представлены числами 4 и 5, комбинационный тон мредстав- 
ляется единицей, будучи таким образом на две октавы ниже, чем низ- 
ший из производяцвих тонов. 

В вышеприведенном примере новый тон имеет период цикяа про- 
изводящих тонов; однако, Гельмгольц нашел, что это правило во 


‘1) Не|пной, 5епзайоп$ о} Гопе, стр. 193. 
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многих случаях нарушается. В приводимой на стр. 440 таблице '). 
сведены его результаты, полученные при помощи камертонов. 

В последних трех случаях период слышимых тонов не совпадал 
с полным циклом, но их частоты равны разностям частот производя- 
щих тонов. В силу этого правила, которое оказалось применимым во 
всех случаях 2), рассматриваемые комбинационные тоны называются раз- 
ностными тонами. 

По Гельмгольцу для четкой слышимости комбинационных тонов 
необходимо, чтобы производящие тоны были сильны. Сейчас мы уви- 
дим, что это утверждение было оспорено. „Их легче всего услышать, 
если два производящих тона отделены друг от друга интервалом, 
меньшим октавы, так как в этом случае разностный тон ниже, чем 
каждый из‘двух производящих. Для того чтобы услышать его в пер- 
вый раз, выберите два тона, которые можно заставить звучать с боль- 
ной ‘силой в течение некоторого времени и которые образуют точ- 
ный гармонический интервал. Сначала заставьте звучать более низкий 
тбн, а затем — более высокий. При достаточно напряженном внимании 
в момент возбуждения более высокого тона будет слышен слабый низкий 
тон; ‘это и есть искомый комбинационный тон. Для некоторых инстру- 
ментов, как например фисгармонии, комбинационный тон можно сде- 
лать более слышным при помощи резонаторов, настроенных соответ- 
ствующим образом. В этом случае тоны образуются в воздухе, содер- 
жащемся внутри инструмента. Но в других случаях, когда эти тоны 
генерируются только внутри уха, резонаторы приносят мало пользы“3). 

Опираясь на некоторые наблюдения Бозанке и Прейера, некото- 
рые авторы выражали сомнения в правильности утверждения Гельм- 
гольца, что комбинационные тоны могут существовать вне уха; доволь- 
но странно, что эти сомнения разделялись Эллисом. Этот вопрос име- 
ет важное значение для теории комбинационных тонов; он был ис- 
следован недавно Рюккером и Эдсером *), применявшими приборы, со- 
вершенно независящие от уха. Они приходят к заключению, что „Гельм- 
гольц был прав, утверждая, что сирена, создает два объективных 
тона, частоты которых соответственно равны сумме и разности частот 
основных тонов“. Мои собственные наблюдения производились с фис- 
гёрмонией и привели меня к тому, что я отказываюсь понимать, ка- 
ким образом возможны здесь два мнения. Резонатор удерживается так, 
что отверстие его расположено насколько возможно близко к трубам, 
издающим производящие тоны и настраивается или расстраивается по 
отношению к разностному тону легкими движениями пальца; если на- 
стройка хороша, то разностный тон выдаетсЯ со значительной силой, 
но легкая расстройка (вероятно, порядка полутона) приводит его почти 
к молчанию. В некоторых случаях, например, когда интервал между 


1) Неппо[{7, ВегИт. Мопайёег., 1856. 


2) Это, однако, оспаривается другими авторами 
3) Нейтво!2, Зел5аНоп$ о} Гопе, стр. 153. 
“) Вискег а. Едзег, РАЙ. Маг., том ХХХХ, стр. 357, 1895. 
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производящими тонами составляет (темперированную) квинту, слышны 
биения разностного тона. 

Последнее наблюдение доказывает, что в некоторых случаях суще- 
ствуют два разностных тона приблизительно одинаковой частоты. Гельм- 
гольц находит объяснение этого в сложной природе звуков. Так, 
в случае квинты, выражаемой числами 2 и 3, мы должны рассматри- 
вать не только тоники, но и обертоны. 2 Ж2, ЗЖ 2 ит. д., 2 ЖЗ, 
3.3 ит. д. Соответственно этому разностный тон 1 может быть 
получен из 2 ЖХ2==4 и $3, так же как из 3 и 2, атак как составля- 
ющий тон, образующий октаву, обыкновенно интенсивен, то как один, 
так и другой источники разностнойо тона могут быть одинаково важ- 
ными. Но если мы подставим большую терцию 9:4 вместо квинты, то 
мы получим второй разностный тон 1, только дойдя до четвертой гар- 
моники 16 нижнего тона и третьей 15 — верхнего тона, а эти составля- 
ющие обычно слишком слабы, чтобы производить большой эффект. 

Для исследования частоты биений вернемся к случаю квинты, пред- 
полагая, что она расстроена так, что частоть равны 200 и 301: Раз- 
ностный тон, образуемый тониками, равен 301 — 200 —=101,`а раз- 
ностный тон, создаваемый октавой, есть 


2х 200 — 301 —=99; 


эти разностные тоны, звучащие одновременно, дадут биения с часто- 
той 2. Легко заметить, что это — такое же число биений, какое соз- 
дается общим обертоном, именно 2 Х 301 —3ЖХ 200; но в то время 
как последние биения имеют тон 600, биения комбинационного то- 
на происходят при частоте 100. 

392. Согласно взглядам прежних теоретиков — Хладни, Лагранжа, 
Юнга и т. д. — объяснение разностного тона не представляло осо- 
бенных затруднений. Поскольку производящие тоны различаются по 
частоте, биения учащаются и в конце концов становятся слишком час- 
тыми, чтобы быть воспринятыми как таковые, переходя в разностный 
тон, частота которого совпадает с частотой биений. Этот взгляд на 
существо дела, который получил одобрение многих авторов, был от- 
брошен Гельмгольцем как несовместимый с законом Ома; Гельмгольц 
разработал иную теорию, по которой выходило, что нарушается не 
закон Ома, а принцип суперпозиции. 

Вычисления Гельмгольца для эффекта отсутствия симметрии вос- 
<станавливающих сил в случае, когда колебания системы нельзя рассма- 
тривать как бесконечно малые, уже были приведены ($ 68). Оказы- 
вается, что в дополнение к членам, содержащим ре, 4Е, к соответству- 
ющим генерирующим силам необходимо добавить другие члены второго 
порядка по 2рё, 246 (р--а)Ё (р—9)Ё последний из них пред- 
ставляет собой разностный тон. Это объяснение, как заметил Гер- 
манн !), связано с допущенным отсутствием симметрии. Если мы пред- 


1) Негтапа, РИЙзег$ Агсшо, том ХШХ, стр. 507, 1891. 
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положим, как в $ 67, что восстанавливающая сила пропорциональна 
частично первой степени, а частично — кубу смещения, то мы не по- 
лучим члена, содержащего (р — 9)1, но вместо него получим члены 
третьего порядка, содержащие (Ж — 4), (24 —р)Е ит. д. Прак- 
тическое значение этого возражения, однако, невелико, так как нару- 
шение симметрии происходит почти всегда. Достаточно указать, в ка- 
честве примера, на все важные случаи колебаний воздуха. Будем ли 
мы рассматривать бегущие волны, исходящие из источника, или стоя- 
чие волны резонатора — всегда мы будем иметь существенное нару- 
шение симметрии между сгущением и разрежением, и образование в из- 
вестной мере октав и комбинационных тонов является математической 
необходимостью. 

Возникновение внешних, или объективных, комбинационных тонов 
требует одновременного наличия производящих тонов в том месте, где 
‚они ‘сильны 1). Это обычно бывает только в тех случаях, когда возни- 
кающие звуки расположены очень близко друг к другу, как в полифо- 
нической (двойной) сирене и в фисгармонии. В этих случаях условия 
исключительно благоприятны, так как ограниченная масса воздуха 
внутри инструмента по необходимости подвергается сильному воздей- 
ствию обоих тонов. Если порождающими звук источниками являются 
две органные трубы, то, хотя они и стоят достаточно близко друг 
к другу, разностный тон не усиливается заметно резонатором, откуда 
мы можем заключить, что вне уха существует лишь незначительная 
его часть... 

До сих пор мы еще ничего не сказали о суммовом тоне, соот- 
ветствующем члену, содержащему (р Г 4) #. Существование этого тона 
было доказано Гельмгольцем теоретически; и впоследствии ему уда- 
лось услышать его не только в звуках сирены и фисгармонии, где 
он существует объективно и усиливается резонаторами, но также 
и в звуках камертонов и органных труб. Гельмгольц рассказывает 
также об одном опыте, в котором он заставлял мембрану колебаться 
в ответ на суммовой тон; аналогичные эксперименты были недавно вы- 
полнены с успехом Рюккером и Эдсером (1ос. сй). 

Тем не менее, следует допустить, что услышать суммовные тоны 
исключительно трудно. Германн (10с. сй.) утверждает, что он не может 
ни сам услышать их, ни найти кого-либо, кто был бы в состоянии их 
услышать; он считает эту трудность серьезным возражением против 
теории Гельмгольца, согласно которой суммовой и разностный тоны 
должны быть приблизительно одинаково интенсивны. 

Возражение другого рода выставил Кениг ?).. Он замечает, что 
если даже существует тон с частотой суммового тона, то в действи- 
тельности он может быть разностным тоном, полученным из высших 


1) Оценки сгущения ($ 384) для едва слышимых звуков делают весьма 
невероятным предположение, что принцип суперпозиции может оказаться 
неприменимым к звукам такого порядка величины. 

2) Коп!е, Рорг. Апп., том 157, стр. 177, 1876. 
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сеставляющих тонов производящих. С точки зрения арифметики та- 
кой аргумент оспорить нельзя; в самом деле, если р и 4 соизмеримы, 
те всегда возможно найти целые числа Ййи КЁ такие, что 


Р--Ч==йр — #4. 


Однако, это объяснение допустимо только, когда й и Е иалые це- 
лые числа. 

Мне кажется, что сравнительная трудность услышать суммовые 
томы в значительной мере, если не полностью, объясняется ‘наблюде-. 
ниями Мейера (5 386). Эти тоны необходимо имеют более высокую 
частоту, чем производящие тоны, а потому они могут быть вюдавлены 
и стать неслышными. С другой стороны, разностный тон, будучи 
обычно ниже,‘и часто значительно ниже, каждого из производящих 
тонов, обладает способностью быть слышным, несмотря на звучание 
нроизводящих тонов. Но даже и в отношении разностных тонов уже 
Гельмгольц заметил, что их труднее слышать, если они не составляют на- 
иболее низкого элемента звука благодаря тому, что интервал между 
производящими превосходит октаву, 

393. Во многих случаях, когда слышны разностные тоны, не уси- 
ливаемые резонаторами, для того чтобы сохранить теорию Гельмгольца, 
необходимо предположить, что разностные тоны имеют источником вибри- 
рующие части внешнего уха, — барабанную перепонку и связанные с ней 
части. Гельмгольц считает, что строение этих частей настолько весим- 
метрично, что в таком предположении нет ничего искусственного. Оче- 
видно, однако, что такое объяснение допустимо только в случае, когда 
нроизводящие звуки громки, т.е. мощны в момент, когда они достигают 
уха. Но противники взглядов Гельмгольца, в лице Германна, считают, 
что это условие вовсе не необходимо для восприятия разностных тонов. 
Здесь мы упираемся в факты, удовлетворительное разъяснение которых 
требует лучших опытов, — преимущественно количественных, — чем 
все те, которые выполнены до сих пор. Мой собственный опыт скорее 
склоняется в пользу взглядов Гельмгольца, что необходимы громкие 
производящие звуки. В некоторых опытах в закрытые органные тру- 
бы 4", е"" вдувался постоянный поток воздуха, причем трубы были 
настроены так, что разностный тон создавал медленные биения с элек- 
трически возбуждаемым камертоном частоты 128, смонтированным вместе 
с резонатором той же частоты. Когда ухо подставлялось вблизи от- 
‚ верстий труб, то разностный тон был таким громким, что требова- 
лась полная интенсивность камертона для того, чтобы создать воз- 
можно более четкие биения. Эти биения можно было сделать столь 
медленными, что можно было наблюдать мгновенное исчезновение низ- 
кого звука, если интенсивности подобраны правильно, чтобы допус- 
тить достаточно точное наблюдение. Мри этом положении оба тона 
с частотой 128, один — разностный, а другой — тон, извлекаемый 
изжамертона, были одинаково интенсивны в момент прихода к наб- 
людагелю; при удалении уха так, чтобы оба звука ослаблялиеь с рассто- 
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янием, казалось, что комбинационный тон спадал быстрее, чем обык- 
новенный тон Камертона. Возможно было бы произвести опыт подобноее 
рода, который дал бы решительный ответ на вопрос о том, является 
ли комбинационный тон действительно эффектом второго порядка 
или нет. 

При отсутствии решающих опытов мы должны пфпытаться взве- 
сить априорные вероятности в данном вопросе. Согласно взглядам 
прежних теоретиков, защищавшихся Кенигом, Германном и другими 
критиками Гельмгольца, биения производящих тонов с их поперемен- 
ными пучностями и паузами переходят в разностный тон той же ча- 
стоты без того- нарушения суперпозиции, к которому прибегал 
Гельмгольц. Критики идут дальше и утверждают, что ухо способне 
воспринимать в качестве тона любую периодичность в известных преде- 
лах частот 1). 

Как ни вероятно это построение с известных точек зрения, но бо- 
лее детальное исследование’ покажет, я думаю, что оно изобилует 
трудностями. Среди этих трудностей есть и двусмысленность, о кото- 
рой говорилось в 5 12, в вопросе о том, чТо именно следует точно 
подразумевать под периодом. Периодичность с частотой 128 есть также 
периодичность с частотой 64. Должен ли последний тон быть также 
‚хорошо слышным, как первый? Поскольку дело касается теории, закон 
Ома удовлетворительно отвечает на такие вопросы. Опыт может за- 
ставить нас оставить этот закон, но полезно помнить, что нет ничего, 
что могло бы занять его место. Далее, рассматривая частные случаи, 
нетрудно доказать, что формулированная выше общая теория не мо- 
жет быть истинной. Возьмем вышеупомянутый пример, когда две орган- 
ные трубы дают разностный тон с частотой 128. Здесь имеется перио- 
дичность с частотой 128, и соответствующий тон слышен 2). До сих 
пор все хорошо. Но опыт доказывает также, что стоит только наложить 
на этот тон другой тон с частотой 128, извлекаемый из камертона, 
для того чтобы нейтрализовать комбинационный трон и заставить его 
замолчать. Периодичность с частотой 128 остается с еще большей 
четкостью, чем прежде, но соответствующий тон Не слышен. 

Я думаю, что в дискуссиях по этому поводу часто упускают из 
виду, что разностный тон представляет собою не просто ощущение, 
но содержит колебание с определенной амплитудой и фазой. Сразу 
же возникает вопрос: как определяется фаза? Казалось бы, естествен- 
но предположить, что максимум биений соответствует тому или дру- 
гому крайнему смещению в разности тона, но обсуждаемые принципы, 
повидимому, не дают никаких оснований для выбора в этой альтер- 
нативе. Далее, как определяется амплитуда? Конечно, тон исчезает 
с исчезновением каждого из производящих тонов. Отсюда, казалось 


1) Негтапп, 10. сН., стр. 514. 
2) Строго говоря, периодичность неполная, если р и 4 не являются крат- 
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бы, следует, что амплитуда разностного тона должна быть пропорцио- 
нальна произведению амплитуд производящих тонов, точно так же, 
как в теории Гельмгольца. Если так, то мы возвращаемся к разност- 
ным тонам второго порядка, а приписываемая им легкая слышимость 
при слабых производящих тонах уже не является возражением ни 
против одной теории, ни против другой. 

Кениг и Мейер сделали наблюдение, имеющее большой интерес 
само по себе и способное, быть может, оказать влияние на обсуждае- 
мый нами вопрос !). Экспериментируя как с камертонами, так ис 
птичьими манками, они нашли, что слышные разностные тоны могут 
порождаться тонами, частота которых настолько высока, что порознь 
они не слышны. Этому, вероятно, можно дать не одно объяснение, 
однако, переход от неслышного биения к слышному разностному тону 
кажется легче объяснимым на базе теории Гельмгольца. 

В целом эта теория, повидимому, дает наилучшее объяснение 
рассмотренных до сих пор фактов, но она предполагает большую 
свободу отклонения от суперпозиции колебаний внутри уха, чем можно 
было ожидать. 

394. В $ 390 мы видели, что в случае обычных сложных звуков, 
содержащих хорошо развитые верхние составляющие, признанные консо- 
нирующие интервалы отличаются от соседних интервалов хорошо 
заметными явлениями, которым нетрудно было дать удовлетворитель- 
ное толкование. Теперь мы должны рассмотреть более трудный во- 
прос о консонансе между чистыми тонами; мы встретимся здесь со 
значительнь^.и различиями в мнениях не только по части теоретиче- 
ких объяснений, но и в отношении данных наблюдения. И здесь, как 
в других местах книги, удобно будет начать с изложения взглядов 
Гельмгольца 2), согласно которым биения таких расстроенных консо- 
нансов вызываются комбинационными тонами. 

„Если не принимать во внимание комбинационных тонов, то два 
простых тона — такие, как тоны камертонов, или закрытых органных 
ъруб, — не могли бы вызвать биений, если только они не весьма 
близки по частоте, а такие биения сильны, когда интервал их равен 
малой или большой секунде, но слабы для терции, и тогда их можно 
заметить только в нижних регистрах гаммы, причем четкость их по- 
степенно ослабевает по мере увеличения интервала, не обнаруживая 
каких-либо отличий для самих гармонических интервалов. При ббльших 
интервалах между двумя простыми тонами никаких биений не было 
бы вообще, если бы не было верхних составляющих или комбинацион- 
ных тонов, и следовательно, консонирующие интервалы. ..никак нель- 
зя было бы отличить от соседних интервалов; не было бы, в самом 
деле, никакого различия между хорошо консонирующими и абсолютно 
диссонирующими интервалами. 


й) Мауег, Юер. ВИ. А5з., стр. 573, 1894. 
2) Приписываемых ему Гельстремом (НаИ$бт) и Шайблером. 
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„Но, как известно, такие большие интервалы простых тонов соз- 
дают биения, хотя и намного более слабые, чем рассмотренные до- 
сих пор, так что даже для таких тонов имеется различие между консонан- 
сами и диссонансами, хотя оно значительно более несовершенно, чем 
различие для сложных тонов“ 1). 

Опыты на эту тему трудно выполнить удовлетворительно. Во-пер- 
вых, не легко получить простые тоны. В качестве источников обычно 
прибегали к закрытым органным трубам или к камертонам, однако, 
необходимо принимать много предосторожностей. От свободных ножек 
колеблющегося,камертона обычно можно слышать много обертонов ?). 
Далее, если применять камертон по способу музыкантов — упирая его: 
подставкой в резонирующую доску, то октава громка и часто пре- 
обладает 3). Найлучший способ — это держать свободные ножки над. 
соответственно настроенным резонатором. Но даже и в этом случае 
мы не можем быть уверены, что получаемый таким образом громкий 
звук абсолютно свободен от октавы. 

В случае октавы достаточен разностный тон, уже рассмотренный 
выше. „Если нижний тон дает 100 колебаний в секунду, между тем 
как несовершенная октава дает 201, то первый разностный тон дает 
201 — 100 —101 и, следовательно, почти совпадает с нижним тоном, 
дающим 100 колебаний, вызывая одно биение через каждые 100’ 
колебаний. Нетрудно услышать эти биения, и таким образом можно. 
легко отличить несовершенные октавы от совершенных даже для про- 
стых тонов — при помощи биений, создаваемых первыми“. 

Частота биений — такая же, как если бы они создавались оберто- 
нами; однако, есть важное различие между обоими случаями, отмечен- 
ное Эллисом, хотя оно едва ли вообще замечено Гельмгольцем. В 
последнем случае биения будут воздействовать на октаву, между тем 
как, согласно вышеописанной теории, биения относятся к нижнему 
тону. Бозанке, Кениг и другие соглашались, что в этом отношении 
теория подтверждается. 

Далее, если биения создаются комбинационными тонами, то они 
должны стремиться исчезнуть по мере замирания звуков. Опыт очень 
легко провести с камертонами, и, согласно моим наблюдениям, факты 
согласуются с этим положением. При значительном ослаблении звуков 
расстройку не удается заметить. 


1) бепзаНоп$ о} Топе, стр. 199. 

2) Эксперименты Кенига показали, что имеет место особенно в случае 
тонких ножек. Кбп!е, Ие4. Апп., том МУ, стр. 373, 1881. 

3) Основной тон может даже совершенно исчезнуть. Если в нормаль- 
ном положении ножки камертона сближены болыше всего внизу, ТО движе- 
ние, направленное наружу во время колебания, понизит центр инерции при 
неподвижной подставке, но если ножки сближены более всего вверху, то 
может произойти обратное. Должна быть какая-то промежуточная конструк- 
ция, для которой центр инерции будет оставаться в покое во время коле- 
баний. В этом случае звук от резонансной доски будет второго порядка и 
подавляется основным тоном. 
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„Для квинты первый порядок разностных тонов уже недостаточен. 
Возьмем неточную квинту с отношением 200:301; тогда разностный 
тон первого порядка дает 101, что очень далеко от частот основных 
тонов, чтобы создать биения. Но этот тон образует неточную октаву 
< тоном`200, а, как мы только что видели, в этом случае наступают 
биения. Здесь они создаются разностным тоном 99, получающимся 
из тонов 101 и 200, и этот тон 99 дает два биения в секунду с 
тоном 101. Теперь эти биения служат для отличия неточной квинты 
‚от точной даже в случае двух простых тонов. Таким образом, число 
таких биений совпадает с числом биений, создаваемых верхними со- 
<тавляющими тонами. Но для того, чтобы заметить эти биения, оба 
основных тона должны быть громкими, и ухо не должно отвлекаться 
никаким посторонним шумом. При благоприятных обстоятельствах, 
однако, их нетрудно услышать“. 

Важно внести ясность в вонрос о порядке величины рассмотренных 
различных разностных тонов. Если первичные тоны с частотами, обо- 
значаемыми р и 4, имеют соответственно амплитуды е и }— величины 
первого порядка, — то ($ 68) первые разностные и суммовые тоны 
имеют частоты, соответствующие 


2р, 24, Р-Е9, р 4, 


‚и имеют второй порядок относительное и Х. Полное исследование 
вторых разностных тонов требует сохранения еще члена Виз ($ 67) 
в выражении для восстанавливающей силы. Отсюда возникнут члены 
третьего порядка пое и] с частотами, соответствующими 


Зр, 2-4, р-Е 24, 34 1); 


кроме того, имеются еще другие члены с такими же частотами и тем 
же порядком величины, независимые от В и возникающие при полном 
разложении до третьего порядка величины аи?. В случае расстроен- 
ной квинты, приведенном выше, биения происходят между тоном 
2а—р==99, представляющим величину третьего порядка, и тоном 
р— а== 191 второго порядка. Приведенная выдержка из Гельмгольца 
относится к последним упомянутым членам, не зависящим от В. 

Биения расстроенной кварты или большой терции зависят от 
разностных тонов еще более высокого порядка величины и согласно 
наблюдениям Гельмгольца они едва слышны, если вообще слышны, 
даже когда первичные тоны сидьны. В этом нет ничего неожиданного; 
трудно понять скорее то, почему биения расстроенной квинты заметны 
и почему биения расстроенной октавы так легко слышать. 

Если одновременнб”звучат более чем два простых тона, то возни- 
кают новые условия. „Мы видели, что октавы точно ограничены, даже 
для простых тонов, биениями первого разностного тона с нижним пер- 
вичным тоном. Предположим теперь, что октава была настроена точно 


1) Возапаиеь РИЙ. Мас, том ХТ, стр. 497, 1881. 
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и что затем был наложен третий тон, настроенный на квинту. Тогда, 
если квинта неточна, возникнут биения с первым разностным тоном. 

„Пусть тоны, образующие точную октаву, имеют частоты 200 и 
400, и пусть частота неточной квинты есть 301. Разностные тоны суть: 


400 — 301 = 99 
301 — 200 = 101 


Число биений 2 


„Эти биения квинты, расположенной между двумя октавами, слыш- 
ны значительно лучше, чем биения одной квинты без своей октавы. 
Последние зависят от слабых разностных тонов второго порядка, а 
первые — от разностных тонов первого порядка. Отсюда Шайблер 
несколько времени тому назад вывел правила настройки камертонов: 
сначала надо настроить два камертона точно на октаву, а затем за- 
ставить их звучать одновременно, вместе с квинтой — для того, что- 
бы настроить последнюю. Если и квинта и октава обе вполне точны, 
то они дают вместе также точную кварту. 

„Аналогичное положение получается, когда два простых тона на- 
строены‘ на точную квинту, и мы добавляем между ними новый тон, 
составляющий большую терцию с нижним. Пусть точная квинта 
имеет частоту 400 и 600. Вставляя неточную большую терцию с 
числом колебаний 501 вместо 500,`’получим разностные тоны: 


600 —501 = 99 
501 — 400 — 101 


Число биений 2“ 


395. В теории неточных консонансов Гельмгольца слышимые 
циклы рассматриваются как подъем и падение интенсивности одной 
или более составляющих звука, независимо от того, имеются ли они 
с самого начала или образуются путем трансформации, — применяя 
выражение Бозанке, — в передающем механизме уха. Согласно закону 
Ома, такие изменения интенсивности являются единственным явлением, 
которое могло бы быть слышным, так как считается, что относитель- 
ные фазы составляющих (предполагая, что они достаточно далеки 
друг от друга по частоте) безразличны. 

Этот вопрос о независимости фазовых соотношений исследовался 
Гельмгольцем в связи с его иеследованиями гласных звуков ($ 397). 
Можно сделать так, чтобы различные камертоны, приводимые в дей- 
ствие электрически от одного и того же прерывателя ($ 64), из- 
давали тонику, октаву, дуодециму и т. д. сложного тона, и можно 
было бы регулировать интенсивности и фазы составляющих путем не- 
больших изменений основного (собственного) тона камертонов и свя- 
занных с ‘ими резонаторов. 

По наблюдениям Гельмгольца изменения фазы не оказывали за- 
метного влияния на тембр сложного звука. 


29 Рэлей 
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Однако, очевидно, что вопрос о действии на ухо изменения фазо- 
вых соотношений различных составляющих звука, если такое дейст- 
вие существует, может быть с большим успехом изучен методом 
слегка расстроенных консонансов. Если, „например, интервал в октаву 
между двумя чистыми тонами очень мало расстроен, то действие его 
на ухо в любой данный момент будет равно действию точного интер- 
вала с известным соотношением фаз, но после истечения короткого 
времени фазовые соотношения изменятся и будут принимать пооче- 
редно все возможные значения. Следовательно, слышимость цикла 
является критерием в вопросе о том, воспринимает ли ухо или нет 
фазовые соотношения; отмеченные самим Гельмгольцем результаты, 
которые легко повторить, показали, что в известном смысле ответ 
должен быть положительным. В противном случае не были бы слыш- 
ны биения неточной октавы. Объяснение посредством комбинацион- 
ных тонов не изменяет того факта, что ухо воспринимает фазовое 
соотношение двух первоначально простых тонов, по крайней, мере, 
когда они умеренно громки 1). 

По наблюдениям лорда Кельвина?) „биения неточных гармониче- 
ских интервалов“, иных, чем октава и квинта, не так трудно услы- 
шать, как это предполагал Гельмгольц. Применявшиеся камертоны 
были смонтированы на резонаторах ящичного типа, и, конечно, ' 
можно было бы возразить, что звуки, проводившиеся по подставке, 
не были полностью очищены от компонент, составляющих с ними 
октаву. Но это заключение едва ли окажет влияние на результат в 
каком-либо из упомянутых случаев. Оказалось, что при приближении 
к каждому из гармонических интервалов 2:3, 3:4, 4:5, 5:6, 6:7, 
7:8, 1:3, 3:95 можно было явственно слышать биения и что все они 
„удовлетворяли тому условию, что в качестве периода имели пол- 
ный период неточности, а не какой-нибудь делитель этого пери- 
ода“, —то же самое правило, которое имеет место, если биения 
создаются почти совпадающими обертонами. Что касается необходи- 
мости громких звуков, то Кельвин нашел, что биения неточно на- 
строенных аккордов 3:4:5 были иногда последними слышимыми 
звуками во время замирания колебаний камертонов, если случайно- 
интенсивности трех тонов аккорда имели к концу соответствующие 
пропорции. 

Последнее наблюдение трудно, конечно, примирить с теорией, 
которая приписывает биения комбинационным тонам. Но, с другой 
стороны, можно заметить, что сравнительно легкая слышимость бие- 
ний расстроенной октавы и \;расстроенного аккорда, состоящего из 
трех тонов (3:4:5), которая зависела бы от первого разностного 
тона, находится в хорошем согласии с этой теорией и, повидимому, 
не объяснена никакой другой теорией. 


1) Кбп!о, У{еа. Апп., том ХУ, стр. 375, 1881. 
2) Кемп, Ргос. Юоу. $0ос. Ещт., том 1Х, стр. 602, 1878. 
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396. Труднее всего, однако, согласовать с теорией Гельмгольца 
наблюдения, описанные Кенигом !), который находит тоны, описыва- 
емые как биения, не входящие в состав комбинационных тонов; эти 
наблюдения, принадлежащие столь искусному и столь хорошо воору- 
женному исследователю, должны иметь большой вес. Основные за- 
‘ключения подытожены Эллисом 2) в таком виде. „Если два простые 
тона, называемые производящими, и различающиеся по высоте либо 
очень мало, либо очень сильно, заставить звучать вместе, то число 
колебаний более высокого тона необходимо лежит между двумя крат- 
ными числами колебаний более низкого тона, одним меньшим и дру- 
гим — болыцим, чем Число колебаний верхнего тона, и разности 
‘между.этими кратными числами колебаний нижнего производящего 
тона и чиёлом “колебаний верхнего тона дают два числа, которые 
либо определяют частоту двух биений, которые могут быть слышны, 
либо высоту тонов, возникающих из биений, которые могут быть 
слышны вместо биений. 

„Частота, возникающая из меньшего кратного нижнего производя- 
щего‘тона, называется нижней частотой биения или ‚частотой ниж- 
него тона биений, а частота, возникающая из большего кратного, 
называется верхней частотой биения или частотой верхнего тона 
биений, без всякого предположения о том, что одна последователь- 
ность биений должна быть сильнее или слабее другой или что 
один ‘тон, возникающий из биений, должен быть выше или ниже 
чем другой. В дейбвительности бывает иногда одно, а иногда 
другое. 

„Обе серии биений или оба тона, возникающие из биений, обык- 
новенно слышны не одновременно. Если разбить изученные интер- 
валы на группы: 1) от 1:1 до 1:2; 2} от 1:2 до 1:3; 3) от 1:8 
до 1:4; 4) от 1:4 до 1:5 и т. д., то нижние частоты и нижние 
тоны биений распространяются немного более, чем на нижнюю пор- 
вину каждой группы, а Верхние частоты и верхние тоны биений рас- 
пространяются немного более, чем на верхнюю половину. На неко- 
тором промежутке в середине каждого периода слышны обе серии 
или оба тона биений, и эти тоны биений дают опять биения, пред- 
ставляющие вторичные биения, или же заменяются новыми или вторич- 
ными тонами биений“. 

В некоторых случаях тоны, возникающие из биений, совпадают 
с разностным тоном, но Кениг считает, что наличие комбинационных 
тонов не было определенно доказано. Следует заметить, что в этих 
опытах производящие тоны были настолько просты, насколько только 
Кениг мог этого достичь; остается, однако, возможность, что внутри 
уха в результате преобразования могли появиться обертоны, слыши- 
мые только в биениях. Такого взгляда придерживается Бозанке, 


1) Кбп1с, Росс. Апп., том СГУП, стр. 177, 1876, 
2) Зепзаноп$ о} Топе, стр. 929. 
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который произвел также и независимые наблюдения, получив резуль- 
таты, которые менее трудно согласовать со взглядами Гельмгольца. 

Мы видим, что Кениг придерживается полностью того мнения, 
что достаточно частые биения переходят в тоны. Некоторые возра- 
жения против такого представления уже были приведены; этот во- 
прос все еще следует считать открытым. Опыты на эту тему до сих 
пор имели чисто качественный характер. Трудности на пути даль- 
нейшего продвижения, без сомнения, велики; однако, я склонен ду- 
мать, что в настоящее время прежде всего необходима более точная 
оценка интенсивности различных наблюдаемых и исследуемых тонов. 
Если бы, например, можно было показать, что интенсивность тона 
биений пропорциональна интенсивности производящих тонов, то стало 
бы ясно, что одних комбинационных тонов недостаточно для объясне- 
ния этих эффектов. 

Кениг исследовал также вопрос о зависимости тембра от фазовых 
соотношений, пользуясь особой сиреной собственной конструкции !). 
Он пришел к заключению, что хотя тембр определяется, главным 
образом, Числом и относительной интенсивностью гармоник, все же 
не следует игнорировать влияния фазы. Изменение фазы создает так- 
же различия, которые встречаются в различных инструментах, при- 
надлежащих одному и тому же классу или в различных голосах, по- 
ющих одну и ту же гласную. Полное определение таких малых раз- 
личий требует ряда нот, из которых можно составить мелодию, а 
когда воспринимается только одна нота, они могут ускользнуть от 
наблюдения. Мне лично кажется, что эти результаты находятся в 
согласии с тем взглядом, который приписывает отклонение от закона 
Ома, предполагаемое во всяком признании фазовых соотношений, 
вторичным причинам. 

397. Зависимость тембра музыкальных звуков данной частоты от 
отношений различных составляющих тонов исследовалось Гельмголь - 
цем для мйогих музыкальных инструментов. Дальнейшие наблюдения 
над духовыми инструментами можно найти в статье Блэйкли 2). Однако, - 
наиболее интересным, но и наиболее спорным, применением теории 
является применение ее к гласным звукам человеческой речи.. 

Можно считать, что акустической трактовке этой темы положил 
начало замечательный мемуар Виллиса 3). Его опыты проводились при 
помощи свободного мундштука и язычка, изобретенного Кратценштей- 
ном (1780), а впоследствии Гренье (Отеп.6)‘ч с большой точностыо 
имитирующего действие гортани. Успешно Повторив сначала экспери- 
мент Кемпелена, воспроизводившего гласные звуки путем экранирова- 
ния в различной степени отверстия воронкообразной полости, соеди- 
ненной с мундштуком, он перешел далее к изучению влияния раз- 


1) Кошо, Шей. Апп., том МУ, стр. 392, 1881. 

2) Ва еу, РАЙ. Мае., том УТ, стр. 119, 1878. 

3) 111$, „Оп Ше Уо\ме! 5$0ип@$, ап оп Кее@ Огеап-рюе$“, Сатё. 
РЕЙ. Ггап$., том Ш, стр. 231, 1829. 
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личной длины цилиндрической трубки, причем устройство было по- 
хоже на устройство, применяемое в органных трубах. Результаты 
обнаружили, что тембр гласных зависит от длины трубы. Из этих 
н из других экспериментов он заключил, что полости, издающие 
(при независимом звучании) одинаковые тоны „придадут тот же от- 
тенок гласной данному мундштуку и, конечно, всякому мундштуку, 
если тон мундштука ниже, чем тон полости“. Виллис продолжает 
(стр. 243): „Небольшое теоретическое рассуждение покажет, что не- 
которых из этих эффектов, пожалуй, можно было ожидать. Согласно 
Эйлеру, если возбудить одиночное колебание у дна трубы, закры- 
той на одном конце, то оно распространится до отверстия трубы со 
скоростью звука. Здесь образуется эхо колебания, которое побежит 
обратно, отразится от дна трубы и затем снова появится у отверстия, 
где образуется новое эхо, и так далее, последовательно, до тех пор, 
пока движение не расстроится вследствие трения и несовершенства 
отражения... Следовательно, эффект выразится в виде распростра- 
нения от отверстия трубы последовательности равноотстоящих пульса- 
ций, состоящих в попеременном сгущении и разрежении, через интер- 
валы, соответствующие времени, потребному для прохождения им- 
пульса по трубе до дна и обратно; Иначе говоря, возникнет корот- 
кий. звук музыкального тона, соответствующего закрытой трубе рас- 
сматриваемой длины. 

„Попытаемся тенерь применить этот результат Эйлера к нашему 

случаю вибрирующего язычка, приделанного к трубе некоторой 
длины, и исследовать характер ряда пульсаций, которые должны быть 
созданы такой системой согласно этой теории. 
.  „Вибрирующий язычок мундштука создает ряд пульсаций одинако- 
вой силы, разделенных равными интервалами времени и представля- 
ющих собой попеременные сгущения и разрежения, которые мы можем 
назвать первичными пульсациями; с другой стороны, за каждым из 
этих колебаний последует ряд вторичных пульсаций убывающей силы, 
но также через одинаковые интервалы от соответствующих им пер- 
вичных тонов, причем интервал между ними, как мы видели, регули- 
руется длиной прикрепленной трубы“. 

И далее (стр. 247): „Опыт показывает, что ряд созданных эф- 
фектов характеризуется и отличается друг от друга тем качеством, 
которое мы называем гласным звуком; опыт показывает еще больше, — 
он показывает нам, что не только высота произведенного звука 
всегда есть Высота тона мундштука или первичного импульса, но и 
что издаваемый гласный звук всегда один и тот же для одинаковых 
значений $ [периода вторичных импульсов]. Так, в только что цити- 
‘рованном примере =” свойственно гласной „А“, как она произносит- 
ся в английских словах Рам, МоиёН{ | долгое открытое „о“]; если она 
повторяется 512 раз в секунду, то высота звука будет с’, глас- 
ная — та же; если бы импульс повторялся при помощи другого мунд- 
штука, действующего на ту же самую трубу 840 раз в секунду, то 
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высота была бы ], но гласная — все та же. Таким образом, оказы- 
вается, что ухо, потеряв возможность распознать высоту для перио- 
да $, все еще способно опознать его по свойственной ему гласной“. 

Вследствие важности полученных Виллисом результатов, а также 
и того, что первые томы журнала Сатфит4ее ТгапзасНоп$ не всем 
доступны, я счел желательным позволить Виллису говорить самому 
за себя. Мы увидим, что, поскольку дело касается общих принципов, 
он оставил своим преемникам немного дела. Немного ниже, в той 
же работе (стр. 249) он дает отчет о специальном опыте, предпри- 
нятом для проверки его теории. „Показав вероятность того, что дан- 
ный гласный звук представляет собой просто быстрое повторение 
свойственного ему тона, мы должны вывести отсюда, что если мы 
сможем произвести это быстрое повторение каким-нибудь другим пу- 
тем, то можно ожидать; что мы услышим гласные звуки. Робисон и 
другие показали, что если держать перо навстречу вращающемуся 
зубчатому колесу, то возникнет музыкальный тон, создаваемый 
быстрыми повторениями, через равные промежутки времени, щелчков 
пера по зубцу. Я заменил перо куском часовой пружины, оказывав- 
шей легкое давление на встречные зубцы колеса, так что каждый 
щелчок превращался в музыкальный тон пружины. В то же время 
пружина была зажата щипцами так, чтобы можно было произвольно 
изменять длину вибрирующей части. Такая система, очевидно, соз- 
дает сложный звук, похожий на звук трубы с мундштуком, а по- 
тому изменение длины пружины должно создавать такой же эффект, 
как изменение длины трубы. Действительно, издаваемый звук сохра- 
няет одну и ту же высоту все время, пока колесо вращается равно- 
мерно, но воспроизводит последовательно оттенки всех гласных по 
мере изменения эффективной длины пружины, причем делает это со 
значительной четкостью, если принять во внимание жесткость и не- 
приятный тембр самого звука“. 

В своем изложении теории гласных Гельмгольц, следуя Уитстону !), 
излагает вопрос несколько иначе. Воздушные колебания, составляю- 
щие естественные или искусственные гласные, при достижении равно- 
мерного режима (55 48, 66, 322^) просто периодичны, и периодом 
является период язычковой трубы мундштука. По теореме Фурье их 
можно разложить на простые колебания, периоды которых представ- 
ляют собой точные делители периода мундштука. Эффект от при- 
соединения резонатора может выразиться только в изменении интен- 
сивности и фазы некоторых составляющих, периоды которых уже 
заданы. | 

Если тон резонирующей полости — тон рта — совпадает с одним 
из составляющих тонов голосовой или гортанной ноты, то эффектом 
должно быть усиление в особо сильной степени интенсивности этого 


1) Голаоп апа Уезттяег Юешещ, окт., 1837; Ме юпе'5 ЭщептН- 
Дс Рарег$, 1опдоп, 1879, стр. 348. 
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тона; и независимо от наличия совпадения или нет, те составляющие 
тоны, высота которых близка к высоте тона рта, будут усилены. 

Такая точка зрения на действие резонатора, несомненно, совершен- 
но правильна; но на первый взгляд может показаться, что она суще- 
ственно отличается, или даже несовместима с изложением вопроса, дан- 
ным Виллисом. Так, например, согласно Виллису, тон рта может 
быть, и вообще будет, негармоничным по отношению к тону гортани. 
Для того чтобы понять этот вопрос, мы должны усвоить две вещи, 
которые часто недооцениваются. Первая — это различие между вы- 
нужденными и свободными колебаниями. Хотя собственные колеба- 
ния полости рта могут быть негармоническими, вынужденные коле- 
бания способны содержать одни только гармонические составляющие 
гортанной ноты. Далее, важно помнить определение простых колеба- 
ний, согласно которому никакое колебание не может быть простым, 
если оно не поддерживается постоянным, без изменения амплитуды 
или фазы: Вторичные колебания Виллиса, замирающие по истечении 
нескольких периодов, — не просты. Если разложить по теореме Фурье 
полную последовательность их, то эти колебания будут представлены 
не одним простым колебанием, но бблышим или бесконечным числом 
таких колебаний. 

Из этих рассуждений можно видеть, что оба способа рассмотре- 
ния этого вопроса законны и совместимы друг с доугом. Если от- 
носительная частота тона рта низка, так что, например, составляю- 
щая гортанной ноты, получающая наибольшее усиление, есть секунда 
или терция, то анализ при помощи ряда Фурье является подходя- 
щим методом исследования. Но если частота тона рта высока и 
каждая серия колебаний обнимает только неболыпую часть полного 
периода, то мы можем согласиться с Германном, что разложение в 
ряд Фурье неестественно и что лучше будет сосредоточить внимание 
на действительной форме кривой, выражающей полное колебание. 
Мы были бы особенно склонны придерживаться такого направления 
в том случае, если бы мы сомневались в применимости закона Ома 
к составляющим тонам высокого порядка. 

Со времени опубликования труда Гельмгольца много споров вызы- 
вал вопрос о том, характеризуется ли данная гласная преобладанием 
составляющих данного порядка (теория относительной частоты) или 
преобладанием составляющих данной частоты (теория постоянной 
частоты), и всякое возможное заключение находило своих защитни- 
ков. Мы видели, что Виллис решил этот вопрос, даже не давая чет- 
кой формулировки его, в пользу теории постоянной частоты. Сам 
Гельмгольц, если и не совсем явно, все же, повидимому, придержи- 
вался такого же мнения, пожалуй, болыше на основании априорных 
соображений, чем в результате опытов. Действительно, если, как это 
обычно допускается авторами по фонетике, определенный гласный 
звук связан с данной конфигурацией рта, то вопрос едва ли остает- 
ся открытым. Затем под наблюдением Гельмгольца вопрос был далес 
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изучен Ауэрбахом 1), который наряду с другими методами применил 
и прямой анализ различных гласных при помощи резонаторов, при- 
соединенных к уху. Заключение Ауэрбаха по этому спорному вопросу 
было промежуточным — что обе характеристики имеют место. Анализ. 
также показал, что во всех случаях первый, или основной, тон был 
сильнейшим элементом звука. 

Несколькими годами позже прекрасное изобретение Эдисона, 
фонограф, стимулировало новые исследования по этому вопросу, 
вследствие предоставившейся фонографом кажущейся легкой возмож- 
ности произвести решающий эксперимент (ехрегитепит сгис1$). Если 
гласные характеризуются постоянной частотой, то они должны пре- 
терпевать изменение при увеличении скорости механизма; с другой 
стороны, если истинна теория относительной частоты, то гласные 
должны оставаться теми же, и только высота тона должна изменяться. 
Однако, вероятно, вследствие несовершенства первых инструментов, 
результаты, к которым пришли различные наблюдатели, были все- 
таки еще расходящимися. В общей сумме свидетельства перевеши- 
вали, пожалуй, свидетельства в пользу теории постоянной частоты ?). 
Дженкин и Юинг3) анализировали записи, сделанные ‘на записываю- 
щем валике, и полученные ими результаты заставили их принять 
промежуточный взгляд, похожий на взгляд Ауэрбаха. Ясно, говорят 
они — „что характер гласного звука не зависит ни только от абсо- 
лютной частоты усиленных составляющих тонов, ни только от прос- 
того группирования относительных составляющих, независимо от час- 
тоты. Прежде, чем можно было бы определить составляющие глас- 
ного звука, необходимо дать частоту основного тона; а с другой 
стороны, одной лишь частоты наиболее резко усиленной составляю- 
щей недостаточно для того, чтобы можно было назвать гласную“. 

Улучшенные фонографы последних лет позволяют исследовать 
вопрос с бблышим успехом; наблюдения были сделаны Мак Кендри- 
ком (Мс Кепапск) и другими, но все еще с различными результатами. 
Особенно следует отметить обширные исследования Германна, опуб- 
ликованные в РИйое"$ Асю. Германн недвусмысленно высказывает- 
ся в пользу характеристики гласной постоянной частотою, как во 
всяком случае значительно более важной, и егс опыты, повидимому, 
оправдывают это заключение. Он находит, что гласные, звучащие 
в фонографе, заметно изменяются при изменении скорости вращения 
валика. 

Общая точка зрения Германна, к которой он пришел независимо, 
тождественна с точкой зрения Виллиса. „Характер гласной определяет- 
ея тоном полости рта, амплитуда которого изменяется периодически с 
периодом гортанного тона“ 4). Справедливость этой точки зрения можно, 


1) Аиеграсн, Рово. Апп., ЕгоапхтипозЬапа, УП, етр. 177, 1876. 
2) Огапат Ве|, Алп. Гоигл. ор ОЮ1ору, том 1, июль, 1879. 

3) ЗепКш а. Емто, ЕатЬ. Тгап5., том ХХУП, стр. 745, 1878. , 
*) Негтапп, РИйг. Агсй., том ХГУИ, стр. 391, 1890. 
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пожалуй, считать установленной, но Германн несколько преувеличивает 
различие между этой точкой зрения и точкой зрения Гельмгольца. 


Гласная „А“ 


Порядковый номер составляющего топа 


7 


Нота | | 2 | 3 4 5 6 8 9 10 
0,12: 0,37 | 0,42 | 0,111 0,12 
С 4? < = а? 2 


Он изучал автоматически регистрируемые кривые различными спо- 
собами. Для случая гласной „А“!) в приводимой таблице даны ампли- 


1) Написание гласных относится к континентальному произношению 
(т. е. в данном случае 4, читаемому, как по-русски. /Лрим. пер.). 
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туды различных составляющих, определяемые анализом при помощи 
рядов Фурье; из этой таблицы видно, что превалирующий составляю- 
щий тон лежит всюду между е? и 2”. 

Анализ кривых путем разложения их в ряд Фурье требует. до- 
вольно больших вычислений, и Германн придерживается того мнения, 
что главный результат, частоту, характеризующую гласную, можно по- 
лучить с такой же точностью и значительно проще прямым измере- 
нием на графике длины валны прерывистых колебаний. Применение 
этого метода к кривым для гласной „А“, взятой нами ранее, дало 


Гласная „А“ 


Характеристический 
ТЯ / тон 


частота нота 


18,5 | 24 756 |> 1 5%740) 
16,3 | 2,5 77 |>5Р (698,5) 
14,9 | 2,6 78 |5] (698,5) 
13,6 | 2,55 | 698 2 

11,6 | 24 70 |< (698,5) 
10,9 | 23 781 |<? (784) 
9,8 | 25 795 |275 (744) 
9,1 | 2,5 714 > (698,5) 
8,2 | 25 74 |>Р (698,5) 
7,3 | 2,6 693 |<р (698,5) 
6,8 | ? р 

6,2 |? 2 


Здесь Г, — двойной период полного колебания, а /— двойной периох 
характеристики гласной. Ясно видно, что / сохраняет почти постоян- 
ное значение, в то время как [. изменяется в значительных пределах. 


Характеристиче- Тоны полости рта по 
Гласная ский тон, снятый с  ельм. 
графика (Германн) |Дондерсу Кенигу |Ауэрбаху 
гольцу 
А е? — 215? Ь' 6? р? г 
Е й3 — 24 153 Г, 63 Ьз а’ (— 2") 
| 44 — 24 В К 4 4 р 
О 4? — е? а’ ь' Ь' а! 
[9] с? — 4? р } |, р 


Германн дает общее сравнение своих результатов с результатами, 
‘полученными другими методами, из которого видно, что остается еще 
многое сделать, прежде чем можно будет устранить недоразумения, 
связанные с этим вопросом. 
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_ Некоторые из встречающихся расхождений, быть может, вытекают 
из действительных различий в произношении, которые достаточно 
четко воспринимаются лишь экспертами в области фонетики !). Далее 
следует рассмотреть вопрос о двойном резонансе, так как известные 
формы рассматриваемой полости заставляют считать возможным, что 
полное определение гласной по самой своей природе многозначно ($5 310). 
Следует заметить, что, с точки зрения Ллойда, двойная характери- 
стика существенна и что опознавание гласной зависит не от абсолют-` 
ной частоты одного или более резонансов, но от относительной частоты 
двух или более резонансов. Таким путем он объясняет трудность, 
возникающую из того факта, что артикуляция для данной гласной 
оказывается одинаковой для ребенка и для взрослого, хотя ввиду 
большого различия в размерах резонирующих полостей, абсолютная ча- 
стота должна была бы изменяться в широких пределах. 

Было бы несовместимо с планом настоящего труда входить в даль- 
нейшие детали, касающиеся отдельных гласных; но одно замечатель- 
ное расхождение между результатами Германна и Ауэрбаха следует 
указать: измерения регистрируемых графиков, произведенные Герман- 
ном, обнаружили во всех случаях почти полное отсутствие первого, 
или основного тона, в общем звуке в то время как Ауэрбах, пользо- 
вайшийся резонаторами, наоборот, нашел, что этот тон — наиболее 
выдающийся из всех. Германн, допуская, что этот тон слышен, рас- 
сматривает его, как возникающий внутри уха наподобие комбинаци- 
онных тонов ($ 393). Я попытался повторить некоторые из наблюде- 
ний Ауэрбаха и нашел, что для всех главных гласных (за исключе- 
нием может быть гласной А) основной тон громко выделяется, причем 
контраст делается очень заметным, если, двигая пальцем перед отвер- 
стием резонатора, попеременно настраивать его в тон и расстраи- 
вать. Это следует считать доказательством того, что рассматрива- 
емый тон существует вне уха, впрочем едва ли это могло быть 
иначе, если учесть способ генерации звука; противоположное же 
свидетельство записей должно быть объяснено каким-нибудь дру- 
гим путем. 

Важной стороной данного вопроса является вопрос об искусствен- 
ной имитации гласных звуков. Действительный синтез был осу- 
ществлен Гельмгольцем 2), складывавшим различные составляющие с 
соответствующими интенсивностями. Он пользовался для этой цели 
камертонами и резонаторами, причем все камертоны приводились 
в действие одним и тем же прерывателем (55 63, 64). Эти опыты 
трудны и, повидимому, не были повторены. Гельмгольц в некоторых 
случаях удовлетворялся полученным воспроизведением, хотя в других 
случаях имитация была неполной. Менее удовлетворительные резуль- 
таты получались при замене камертонов органными трубами. 


1) 11оуа, Рвопейзсйе Зшатеп, том ПП, часть Х 
2) ЗепзаНоп$ о} Топе, гл. УТ. 


% 
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Гласные звуки успешно имитировались Присом и Штро !), приме- 
нявшими прибор, основанный на принципе фонографа, в котором дви- 
жением мембраны управлял зубец особой формы, вырезанный на ок- 
ружности вращающёгося колеса. Они нашли, что характер гласной 
претерпевает существенные изменения с изменением скорости вращения. 

Для искусственного воспроизведения гласной, иллюстрирующего его 
особые взгляды, Германн рекомендовал полифоническую сирену (5 11). 
Если при действии серии из 12 отверстий по достижении соответ- 
ствующей скорости попеременно то вводить в действие, то вык- 
лючать серию из 18 отверстий, то очень громко слышен разностный 
тон (6), причем он явственно принимет оттенок гласной „О“. При 
большей скорости получается оттенок гласной „А о“, а при еще более 
высокой скорости — точное А. 

Пользуясь соответствующим образом подобранными двойными резо- 
наторами, Ллойд с успехом имитировал некоторые гласные, произноси- 
мые шопотом. 

В приведенном здесь обзоре состояния вопроса о гласных можно 
было коснуться лишь нескольких наиболее общих его сторон. Чита- 


`’телю, который желает составить себе суждение о противоположных 


точках зрения и проследить в деталях этот вопрос, следует обратиться 
к оригинальным трудам новейших авторов, среди которых можно особо 
упомянуть Германна, Пиппинга (Р1рр!п?) и Ллойда. Область эта привле- 
кательна; но те, кто будет работать в этой области, должны быть 
хорошо вооружены знаниями как в области физики, так и в области 
фонетики. 


1) Ргеесе а. ЗмоН, Ргос. Юоу. $с:., том ХХУШ, стр. 358, 1879. 
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Можно заметить, что движение любой точки, принадлежащей 
к системе с п. степенями свободы, совершающей гармоническое дви- 
жение, вообще прямолинейно. В самом деле, если х, у, 2 — простран- 
ственные координаты этой точки, то мы имеем 


х=ХсозпЬ у==Ус0з п, 2==0с0$ ПЕ, 


где Х, У, 7 — определенные постоянные; таким образом, в каждый 
данный момент 
х:у:2 =: Г: 2. 


Если имеется более одной частоты: в рассматриваемом случае, то 
координаты не будут находиться обязательно в одинаковой фазе. 
Тогда наиболее общие значения х, у, 2, подчиненных данной перио- 
дичности, суть 

х = Х, с0$ иЁ-- Х, $ п п, 
у== У, со$ пЁ-- У, эш и, 
2= 7. с0$ пё-- 0, зш ий; 


эти уравнения указывают на эллиптическое движение в плоскости 
7 
х (7:2, — 27.) Ру (7.^.— 12.) -Е 2(Х.У, — У, Х,) =0. 


ДОБАВЛЕНИЕ К ГЛАВЕ У ?). 


О КОЛЕБАНИЯХ СЛОЖНЫХ СИСТЕМ В СЛУЧАЕ, КОГДА 
АМПЛИТУДЫ НЕ БЕСКОНЕЧНО МАЛЫ. 


В $55 67, 68 мы нашли второе приближение для колебаний сн- 
стем с одной степенью свободы, как в случае, когда колебания — 
свободные, так и в случае, когда они создаются данными приложен- 
ными силами, действующими извне. Теперь мы предполагаем распро- 
странить наше исследование на случаи, когда имеется более, чем одна 
степень свободы. 

При отсутствии диссипативных и приложенных сил можно все дви- 
жение выразить ($ 80) посредством функций Ти У. В случае бес- 


1) Это примечание впервые появилось во П издании. 
2) Это добавление впервые появилось во П издании. 
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конечно малого колебания около положения равновесия Ги У при- 
водятся к квадратичным функциям скоростей и перемещений с посто- 
янными коэфициентами и соответствующим выбором координат можно 
заставить исчезнуть (5 87) члены, содержащие произведения коорди- 
нат. Даже несмотря на то, что мы намерены включить члены выс- 
шего порядка, мы можем все же удовлетвориться этим упрощением, 
выбирая в качестве координат такие, которые обладают свойством 
приведения членов второго порядка к суммам квадратов. Таким 0об- 
разом, можем написать 


1 . 1 . . © . о. 
ТЫ Аня 5 АЕ ... Е А12Ф14 -- А -Р.-., (1) 


где 4:1, 4..,...-—- функции от $, $.,..., включающие постоянные 
члены, а, 4.,..., между тем как А\о, А1., -..- функции тех же пе- 
ременных, но без постоянных членов; 


1 1 у 
У аи еФ-Н .-. НИ -Н И. ---, (2) 


где через У., ИУ., ..- обозначены части У, имеющие степени 3, 4,... 
по Фт, Фо, ооо 

В качестве первого приближения, применимого к бесконечно ма- 
лым колебаниям, имеем 


А! =а1, А. —=а., оо А15 =0, Аз =0..., 
У —0, У, =0,..., 
так что уравнения Лагранжа ($ 87) имеют вид 
а с191 =0, а. -|- 250. ==0 и т. д., (3) 


где координаты разделены. Решение относительно $, можно принять 
в виде 
91 ==! с0$ 12, 9—0, 9.==0 ит. д., (4) 
где 
с1 — 124, =0. (5) 


Аналогичные решения существуют и для других координат. 

Второе приближение, к которому мы теперь переходим, должно 
быть основано на (4) и (5); таким образом, следует рассматривать 
Фо, 93)... Как малые величины сравнительно с $.. 

Коэфициенты в уравнении (1) мы пишем в виде: 


Ан =а--а:19. --41595-- ..., (6) 


Аз ==а.9.- ..., Аз = 4341 -—.-- 
а в уравнении (2) 


Уз == 9 у.о. ...) (7) 
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так что для дальнейшего приближения 
ОГ . 
9. — (а/-- @119,) $, -- 4:5, 5 -- 23913 --.- 
1 
аг от . 
ИУ я ( 05: ) == (а, -|- а11$,) 9, 41191 -- 
-- с -- К, .-- 930193 -- 239163 --.. 


1 
5 — о Чи? 9-0 == аз ..- 


Таким образом, сохраняя члены порядка $1, получаем в качестве урав- 
нения для $, (5 80) 


(2 -- а 1191) $1 + = 2119: 2-Н со, -- 31149? = 0. (8) 


При этом порядке приближения координата $, выделяется из других 
координат, и решение получается, как в случае только одной степень 
свободы (5 67). Из (4) имеем: 


.. 1 

фура == — ИБ 6032 И == — чу и? (1 | с0$ 2и8, 
9? = п? $112 И? == 5 п? Е? (1 — С05 211), 
==? 08? иё ==. 2 (1 60$ 28) 


так что уравнение (8) принимает вид 


.. 1. 3 
ар: -- с1$: —- (-- да -Н5 1: ) НУ- 


(Зы) Мои = 9 
Решение уравнения (9) можно выразить в виде 
о =Н--Н, с0$ иё -- Н. с0$ 2 --..., (10} 


и сравнение дает 
110 — (+ па 11 —5 п) Н; 
(с: — па) Н, ==0, 
(с, — 4124.) Н, = (1 по 1 — п) Н. 


Таким образом, во втором приближении 


1 3 
(+ п? 1—5 и) 
АМ, с0$ ИЁ-- 
| 3 3 
(1 и — 51) Н 
-|- аа с0$ 211, (11 
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причем значение п такое же, как и в первом приближении, т.-е- 


У с1|а.- Теперь нам нужно выразить соответствующие значения Фо, 9.,... 
Из соотношений (6) имеем 


9Т Ъ9т_1. 
0% — 4.9.9, а. ..., д. == Ч 91 -Ё.. 
2 - 


2 
и уравнение Лагранжа при сохранении членов порядка $1 принимает вих 


.. .. 1 . 
а.» -|- сз -- а29191 Е (а — 5 @1з) Ф1-Е 1291 =0, 


или, подставляя в малые члены значения (4), 
:- 1 1 
ау, = с. 9. -- (— да -Н5 + ВН -— 
1 1 
-- (— па -|- риа, +) Н? оз 218 =0. (12) 


Следовательно, если 


© — К, -- К, с0$ ИЁ-- К. со$ 208 —..., (13) 
то путем сравнения с (12) находим 
сКо- (4 п?аь— 5) Нь (14) 
(с› — п?а.) К =0, (15) 
(с, — 42а») Ко (12. — и? — 5 % Н1. (16) 


Таким образом, К, =0 и, подставляя значения Ку и К. из (14) и 
{16) в выражение (13), мы получаем полное значение 9, во втором 
приближении. 

Значения $., ®\ и т. д. получаются аналогичным путем, и, таким 
‘образом, мы находим во втором приближении полное выражение для 
таких колебаний системы с любым числом степеней свободы, которые 
в первом приближении выражались уравнением (4). 

Главные результаты, вытекающие из второго приближения, сле- 
дующие: 1) движение остается периодическим с неизменной частотой; 
2) к значению координаты, остающейся конечной в первом приближении, 
а также к тем координатам, которые в первом приближении равны 
нулю, прибавляются постоянные члены, пропорциональные со$ 21. 

Теперь мы переходим к третьему приближению; однако, ради 
краткости, мы ограничимся случаями: @) когда имеются только две 
системы свободы и В) когда кинетическая энергия полностью выра- 
жается в виде суммы квадратов скоростей с постоянными коэфициен- 
тами. Этот случай включает колебания частицы, движущейся в двух 
измерениях вблизи точки равновесия. 

Имеем 

. . 1 
тай, У е- ао И, Уь 
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где 


Уз == 1193-1291 ЕТ. .., (17) 
У == 89. ..., (18) 

так что уравнения Лагранжа имеют вид 
а +1 -- СФ НЗ -Е 215ф1$. -- 48193 ==0, (19) 
ао с: уафт - 2'фифь -- 8,98 =0. (20) 
Как и прежде, в качестве первого приближения, мы должны принять 
< = ЯН! с0$ И, 4$, =0. (21) 


В качестве решения уравнений (19) и (20) мы можем написать 

ф, =Н,-+ Н, с0$ иё Е Н, соз 21-Е Н, со Зи ..., (22) 

ф. == А, -| А, с0$ иё - К, с0$ 2 -- К, со$ ЗпЁ-- ... (23) 

В выражениях (22) и (23) Ну, Н»„, Ку, К, — величины второго по- 


рядка`по Н\, значения которых уже были даны, а К, Н,, К — 
величины третьего порядка. Сохраняя члены третьего порядка, имеем: 


== 5: т- (2н,Н, Н.Н.) со пё —- 5 т? с0$ 21 —- Н.Н, с0$ Зпё, 
$1 фз == (ню -- 5 Н.К, } 60$ ИЁ-- 5 Н.Ко ©0$ Эт, 
48 = 5 Н3соз пё -- т НЗ со$ 31#. 


Подставляя эти значения в малые члены уравнений (19) и (20), 


а значения из (22) и (23) — в первые два члена, получаем следу- 
ющие 8 уравнений, справедливых до третьего порядка: 

а 5 и? =0, (24) 

н— п?а, + З1. (ЗН, НУ -- 2 (Ю-Н У К,) Е зам? =0, (25) 

(с — 4ийа)) Н,- 5 ие, (26) 

(с: — Эа.) Н.-Н ЗН, Н.-Ну.Н.К.- 9 Н8 = 0, (27) 

с.Ко -- 5? 0, (28) 


(с; — п?а,) К, -- 12Н, 2 -Н)-НунН, (2 к, 
ЕАО, (29) 


(с, — 41?а,) К.-- > 21? == 0, (30) 
, 1 
(с, — 9? а.) К -- НН: --ТН.К,-- 48 ==0. (31) 


30 Р»элей 
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Из этих уравнений (24), (26), (28), (30) дают непосредственно зна- 
чения Ну, Но, Аз, К», которые совпадают с их значениями во вто- 
ром приближении, а подстановка этих значений в уравнения (27), 
(29), (31) определяет Н., К!, Кз, как величины третьего порядка. 
Остающееся уравнение (25) служит для определения п. Мы находим 
соотношение, справедливое до этого порядка: 


па—н__ _3 2 6 3 
п (ев) 


Н? с: — 4п?а\ 
1.2/2 1 
(= Нате) +3. (89 
При ].==0 мы обнаружим, что этот результат согласуется с (9) 
$ 67, если сделать изменения в обозначениях и подставить первое 
приближение п в малые члены. 

Колебание, определенное выше, есть колебание, выражаемое в 
первом приближении уравнениями (21). Другую форму, для кото- 
рой приближенно $, —=0, можно исследовать аналогичным образом. 

Если У—четная функция как от ф,, так и от $ф., то исчезают 
71, ]2, 1’, 8», и третье приближение выражается формулами: 

Н 3 
Н.==0, Н,=0, = до 
Ко =0, К =0, К, —0, К, ==0; 
п3а. — С1 =— 38, Н?. 

В самом деле, при этом условии $, исчезает при любом порядке 
приближения. 

Этих примеров достаточно для освещения процесса приближе- 
ния. Исследование природы его в общем случае показывает, что как 
бы далеко ни шло приближение, следующие заключения сохраняют 
полную силу: 

а) Решение, получаемое при таком процессе, периодично, а ча- 
стота является четной функцией амплитуды главного члена (/7,). 

Ъ) Разложение в ряд Фурье для каждой координаты содержит толь- 
ко косинусы аргументов, кратных пё, но не содержит синусов. Таким 
образом, вся система приходит в состояние покоя в один и тот же 
момент времени, например Е —=0, а затем повторяет свое движение. 

с) Коэфициент при с0$ гиё в этом ряде для любой координаты 
имеет г-й порядок (по меньшей мере) относительно амплитулы. 11. 
главного члена. Так, например, для третьего приближения, в кото- 
ром пренебрегают высшими, чем А, степенями Н;, ряд обрывается 
на с0$ Зи. 

‚ 4) Имеется столько же типов решений, сколько степеней сво- 
боды; но едва ли нужно говорить о том, что различные решения не 
суперпонируемы. 
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Остается сделать еще одну важную оговорку. Мы предполагали, 
что все множители, подобные (с, — 4я?а,) в (30) — конечны, т. е. 
что совпадение какой-нибудь гармоники действительной частоты с 
собственной частотой какой-нибудь другой формы бесконечно малоге 
колебания не имеют места. В противном случае некоторые коэфици- 
енты, первоначально предполагавшиеся второстепенными, например К. 
в (30), становятся бесконечными, и приближение нарушается. Таким 
образом, мы лишены возможности получить решение в некоторых 
случаях, когда нам больше всего хотелось бы его получить. 

В качестве примера такой невозможности мы можем кратко от- 
метить случай наиболее низких колебаний одного измерения в газе, 
подчиняющемся закону Бойля и находящемся в цилиндрической трубе 
с закрытыми концами.` Уравнение, которое должно удовлетворяться 
всюду [(4) $ 249], имеет вид: | 

ду \? 0?у _ 0?у 
(5=) вн. 


а процесс, вытекающий из общей теории, состоит в том, что сле- 
дует положить 


у—=х Ру У! с0$ ИЕ у, с0$ 21 ..., 


Ур = Ни зтх-- Но зш 2х | Низш3х-..., 
= Назих--Нозт2х-Нзтзх-..., 
у = Но зах Нозтах--Нззшзх--... 


где 


и т. д. В первом приближении 
у=х-РН,, зп х с0$ ПЕ, 


причем п —=1. Но когда мы переходим ко второму приближению, 
мы находим 

(412 — 4) Нь = — п, 
причем п все еще равно 1, так что метод оказывается бессильным. 
Член Ньо эт 2х с0$ 21 в выражении для у, первоначально предпо- 
лагавшийся второстепенным, входит с бесконечным коэфициентом. 

Возможно, что здесь мы имеем объяснение того, почему так 
трудно заставить длинные узкие трубы звучать в низшем присущем 
им тоне. 

Поведение системы, совершающей колебания под действием при- 
ложенной силы, можно рассмотреть совершенно аналогичным спосо- 
бом Взяв, например, случай двух степеней свободы, уже рассмот- 
ренный в отношении свободных колебаний, предположим, что при- 
ложенные силы суть 


Ф, = В, со рё, Ф, = 0,,. (33) 
30+ 
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так что решениё в первом приближении есть 


Е} с0$ р 
ри.» Ф==0. (34) 
При подстановке р вместо п уравнения (22), (23) все еще приме- 
нимы, Так же как и результирующие уравнения (24) — (31), за 
исключением того, что в уравнении (25) следуег умножить левую 
часть на Н\, а_в правой части — вместо нуля подставить Е\. Теперь 
это уравнение служит для определения Ё/, вместо того, чтобы, как 
прежде, определять и. 

Очевидно, что таким путем всегда можно построить действительно 
периодическое решение. Периодом будет период силы, а фазы — 
таковы, что вся система приходит в состояние покоя в момент, когда 
сила имеет максимум _ (положительный или отрицательный). После 
этого следует итти прежним путем, как в случае свободных колеба- 
ний, причем каждый ряд, состоящий из косинусов, остается без из- 
менения при перемене знака { на противоположный. 
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Метод получения пуассонова решения (8), данный Лиувиллем ?), 
заслуживает быть отмеченным. 

Если г — радиус-вектор, отсчитываемый от некоторой точки О, 
и если проинтегрировать общее диференциальное уравнение по объ- 
ему, заключенному между сферическими поверхностями с радиусами 


гиг 47, то после преобразования второго интеграла по теореме 
Грина, найдем 


ое =" д › (2) 


где = (| 945, т. е. пропорциональна среднему значению $, вы- 


численному для сферической поверхности радиуса г. Уравнение (1) 
можно рассматривать как обобщение уравнения (1) 5 279; это мо- 
жно также доказать, исходя из выражения (5) $ 241 для \20, вы- 
раженного в обычных полярных координатах г, (, ®. 

Общее решение уравнения (1) есть 


РА == у (а -- Г 0 (а#— ›), (8) 


где у и 0 — произвольные функции; но так же в как 8 279, если по- 
люс не является источником, 7 (4) 1-0 (42) = 0, так что 


. г — у (а -- г) — 1 (а — г). (7) 


1) Это примечание было в первом издании. 
2) ЛонуШе, том |, стр. 1, 1856. 
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Из (у) следует, что при г==0, в точке О, \==2у' (24), что является 
поэтому также значением 4по в точке О в момент 2. Далее, из (7) 


о __ 9 (9) | 9(7) о д (7) д (7\) 
2) Нав -Г а; ‚ так что 2%’ (7) [а -- 5 до 
или, в обозначениях 5 273, 


24° (") = = ео 45 +5 [или 4 . (6) 


Записывая @аё вместо г в выражении (5), получаем значение 
27' (2) или 4по, которое согласуется с (8) $ 275. 


ДОБАВЛЕНИЕ А ($ 307) 1) 
О НОПРАВКЕ ДЛЯ ОТКРЫТОГО КОНЦА 


Задача определения поправки для открытого конца трубы пред- 
ставляет значительную трудность, даже когда имеется бесконечный 
фланец. В тексте ($ 307) доказано, что эта поправка @& больше, чем 


1 8 
4 "К и меньше, чем. 5 К. Последнее значение получено путем вы- 


числения энергии движения в предположении, что параллельная оси 
скорость постоянна по’ всей плоскости отверстия, и сравнения этой 
энергии с квадратом полного потока. Действительная скорость; ме- 
сомненно, возрастает от центра наружу, становясь бесконечной у 
острой кромки; а предположение постоянного ее значения несколько 
искусственно.’ Тем не менее вычисленноё таким образом значение а, 
как оказывается, не выходит далеко за пределы истины. Очевидно, 
что мы вправе ожидать очень хорошего результата, если допустим, 
что аксиальная скорость имеет вид 


в’? р 
рь-- А+ ? 


где через г обозначено расстояние от рассматриваемой точки де 
центра отверстия, и затем определим д и м’ так, чтобы полная 
энергия обращалась в минимум. Определенная таким образом энер- 
гия, хотя необходимо с избытком, но должна давать очень хорошее 
приближение к истине. 

Выполняя этот план, мы встречаемся с двумя различными задачами: 
определением движения, во-первых, — вне, и во-вторых, — внутри ци- 
линдра. Мы возьмемся сначала за первую задачу, как более легкую. 

По условию 9 равно нулю в бесконечности, а при х=0 дрЮ0х 
равно нулю всюду, за исключением площади круга г==Ю, где 


. 1) Эте добавление было в первом издании. 
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щ72 №74 - 
дх 1 и. Е 4 * (1) 
При этих обстоятельствах, как мы знаем ($ 278), 
__ 1 до 4 
== |]. (2) 


где р обозначает расстояние от точки, в которой следует опреде- 
лять ф, до элемента площади 40. Имеем 1): 


2 (кинетическая энергия)? = — . ф — 45 = 


если Р представляет потенциал на самого себя диска радиуса Ю, у 
которого 


г2 ' }-4 
плотность = 1 -- 2: и -- а . 


Значение Р следует определить методом, примененным в тексте 
($ 307) для случая однородной плотности. На краю диска, если его 
обрезать до радиуса а, имеем потенциал 


20 раз, 356 в'а5 
44-5 дз 255 де, (3) 


и таким образом, выполняя интегрирование, получаем 


Р= реше Ни" = 


Зл Юз 314,1 -214 
В ВР? ОБ №" Г 5 Ви аъ :}. (4) 


Эта величина, деленная на п, дает двойную кинетическую энергию 
движения, определяемую соотношением (1). 
Полный поток равен 


тие ами А) = (1 Тит). (5) 
© 


Теперь нам следует рассмотреть задачу определения движения 
несжимаемой жидкости внутри жесткого цилиндра при условиях, что 
осевая скорость равномерна при х = — со, а ‚Ире Хх == 0 она имеет вид 


1-м Ни 5 р * 
Мы внесем ясность, выделив из Ф ту часть ее, которая соответ- 


1) Предполагается, что плотность жидкости равна единиие. 
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ствует равномерному течению. Так, если мы примем 
1 1 9% 
РУЗ Ра 


то Ф будет соответствовать движению, которое исчезает при боль- 
ших численных значениях х. При х==0 


ии) (из), (6) 


если, ради краткости, положить Ю =1. 
Но Ф можно разложить в ряд 


ф=>, а еР®.Л, (р’), (7) 
где р обозначает корень уравнения !) 
Л (р)=0. (8) 


Каждый член этого ряда удовлетворяет тому условию, что он не 
дает радиальной скорости при г==1 и не дает никакого движения 
при х== — ©©. Остается определить коэфициенты @, так, чтобы 
удовлетворить соотношению (6) при х=0. От г=0 до г=1 мы 
должны иметь 


Ура, (р’) = в (* —5) и (= —з) 


откуда, умножая на Л, (рг)г@г и интегрируя в пределах от 0 до 1, 


1 
ра[Лл (РР |4 т/ф {в (^ —=)-# (= —з)}. 
0 


В левой части каждый член, за исключением одного, исчезает по 
свойству самих функций. В правой части имеем 


р анлрх == 0, 


®/ 


0 


1 
2 
агро Л, 
0 
1 


4 
|= 4’Л, (рг) = | — 
" (> 


32 
—я) Ло (р), 
1) Численные значения корней приближенно равны 


р: = 3,831 705, рэ — 7,015, Р$ — 10,174, 
Р4=13,324, — рь== 16,471, рез = 19,616. 
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так что 


Е -Н 2" (1—1). 9) 


Таким образом, потенциал скоростей х всего движения есть 
и-- 2 (1 — 8р-? 
= (тан) ха ЕАН АРТ кА (р, (10) 


где суммирование распространяется на все допустимые значения р. 
Теперь нам следует найти энергию движения такого количества 
жидкости, которое заключено между х=0 и х= — 1, где { на- 
столько велико, что скорость там можно считать постоянной. 


По теореме Грина 
1 


2 (кинетическая энергия) == | Ф Се 2п"Ах—=0 — 
0 


д 
_| Фу 27 х=Ь—фИ. 
0 


\2 
так что. второй член есть п] (1 +5 из м") . 


При вычислении первого члена мы должны помнить, чте если р, 
и р. — два различных значения р, то 


1 
\ 21 а" (р-г) Ло (рг) = 0. 
6 


таким образом, 
1 


2" (1 — 8р-°) 
рее р [в (р”) |? == 
—= 16 У {и-Е2и' (1 -® ур: 
Следовательно, восстанавливая А, имеем 


2 (кинетическая энергия) =пА?/ (1 +5 и-- з м) 
—{ 1б.^® У. ин (1 —в)} в". 
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К этому следует прибавить энергию движения по положительную 

стерону от х==0. В целом 
2 кинетические энергии _ [. 16 
(поток)? — кА? 


ху (и-2и (1—1) } р-8+ 

ни 
к к) 
Следовательно, ‘если @ есть поправка к длине, то 

ва [1 воз + (6" Ур --ы) м 

ивр) 

+ (24т (Уре — 16 Ур 64 У.р-°) Нзрзрм |: 

(Тува). 


Численное определение из -значений р дает 
Ур =—0,00128266; Ур з—8Ур-'==0,00061255, 
У/р-5 — 16.У,р-т-- 64 У р-? == 0,00030351, 
и, таким образом, 


Зка 


вв == [1 -- 0,93333А3 р -- 0,5980951' -|- 0,2622728 1? -- 


| | Г, 
+ 0,368223 и" | 0,1307634": (1 Руиз’) = 
—1 0,0665667ь -—- 0,06357 16" — 0,0122723.2 — 
и 1 1 /\?2 
уе и) 
— 0,029890щи' — 1,0196523 2 
Е. ‘о 
(вез и) 


Дробь в правой части выражения представляет собой отношение 
двух квадратичных функций от ци м, и нашей целью является 
определение ее максимального значения. Вообще, если $ и 5" — две 


квадратичньюе функции, то максимальное и минимальное значения 
2 =5!5' даются кубичным уравнением 


— 42-3 2 о’ А’ 0, 


$ = аи? би -Не-- 2 -- 294 -- ину, 
ан с Ни 2-2 "ны, 


1 де 
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АД == абе | 2уей — а? — 60? — ср? — 1 — 40) 06) ар, 


9 —{6с — /?)а'-- (са — 2?) "'-- (6 — 12) с 
+2 (вал 2-28 вв", 


а 9’и А’ получают из 9 и А путем взаимного обмена штрихован- 
ных и нештрихованных букв. 

В данном случае, поскольку 5’ есть произведение линейных мно- 
жителей, А’ —0; а поскольку оба множителя одинаковы, 9’—0, 
так что просто 2 ==А/9. Подставляя численные значения и произ- 
водя вычисления, находим г = 0,0289864, что является максимальным 
значением дроби, совместимым с действительными значениями ци №". 

Соответствующее значение @ есть 0,82422Ю; истинная поправка 
не может превышать этого значения. 

Если мы положим \’—=0, то наиболышее возможное тогда зна- 
чение есть 0,024363, что дает 1!) 


а — 0,828146Ю. 


С другой стороны, если мы положим и =—=0, то максимальное 
значение 2 получается равным 0,027653, откуда 


а —0,825353Ю. 


Из этого результата видно, что переменная часть нормальной 
скорости в отверстии лучше выражается членом, пропорциональным 74, 
чем членом, пропорциональным /*. | 

Значение а —= 0,8242Ю, вероятно, достаточно близко к истине. 
Если считать нормальную скорость постоянной, то Я&==0,848826РЮ.: 
если считать, что она имеет вид 1--}47? то а==0,82815Ю, где дл 
определено соответствующим образом; ссли же в основу вычисле- 
ний положен вид 1-7” -- в'/*, содержащий другую произвольную 
постоянную, то получаем а = 0,8242Ю. 

Истинное значение а, вероятно, около 0,82Ю. 

В случае, когда и ==0, минимальная энергия соответствует зна- 
чению 1’ = 1,108, так что 

0$ 


Е =1-|- 1,103 


ра _ 
4 * 


При этом предположении нормальная скорость кромки (л=^А) 
была бы приблизительно вдвое большей, чем скорость вблизи от центра. 


1) „М№о{ез$ оп ВеззеГ$ шисНоп$“, РЯИ. Маг., ноябрь, 1872. 
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Трубы, колебания в них 58; разветвлен- 
ные Т. 71; слуховые Т. и рупоры 119, 
142; — с малой вязкостью 318 


Узкие трубки 311 

Узлы и пучности 60, 84, 392 

Упругое тело, потенциал напряжений 
в нем 306; сила, приложенная в одной 
точке 412 

Уравнение давления 14, 25; — непрерыв- 
ности 15 

Условия для открытого конца 60, 195 

Усталость уха 431 


Фазы, влияние на звук 449, 452 

Фарадеевы исследования ряби 338, 

Ферма принцип наименьшего времени '131 

Фонограф 456 

Френеля выражения для отраженных и 
преломленных волн 82 

Френеля зоны 125 

Функция тока 16 


Характер звука 450, 451, 452 
Характеристика гласных 455 


Число импульсов, необходимое для опре- 
деления высоты 437 

Чувствительные дымовые струи 39%; — 
струи жидкости в жидкости 395 


Эллиптическое отверстие 177; сравнение 
его с круглым 180 
Энергии закон, проверенный отражением 


Энергии передача плоскими воздушными 
волнами 27 

Энергия, испускаемая колеблющейся сфе- 
рической поверхностью 246; — потен- 
циальная конценсации 28; — сфери- 
ческих волн 118 

Эолова арфа 402 

Эоловы тоны 401 

Эхо гармоническое 155 


Явления второго порядка 51 
Язымковые инструменты 229 


Замеченные опечатки 
„Теория звука“, т. П, 
По 


-; 

©. | Строка Напечатано Должно быть | чьей 

(+ вине 

108| 1 снизу таково, — такого, Тип. 
Тип. 


3851 2 , распространения | распространена 
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